Introduction a l'arithmétique

1. Divisibilité
Notation (rappel)

Soit (A,+,X) un anneau intégre.
SoitxOA. On notexA = {xa ouallA} et Ax={axouallA}.

Remarque

Si A est commutatifxA = Ax et c'est l'idéal engendré padansA (c'est un idéal principal).
C'est pourguoi nous allons uniquement considéreadaeaux commutatifs.

Exemples

27. = {2p ouplZ} = {entiers relatifs "pairs"} et1Z =-Z =7.
iR ={iy ouydR} = {imaginaires purs} etR =R.

Propriété
Six est un élément inversible d'un anneau commutaéfjne @,+,x), alorsxA=A.
Démonstration
e On axALA.
o Il faut donc montrer quAa [J XA
Soitx* l'inverse dex.
SoitbOA, on ab=1b = (xxb =x (x*b).
b peut donc se mettre sous la formaeou alJA. DoncbxA
Définition
Soit (A,+,x) un anneau commutatif integre. SoiardtbJA.

On dit quea diviseb ou queb est divisible paa ou queb est un multiple da et on notea|b
si et seulement &iJaA c'est-a-dire si et seulement&lJA/ b=ac.

Remarque

Si I'anneau n'était pas commutatif, on pourraitgpate divisibilité a droite et & gauche.
L'égalitéb = ac signifie quea diviseb a gauche.



Exemples

. Dansz, 2 divise4 car&2x2 2 divise-8 car-8=2x (-4)
-2 divise 6 car6-2x-3 0 divise O car&0x2
-7 divise0 carGE-7x0
. DansR[X], X+ 1diviseX?-1 car X-1=(X+1)(X-1)
X+ 1 divise X+ 2 car X+2=2x(X+1)
—2X - 2 divise X +5 car X +5=-3(-2X-2)
Remarques
. En particulier danZ, on a
# 0 est multiple de tout nombre dan(1Z, n.0=0.
# 1 est diviseur de tout nombre car, con#hest un annealjnJZ, n.1=n.
# -1 est diviseur de tout nombre cafl].(-1) = 1 donclInOZ, (-1).(-n) = n.
. Sia# 0 eta|b I'élémentcl]A tel queb = ac est unique.

On suppose gu'il existeetc' tels queb = acetb =ac'
= ac=ac' = ac-ac'=0 = a(c-¢)=0 = c-c'=0 = c=

o Dans un annead, tout élément inversible divise tout élémentde
car six,yOJA etx inversible alorx existe ety = x(x*y)
. Dans un annead, tout élément divise0

car sixJA alors Q = x.0a

Rappel
. DansZ, les seuls éléments inversibles sont 4let
. DansR[X], les seuls éléments inversibles sont les polyrsdcoastants non nuls (identifieRa).

Propriété

Soit (A,+,x) un anneau commutatif integre et soiewet bJA.
alb - bAOaA

Démonstration
(=) On supposéclJA/ b=ac.
Soitx[bA = OyJA/ x=by
= OyOA/ x=acy=a(cy) et on acyllA

= xUaA.
() On supposbAaA. OnabllbA= blJaA= OclJA/ b=ac.

Remarque

27 =27 et (X + )R[X] = (-2X - 2)R[X].

Propriété

Soit (A,+,x) un anneau commutatif integre. Soiardt bJA.

Sil'on a, a la foisa|b etb|a c'est-a-dire si I'on BA = aA, alors il existe un élément inversiljleleA tel
gueb = ay. Réciproguement si il existe un élément inversjtde A tel queb = ay alorsbA=aA



Démonstration

(=) alb = OcA/ b=ac Q)
bla = OdOA/ a=hbd (2)
Sia=0,b=0 et tout élément inversible convient.
Siaz0,(1)et(2) = a=acd= cd=e oueest'élément unité d&
= c etd sont des unités d&
(0) xObA < OcA/ x=bc
= [OcOA/ x=ayc et on aycllA
= x[aA
De la méme fagon :
xaA < OcOA/ x=ac
= OcOA/ x=ay(y*c) et on ay'c0A
= OcOA/ x=Db(y*c)
= Xx[ObA

Propriété

La relation de divisibilité dans un anneau est net&tion de préordre c'est-a-dire réflexive etgiawve.

Démonstration
J ala cara=axl
. alb = DANOA/ b=aA
bjc =« [MOA/ c=bp = cC=a\l avedA\plA= alc.
Remarques
. Etude de la symétrie et de I'antisymétrie déns

Sia|b etb|a alors il existec etd, deux entiers relatifs tels qaec=b etb.d=a.
On a alorsg.0.d=a.(c.d) =a.
doncc.d= 1 ou encore, puisqueetd appartiennentZ : c=d=1ouc=d=-1

o SurN, la restriction de la relation de divisibilité #@efournit une relation d'ordre mais qui n'est
pas

total car :

# 1 est le seul inversible @ qui appartienne ® doncalb etbjJa= a=Dh.

# On a ni 23, ni 3|2.
o La relation de divisibilité dans les polynébmes ainés est un relation d'ordre.

Propriété

Soit (A,+,x) un anneau commutatif integre. Soiartiet clJA.
Si albetalc alorsa|(b+c).

Démonstration

alb = A\OA/ b=ah et alc « [MOA/ c=ap
Doncb+c=aA+au=a(A + ).

Remarque



La réciproque est fausse en général mais intéresaaudier.
Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif integre. Soiem)i( et ()io deux familles finies d'éléments Ae
Si a|bi, pour toutidl, alors] [a/|] [b.

iel iel
Remarques

. Cela donne, par exemple|®Ret 312 donc §48.
. On peut dire aussi que la relation de divisibiisé compatible avec la multiplication.

Démonstration

Pour toutl, aj|bi = [ONOA/ by =aA,
Doncl b =]]a IIA:.

iel iel iel

2. Arithmétique

Rappel

Un anneau commutati&{- cette propriété est nécessaire pour les idéatepreA est dit principal si et
seulement dill idéal deA, DOA /| =iA.

On dit alors qué est un générateur de

Remarque

Cei n'est pas unigue mais tout aytkerifiant| = jA est obtenue dieen le multipliant par un inversible.
Définition

Soit A un anneau principal. Soieafb deux éléments d&.
On appelle plus petit multiple commun @et deb et on note ppcna(b) tout générateur deAnbA

Remarques

. L'intersection de deux idéaux est un idéal.
o xdaAnbA <= x[OaAet x[IbA
= Xxest un multiple da etx est un multiple dé.
= Xest un multiple communaetb.
c=ppcm@,b) = Tout multiple commun a etb est un multiple de.

Propriété

Soientl etJ deux idéaux d'un anneau princigal
L'ensembld +J={i +j ouill etj(0J} est un idéal dé&\.

Démonstration



. | etJ sont non-vides donict J est non vide.
J Soientx,yl +J. DoncxUl et[(Xx[J/ x=x + X et
Oyl ety 0d /Ty =y + .
D'oux—y=(x+X) = (Vi +¥) = (X = ¥) + (X = ).
Orx -yl etx — y;(1J carl etJ sont des sous-groupes.
On a donc - ydl + J.
° UyOA, OxOl + J,
Ol etIXOI / x =% + %
Xy=(X+x)y=xy+xy orxydl carlidéal et y(1J carJidéal. Doncxy Ol +J

Définition

Soit A un anneau principal. Soieafb deux éléments d&.
On appelle plus grand diviseur communedet deb et on note pgcad(b) tout générateur ceA + bA

Propriété
Soienta,b deux éléments d& etd = pgcdg@,b).
Ona: () d]aetd]|b.
(i) ODOA/D |aetD |balorsD |d.
Remarque
D'ou la dénomination de plus grand diviseur commun.
Démonstration
. a=ax1l+bx00daA+bA=dA d'ou le résultat.
De la méme facoh=ax 0+ b x 1 [JaA+ bA=dA
. D |a < a=D x xavecxUA.
D|b < b=D xyavecylJA.
Or OuMJA/d=a.u+ b.vcarddaA+ bA
D'oud=D.x.u+D.y.v=D(X.u+y.\.
Remarque

On étend sans aucune difficulté toutes les défimitiet toutes les propriétés au cas d'une fanmahepius
réduite a deux éléments mais en possédant un ndimisre.

3. Cas particulier des entiers relatifs
Propriété

Soiental IN* et b[IN.

AlorsJg=0etld0O<r<a / b=aq+r.

On dit que I'on a effectuer la division euclidiertdeb para.

Remarques

o C'est la division que I'on apprend a I'école primaild=2x 5+ 4.



Sir =0, on dit quea diviseb.

Corollaire

Sialz* etb0Z, alorsfdgZ etd00<r <|a| / b=aq+r.

Exemples

~17=-4x5+3 et-21=5x (=5)+4.

Propriété

Z. est un anneau principal.

Démonstration

Soitl un idéal de&Z, | est un sous-groupe @

sil ={0}, on a bienl = 0Z.
sil #{0}, soit I' ={x0l /x>0}. Onal ={0} O I' O (-I').
Soita le plus petit élément dé (on veut donc montrer quies az).
aN [ 1 carl est un sous-groupe @&
aN [0 I' car tous les éléments sont positifs.
Soitb0l',Odg=0etd0<r<a / b=aq+r = r=b-aq
Orbdl (O 1) etaqdl' (O 1) doncri
Puisque > 0, on al' our =0.
Orr <aetaestle plus petit €élément dledoncr ne peut appartenirla
Doncr=0 = b=aq = balN.
DoncaN =1" etl = aZ.

Remarque

Nous verrons quB[X] est aussi un anneau principal.

Rappel

SoientalJZ etb(Z.

Un élément d@Z n bZ est, a la fois un multiple deet deb.

On appelle plus petit multiple commun aet deb tout générateur daZ n bZ.
Tout multiple commun a etb est un multiple du ppcra(b).

On appelle plus grand diviseur commuradet deb tout générateur daZ + bZ.
Le pgcd@,b) est un diviseur communaget ab.

Tout diviseur autre communeget ab divise le pgcdd,b).

Propriété

Soienta etb deux entiers relatifs. Un pgcd delf) est unique au signe pres.
Donc, dans le cas des relatifs, nous prendronsgmmd le nombre positif.

Démonstration

Soitd un pgcd ded,b) etd' un autre pgcd da(b).
On ad'Z =dZ donc il existe un élément inversilyleleZ A tel qued' = dy.



C'est-a-dired' =d oud' = —d.
Exemple

pgcd(12,18) 6.

Propriété (Identité de Bezout)

Soienta etb deux entiers relatifs et= pgcdg,b).
Il existe alorau etv deux entiers relatifs tels qaeu+ b.v=d.

Démonstration
Soienta etb deux entiers relatifs. Sait= pgcd@,b).

Par définitiondZ =aZ + bz ={a.j+ b.k / (,k\0Z%
Or, on adddZ ={a.j+b.k / (,k)0Z? d'ou le résultat.

Remarques
. Il n'y a pas unicité du couple,).
Contre-exemple : Si on considere le couple (2,43 pacd(2,4F 2

etpourtant: 22x1+4x0=2x3-4x1
o On n'a pas la réciproque adk= pgcd@,b) = [(u,v0Z?/ a.u+b.v=d
Sinon on pourrait prendre n'importe quel couplg)(
Cette remarque peut sembler évidente maintenaisti@urra y avoir des confusions lorsque
nous aurons vu le théoréme de Bezout.
Ona2=2x0+4x0 etbien entendu pgcd(24R mais, par exempleld =2 x 3+ 4 x (-5).

Propriété

Soienta etb deux entiers relatifs.
pgcd@,b) = pgcd(gl,|b])

Démonstration

Posond = pgcd@,b) etD = pgcd(pl|,|b|)

On aaZ = [a|Z et bZ = |b|Z.

On obtient alorsdZ = aZ + bZ = |a|Z + |b|Z = DZ.

Etant donné qud etD sont de méme signe et qu'ils engendrent le méogegoupe dZ, on a déja
montré qued =d.

Propriété

Soienta,b etv trois entiers relatifs.
On a: pgcdf.a v.b) = |v|.pgcdé,b).

Démonstration

On peut déja remarquer que pgce(v.b) = pged(y.al,i.b) = pgcd{)-[al, M. |b])
et que|-pgcda,b) = v|.pged (@l [bl).
On peut donc travailler avegb etv positifs.



Soientd = pgcd@,b) etD = pgcdg.a, v.b), on veut montrer que =v.d c'est-a-dirddZ = (v.d)Z puisque
D etv.dsont positifs.

o Soitxt(v.dZ - OkOZ [ x=v.d.k
Op,g0Z / d=a.q+b.p card = pgcdg,b) et identité de Bezout.
D'ouv.d=(v.8.q+ (v.b).p et x=(v.d.(q.K + (v.b).(p.K
Doncx(v.aZ + (v.n)Z = DZ.

° SoitmDZ.
D'aprés la définition dev(@Z + (v.b)Z, il existe alors deux entiers relatffetg tels que
m= (v.a).f + (v.b).g=v.(a.f+ b.g).
Ora.f+b.gddZ doncmd(v.d)Z.

Remarques
. Les deux propriétés précédentes montrent que,regrajéon peut travailler avec des positifs.
o Soita un entier relatif non nul, on a : pgcdHpPs a.
En effet @ = {0}, donc &Z + aZ = {0} +aZ =aZ.
o Soita un entier relatif, on a : pgcdé),= 1.

Eneffetaz 072 =17, d'ou ¥ +aZ = 17.
Propriété
Soienta etb deux entiers relatifs. On aa,p) # (0,0) = pgcd@,b) #0
Démonstration

o pgcd(0,0)x= 0. En effet @ = {0}, donc & + 0Z = {0} + {0} ={0} =0Z.
o Si pgcdg, b) =0, alorsaZ + bZ = {0}.
DoncazZ[{0} et bZ[1{0}.
On a alors4Z =11 ouaZ ={0}) et (bZ =0 oubZ = {0}).
CommeaZ etbZ ne peuvent étre vides, on a alors obligatoirema#t= bZ = {0}.
Donca=b=0.

Lemme d'Euclide

Soienta etb deux entiers relatifs.
S'il existe deux entiers relatifs> 0 et O< r <b tels quea = b.q+r alors pgcdd,b) = pgcdp,r).

Démonstration

Soitd = pgcdg,b) etd' = pgcdp,r)

o d =pgcda,b) = dja
d = pgcd@,b) = d|b et donad|b.q doncd|(a—b.g) c'est-a-direl|r.
D'oud|betd|r = d|d".

o d'=pgcdp,r) = d'|r
d' = pgcdp,r) = d'|b et doncd'|b.galorsd'|(b.g+ r) doncd' |a.
D'oud'|aetd'|b=d'|d.

Commed etd' sont positifsd =d'

Algorithme d'Euclide

Soienta etb deux entiers relatifs non nuls.



Effectuons la division euclidienne dearb : C(q.,r)0Z2 tels que (& r.<b) et @=b.qu +r1).
D'apreés le lemme d'Euclide, pgad) = pgcd b,r1).

o Sir; =0 alors pgcdi,r;) = b = pgcd@,b).

o Sinon, on réitere le processus syri, puis €1,r2), (r2,rs) ... jusqu'a ce que le reste de la division
euclidienne soit nul, ce qui se produit forcémentsque chaque reste est un entier naturel
strictement inférieur au précédent (on a au fustapes). Le pgcd da,b) est alors le dernier
reste non nul (car pgap) = pgcd€,,0)=ry).

Exemple

a= 36465 eb =585
36465=62x 585+ 195
585=3x 195+ 0 d'ou pgcdd,b) = 195

Remarque

a=40392 eb =42

40392=961x 42+ 30

42=1x 30+ 12

30=2x12+6

12=2x6+0 d'ou pgcd4,b) =6

6=30-2x 12
6=30-2x (42— 30)
6=3x30-2x 42

6= 3 x (40392- 961x 42)— 2 x 42
6= 40392 3 — 2885x 42

De facon plus générale, nous allons voir commergeurt déterminer un couple,y) vérifiant l'identité
de Bezout.

Algorithme d'Euclide appliqué a l'identité de Bezou

Soienta etb deux entiers relatifs.
Posond = pgcd@,b).
D'aprés l'identité de Bezout, il existe deux estietatifsu etv tels que a.u+ b.v=d
Mais nous n'avons aucun moyen pratique de leslealawus allons voir que l'algorithme d'Euclide va
nous permettre de les trouver. Il y a donc une doutilité a cet algorithme : la recherche du pgtdon
expression en fonction deetb.
Supposons avoir appliqué l'algorithmeagb); on a donc les + 1 étapes suivantes :
a=b.g+r;
b=r.g+r;

M2 =Tn-1.0ntIn
rn—]_ = rn.qn+]_ + O

En notanta=r_; etb =r,, on voit que chaque reste d'oréir@veck > 1) peut s'exprimer comme une
combinaison linéaire de-; etry—
C'est-a-dirgy = 1. ry + m. r; avec ([m)0Z2.



Ainsi r, est une combinaison linéaire dg et der,, et, comme,-; est une combinaison linéaire de
etr,s, on peut exprimer a son tayrcomme une combinaison linéairerde etr,-;. En procédant ainsi
avec les restes successifs, on trouve explicitem@&omme combinaison linéaire de etr, , les
coefficients étant des sommes et produits desentstsuccessifs.
On a ainsi : fn="rn2= Cnln1
1= Th3— qn—l-rn—z

donc :ry =rn2 = Gn.(Fn-3 = Qn-1.'n-2)

SOit :ry = (1 + gn.On-1).fn-2 = Cn.Fn-3
Et on réitere le processus jusqu'a trouyeomme CL de-; et der,, c'est-a-diral =u.a+v.b.

Remarque

Si les valeurs des quotients n‘ont aucun role Wesqutilise I'algorithme pour trouver le pgcdgeslisont
indispensables pour calculeetv et il faut donc les conserver.

Définition

Soienta etb deux entiers relatifs.
On dit quea etb sont premiers entre eux si et seulement si pgiodf 1

Exemple
Les nombres 6 et 55 sont premiers entre eux.
Définition

On dit qu'un entier relatf est premier s'il admet exactement quatre diviselirsl, p et—p.

Remarques
. Un entierp > 0 est premier si et seulement si il admet exaatéeux diviseurs positifs.
o Il n'y a qu'un nombre premier pair.

Propriété

Soientp,nT]Z tels quep soit un nombre premier.

Alors mn'est pas un multiple ge = petmsont premiers entre eux.
C'est-a-dire : mlpZ - pgcdfn,p = 1.

Démonstration

Soitd = pgcdp,m). On a, par caractérisation du pgd¢h etd|m.
Commed|p alorsd = 1 oud = p.

o SimOpZ, alorsp|m et dong|d, card est le plus grand des diviseurs commupsém.
Doncd =p et pgcdp,m # 1.
. SimpZ, alors on ne peut avair=p car commael|m, on auraifp|m ce qui est absurde.

Doncd =1, soit pgcdg,m =1
Théoréme(de Bezout)

Soienta etb deux entiers relatifs.



Ona:pgc,b)=1 = [C(uvOz2/au+b.v=1.

Démonstration
(=) déjafait.
(0) a.u+b.v=1 etsoid=pgcda,b).
Ona d|a= d|au
d|b = d|bv = d|a.u+b.v = d|1l = d=1.
Exemple
6 et 55 sont premiers entre eux et 35-9x 6= 1.
Remarque
Il ne faut surtout pas confondre l'identité etlédréme de Bezout.
Théoréme(de Gauss)
Soienta,b etc trois entiers relatifs. i |b.cet pgcdé,b) = 1 alorsa | c.
Démonstration
pgcd@,b) =1 = u,vlzZ2/au+bv=1
= a.c.ut+b.c.v=c.
Ora|a.c.ueta|b.c.vcara|b.cdonca |c.

Exemple

6 | 5610=55x% 102 et pgcd(55,63 1 donc 6 | 102 en effet 16217 x 6.

Remarques
. Ce théoréme s'énonce aussi sous la forme :

"Siadivise un produit de deux facteurs et s'il eshpee avec I'un des facteurs, il divise 'autre”.
. Ce théoréme n'a jamais signifié :

"Sia|b.cet siane divise pab alorsa|c"
Ce qui est totalement FAUX, comme |le montre le mekemple suivant :
6 | 3x 4= 12 et pourtant 6 ne divise ni 3 ni 4.

Théoreme(d'Euclide)

Soienta etb deux entiers relatifs gun nombre premier.
Sip divisea.b alorsp divisea oup diviseb.

Démonstration

. SialpZ, alors p|a.
o SiallpZ = pgcd@,p) =1 orpla.bdoncplb.

Remarques



. Si ces trois théoremes semblent découler chacymébédent, il est toutefois nécessaire de les

connaitre tous. Il faut de plus remarquer que S&fablent n'étre qu'une version "allégée" du
précédent, historiquement c'est le théoreme d'&icjui a été trouvé en premier, puis celui de
Gauss et enfin celui de Bezout.
. Ce théoreme se généralise a un produit deteurs
Soientay, &, ...a, N entiers relatifs.
Soitp un nombre premier.
Sipla; & ...a, alorsp|(a; & ...ar-1)-an.
Donc, d'aprés le théoréme que I'on vient de déragptfa, oup|a; & ...an1.
Quitte a réitérer le méme processusl fois, on montre ainsi qu'il existeel quep|a.

Propriété

Soienta,bl]Z / (a,b) # (0,0).
Onapgedgh=d - CuWOZ2/au+bv=detpgcdd, B)=1.

Démonstration

On a bierd = pgcd@,b) £ 0. o

On sait quel |adonc%DZ. De mémegDZ.
sid' = pged@ % )% 1, alors3 = d'k et J = d'k aveck kDIZ.
Donca = (dd)k etb = (dd)k' aveck,kTIZ.

C'est-a-diredd’ |a etdd’ | b absurde de par la définition du pgcd.

Théoréme(fondamental de l'arithmétique)

Tout entier strictement supérieur a 1 se décomgedacon unique en produit fini de facteurs presier

Remarques

. La décomposition est unique “ a I'ordre pres ”,arapeut evidemment intervertir I'ordre des
facteurs du produit.

. Pour les entiers 0 et 1, il n'y a aucun besoinhgeaher a les décomposer.

. Pour les entiers négatifs, on utilise celle de l@leur absolue, affectée d'un signe moins.

. Bien que ce théoreme semble évident, sa démowstragst pas aussi aisée qu'il y parait. De

plus, il est nécessaire de I'avoir toujours endétel permet de démontrer la plupart des résultat
de divisibilité; c'est en cela qu'il est “ fondartedr.

Démonstration

Le résultat est évidemment vrai paour 2.

Supposons que le résultat soit vrai pour tousnésrs inférieurs ou égauxr

Sin+1 est premier, alors il se décompose en produit Bwl nombre premier, lui- méme.
Sinon,n + 1 n'étant pas premier, il vientlc,d1Z etn+1=c.davecc<netd<n.

D'apres I'hypothese de récurrencetd admettent une décomposition en produit de facigamiers, il
en est donc de méme pour leur produit.



Il reste a montrer que les facteurs sont uniquésr@e pres).
Supposons qu'il existe deux décompositions en firddunombres premiers, on a alors :

n+l =aa..a avec apremierdi=1p
=b.b,..by avec b premierdi=1q
Ona a|n+1donca|bib,..by
D'aprés le théoréme d'Euclide (voir la remarquel),){1,..,q} tel quea |b
On a alors obligatoirement = by (découle directement de la notion de nombre pngmie
On reindice led, b, .. b, de fagcon a placds en premier.

On a%ll = %1 —pa..ap=bb..bet ”g{ll <n, par hypothése de récurrence, on a l'unieitad
1

décomposition d(-pg—ll domx=qeta=b Oi=1p.
La décomposition de+ 1 est donc unique.

Remarques
. C'est a nouveau les décompositions que I'on aprerdliege
Par Exemple : 132 2

66 2
33 3
11 11
1

. Grace au théoreme fondamental que nous venonsnd&nmous allons pouvoir préciser la notion

de divisibilité, notamment avec la notion de valat
Définition
Soitn un entier naturel strictement supérieur a 1. gaih nombre premier.

On appelle valuation gmde I'entier natural, notévy(n), I'entier qui correspond a la plus haute puissanc
dep qui divisen.

Remarques
. Sip ne divise pas, vy(n) = 0.
. SoitP I'ensemble des nombres premiers.

En utilisant le théoreme fondamental de I'arithouégi tout entier naturelstrictement supérieur
a

1 peut donc s'écrire sous la forma =] [ p»®

peP

Propriété

Soienta etb deux entiers naturels non nuls et $biensemble des nhombres premiers.
alb = vp(a) < vp(b) OpOP.

Démonstration

.. r . S vg (b ) .
On peut écrira=[1 p"® e@=[1q" maisaussi []p»® bet ] p~®
i=1 j=1

peP peP
(=) Parl'absurde, sv,(a) > vy(b) pour un nombre premigrfixe.

On a % = etﬁ =d oic,d1Z* et vy(c) = vy(d) = 0.

Sialb alorsb=ae on a d= p»@vbce: Absurde.




(@) Siva) < vb) me{g puUg }
qu'(b)

r S
On a alors p*® = pEpwO-w@  c'est-a-di?® |p»® . Et dopEp™® TT|q;
i=1 =1

Propriété
Un ppcm d'un couple d'entiers relatifs est uniqusigne pres, nous prendrons le nombre positif.

Démonstration

Soienta etb deux entiers relatifs et soiemtetm’ deux ppcm deg;b).
OnamZ =aZnbZ =m'Z.
Donc il existe un élément inversibjaeleZ A tel quem'= ny. C'est-a-diren'=moum'=-m.

Remarque

On a ppcmd,b) = ppcm(@l, b))
Propriété

Soienta,betA des entiers relatifs.
On a ppcmi.a,A.b) = \|.ppcme,b).

Démonstration

Soienta, b etA des entiers relatifs.
Puisque ppcnN.a,A.b) = ppcm().al,])\.b]) et ppcmd,b) = ppcm(@l,bl|), on peut supposerb etA positifs.
Posonsn = ppcm@,b) etL = ppcmQ.aA.b).
XOLZ - xO(Aa)Z n (Ab)Z
= Ou,MJZ etx = (Aa).u = (Ab).v
= OuMIZ etx = A(a.u) = A(b.v)
- X=AyouyldaZnbZ = mZ
- XC(A.m)Z.
Donc A.mZ =L Z etA.m=L.

Propriété

Soienta etb des entiers relatifs. Onaljl = ppcm@,b).pgcdg,b).
Démonstration

On supposea etb prositifs. Posorr+1d = pgcdé@,b) etrm = ppcm@,b).

L . > vpi(b Vo (@ 15 vp (D
on peut écrira=ITp"" b=TTp"" ab=TTp"" ITp""
i=1 j i=

j=r+1 j=r+l

Vp; (8)+vp; (D)

t
On peut réorganiser les indicesta=[ [ p;
i=1
t
Onpose D=[1p‘ ok =min{v,(a)+ v, (b)}
i=1

M =TT p! otil, = v, (8) +p (B) ~ min{v;, (&) + v, (B)} .

Ona ab=MD etl; = maxVv, (a) + vy (b)} .



Rappel : cld = Vp(C) < vp(d)  OpOIP.
On constate que D est un diviseur commuaredab et M est un multiple communaéetb.

On a dond |d.

Supposons que # d, alors il existeIP tel quevy(D) < vy(d).

Quitte a inversea etb, on peut supposer que mig(&),vp(b)) = vp(a).

On avy(a) = vy(D) < v,(d) et puisquel|a, vy(d) < vy(a) : ce qui est absurde.
D'ouD =d = pgcd@,b).

Nous allons maintenant démontrer dliee m de maniére analogue a la démonstration précédente.
On a donan|M.
Supposons qua # M, alors il existglIP tel quevy(m) < vp,(M).

Quitte a inversea etb, on peut supposer que max4),vp(b)) = vp(a).
On avy,(m) < vy(M) = v,(a) et puisque|m, vy(a) < vy(mM) : ce qui est absurde.
Enfin M =m= ppcm@,b).

Exemple
On a donc une autre méthode pour déterminer le gbdenpgcd.
132 2 110 2
66 2 55 5
33 3 11 11
11 11 1
1

C'est-a-dire 1322x2x3x11

et 110=2x5x11

Donc pgcd(132,1103 2x 11=22.
ppcm(132,11058 2x 2x 3x 5x 11= 660

Définition  (Généralisation)

Soientay, ...a, n (=2) entiers relatifs.

o On noted = pgcdgy, ...a.) le générateur positif dauZ + a,Z +..+ a,Z = dZ.
o m = ppcmey, ...a,) le générateur positif dewZ n a,Z n...n a.Z =dZ.

o Si pgcdgy, ...a)) =1, les &) sont dit premiers dans leur ensemble.

. Si, Oi,j /i #], pgcdbi,g) = 1, les &) sont dits premiers deux a deux.

Propriété
Soientay, ...a, n (=2) entiers relatifs.

Soitd = pgcdgy, ...a,) d est le plus grand entier divisant tousdg$ =1, n.
Soitm= ppcméy, ...a,) mest le plus petit entier multiple de tousdgs =1, n.



