Courbes planes

Dans tout ce chapitréest un intervalle dB ouR tout entier.

1. Géneralités

Si I'on étudie le mouvement d'un point dans I'es@accourt du temps, a chaque instaoglui occupe
une positiorP(t). Les coordonnées de ce point, dans un ref#igK) de I'espace, dépendent de l'instant
t et sont donc de la form&t),g(t),h(t)) ouf,g eth sont des fonctions d& (ou d'une partie dR) dansR.
La fonction qui, &, associef(t),g(t),h(t)) est une fonction d& dansR?.

Nous allons nous intéresser, dans le cadre deurs,@ux fonctions d& dansR?. Toutefois certaines
définitions peuvent étre facilement généraliséBS au mémeR" ouneN, n > 4.

Remarque

On notera indifféremment les vecteursRiesous forme de vecteurs lignes ou de vecteurs neton
Définition

On appelle fonction vectorielle d'une variable le2&ute fonction dé dans un espace vectoriel réel

Remarques

. Puisque I'on peut identifid aRR? les fonctions de variables réelles a valeurs ¢exes peuvent
étre considérées comme des fonctions vectorielles.

. Une fonction vectorielle est généralement nétée patabus, parfois t)(

. Pour les fonctions vectorielles qui nous intéresstst-a-dire celles d@ dansR?, on aF = (f,g)

ouf etg sont des fonctions d& (ou d'une partie dR) dansR. L'étude de la fonction vectorielle
F revient a I'étude de ces deux fonctibesg.

. Toujours par abus de notation, on peut rencordraptation (t),g(t)) pour une fonction
vectorielle a valeurs darfis’.

Définitions

Soit F = (f,g) une fonction vectorielle définie sliet & valeurs darik2

. On dit queE admet une limite finiéeR?) quandt tend vers, (adhérent &) et on note
lLr{,‘ F(t) =1 'si et seulement $= (1,12) avecItLrQ f) =1, ettLrQ git) =1, .

. On dit queF est continue & si et seulement §im F(t) = F(to)

. On dit queF est continue susi et seulement si elle est continue en tout pet

Remarques

. La limite, si elle existe, est unique.

. F = (f,g) est continue ety si et seulement $ietg sont continues ef.

. F = (f,g) est continue sursi et seulement $ietg sont continues sur
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Définition

SoitF une fonction vectorielle dedansR?2.
F(t) — F(to)
t_ to

On dit queF est dérivable &l si et seulement si la fonction vectoriglle» admet une

limite finie quand tend vers,.
Lorsque cette limite existe, on la nététy). Elle est appelée vecteur dérivékde ten
On dit queF est dérivable susi et seulement §i  est dérivable en tout poirit de

Propriété

SoitF = (f,g) une fonction vectorielle dedansR2
F est dérivable enl si et seulement $ietg sont dérivables eg. Dans ce cas, onfa(to) = (f(to),g'(to)).

Remarques
. F = (f,g) est dérivable sur < f etg sont dérivables sur
. Si F est dérivable sur I'application qui, & tout[l, associd='(to) est appelée fonction dérivée de
= S~ lf
F et est noteé ong )
. On définit de proche en proche les dérivées suivessder .
= — () /_Q d_lf _dzlf
Par exempleF —(F) = dt( ot J = a2
. Si on munit le plan euclidien d'un rep&ez(j), pour une fonction vectorielle= (f,g) del dans

R?, pour une valeur dedel, on peut considérer le poikt tel que le vecteulDM  ait pour
coordonnéed(t),g(t)) dansj ).

Par abus de langage, on n@wi(t) = (f(t),g(tB.

. En cinématique, le vecteur dérivé premieiQid(t) ,8spond au vecteur vitesse et le vecteur
dérivé second correspond au vecteur accélération.

Exemple

X(t) =t -3Int
- yt)=e'-1
C'est-a-dir@OM(t) a pour coordonnér@)(y(t)) dans un repérei;).
Le vecteur vitesse a un instdmlast\7(3t§ - % et0) dans la basgj( , ).

Le vecteur accélération a un inst&r&stf(Gto + t% etOJ dans la basgj( , ).

0

Un mobileM se déplace sur une trajectc{ poxi0.

Propriété

SoientF eG deux fonctions vectoriellesldansR?2 ouR? dérivables sut.
SoientA un réel eth une fonction numeérique définie et dérivable Isur

Alors,onasuf: a. AF) =AF'
b F+G)=F +G
C. FGY=F.G+FG
d.  (FOG) =FDOG+FOG
e OF) = ¢'F + ¢F
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Exemple

Soient F(t) = (t* - 5t+1 1-1) etGt) =(t+3;22-t-1) .
On veut calcule (F G)

1ére méthode : F@)=02t-5-1) G&{t)=(,4-1)

F'(t).G(t) + F(t).G'(t) = 2t2—5t +6t — 15— 2t 2+t + 1+ t2— 5t + 1 + 4t — 4t2— 1 +1.

=-3t?+2t-14

2éme méthode :  Ft)(G(t) =t3-5t2+t+3t2-15t+3+2t2—t—-1- 2A3+t2+1.
=—t3+t2-14t +4
(F(1).G(t))' = -3t% + 2t -14.

Propriété (Développement de Tay)or

Soit pON* et soitF une fonction vectorielle continimentidéble jusqu'a l'ordre + 1 surl.
Soientt, intérieur a ethOR / (to + h)dI

Ona: E(t, + h) = E(t,) + hE (t,) + —F” (to) + ..ot %If“’)(to) + hez(h).

aveclim £h) =0 .
h-0

Exemple

Soit F(t) = (2 + 5t; Int).
On veut déterminer le développement de TaylcF de 1 & l'ordre 2.

1ére méthode : F(t) = (t2 +5t;Int) et F(1)=(6,0)
Fo=(2t+5%) et F@O=71
Fo=(2-%) e If”(l) =(2,-1)
D'oUF(1+h)=F(1) +hF (1) + 5 2 F”(l) +h?g(h) aveclim £(h)=0=(0;0

F(1+h) :[ 6 ] +h{ 1 ] +h72{ _2 ]+h2§(h) aveclim 2h) =0=(0;0)

0 1
. 6+7h+h? .
F(1+h) = he %2 +h?8(h) aveclim g(h)=0=(0;0
2éme méthode :  x(t) =t?+ 5t
X(1+h)=(1+h)?+5(1+h)=h*+2h+ 1+ 5+5h=6+7h+h?
y(t) = Int
ya+h) =in@+h) =h- + o) =h- 1+ ree; () avedim e.(h) =0 .

On obtient le résultat en posatth) =( 0
e2(h)
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2. Courbes paramétrées
Définition

On appelle courbe (ou arc) paramétrée plane (emonnées cartésiennes) la donnée d’un cc(LlTalb)

ou F = (x,y) est une fonction vectorielle dedansR? etl — De..

Soit (O,7,7) un repere (orthonormal) du plan. On appelle supge la courbe (ou de I'arc) I'ensemble des
points dont les coordonnées correspondéntjec'gst-a-dire I'ensemble des poiMsels queOM(t)
(vecteur du plan) ait pour coordonnées) =((x(t),y(t)) (vecteur d&R?) dans 7 ) quandvarie sur.

Remarques

. On parlera plutot de co&rbels’; D: (qui peut étretardéner).

. Par abus, on note parfd@M(t) = F(t).

. SoitF définie suR parF ¢) = (cost,sint) et soitG définie suR parG €) = (cost?sint?).

Les arcsE R), (F,[0;2r]) et (G,[0;2r]) ne sont pas les mémes mais ont méme suppoest)ie
cercle trigonométrique.

. Une grande différence avec les courbes représestatiassiques est la possibilité d'avoir pour
une méme valeur deplusieurs valeurs dgpossibles dans une courbe paramétrée.

7
N

. La courbe” représentative d'une fonctigrdeR dansR définie sur un intervallepeut étre
-y X)) =t . . X(t) = w(t)
aramétrée par le systéme toll. Mais aussi est une
P parle sySIEmey 1 = oo PPy =@omn
bijection d'un intervalld dansl ett(1J. ~ est le support dé@, I) o t) € (t,9(t)).
Exemples
. Les courbes paramétréesy] outeR, (tt°) teR et (tart, tarft) oute]—%; %[ ont méme support
qui est la courbe représentative de la fonctioR — R.
X > X2
Toutefois ces courbes paramétrées sont bien ditiEse
. Soitf : R} -~ R et soitC sa courbe représentative.

X+— Inx

X(t) =t X(t) =t2
y(t) =Int y(t) = In(t?)
On peut remarquer que, dans ce dernier cas, siahpmistOR " la courbe n’aurait pas été la

méme bien qu’elle aurait eu le méme support.
On peut aussi dire que le graphique est le méme lam&con dont on le parcourt est différente.

On peut paramétrée par{ oUwtR; ou par{ oulR ;.
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Remarque

On pourra parfois se ramener a une courbe repsdsentlassique a partir d'une courbe paramétrée.
Mais ce type de courbe n'offre pas énormémengéditd dans ce cours.
Xt =t3+1

() =t>+5t+3

Onat= ¥x—-1 etdonc le support deest la courbe représentative de la fonctidéfinie surR par

f) =(Ix-1)°+5Ix-1 +3.

Par exemple, solt la courbe paramétrée définie ;s{ag/ talR.

Propriété

Soit (F)) un arc paramétré (Fi  est une fonction vectorslte.
Soit¢ une bijection continue desurJ et soitG = F 0 ¢ * c'est-a-diredF = G 0 ¢.
On dit que I'arc paramétré&(J),est un reparamétrage :1§. ,

2.1 Domaine de définition et domaine utile d'étude
Définitions

L'ensemble de définition de la courbe paramétrdéfinie par la donnée du couple de fonctiBrs(x,y)
est l'intersection des ensembles de définitiorfalestionsx ety.

On dit que la courbe est simple si et seulemeftesit une injection.

On dit qu'une courbe simple est un chemin si seemble de définition est intervalle fermé borndkde

Propriété

SoientT; et T, deux réels et soift le plus petit multiple commun® et T, s'il existe. C'est-a-dire, s'il
existek,kTIZ tels queT = kT, = k'T,.

Soitl” une courbe paramétrée définie Baipar la donnée d%ﬁ(t) = (X(t),y(1)).

On suppose de plus gbe est stable par une translationTde

Six est périodique de plus petite périddeet siy est périodique de plus petite périddealors il suffit
d'étudierl sur l'intersection dBr avec tout intervalle de longueticarM(t + T) = M(t).

Exemple

—tant
X(t) =tan 3

Soitl" la courbe paramétrée définie pgar ot
y(t) = sin‘g:

I faut £ # % + kn 0UKOZ. Clest-a-dir®r = R\ { SE5EKL kriz),

x est périodique de période8ar tan est périodique de périade
y est périodique de périodebar sin est périodique de période 2
Donc il suffit d'étudief” sur l'intersection dBr avec un intervalle de longueurti5

On pourra, par exemple, prendre : (ce n'est pplsigesimple, introduire la notion de symétrie)

ool 0P e e 2 e o]

Propriété

[
Soitl" une courbe paramétrée définie par la donnéané) = (x(t),y(t))
Soientt; ett, deux éléments différents @g.
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Cas 1: Six(ty) = x(t1) ety(t,) = y(t1) alors les pointd/(t;) et M(t;) sont identiques.

Cas 2: Six(tz) = x(t1) ety(t;) = —y(t1) alorsM(t,) est obtenu a partir dé(t;) par la symétrie d'ax@x.

Cas 3: Six(tz) = —x(t1) ety(t2) = y(t;) alorsM(t,) est obtenu a partir dd(t;) par la symétrie d'ax@y.

Cas 4: Six(t;) = —x(t1) ety(t) = —y(t;) alorsM(t,) est obtenu a partir dd(t;) par la symétrie par
rapport &0.

Cas 5: Six(ty) = y(t1) ety(t,) = x(t1) alorsM(t,) est obtenu a partir dé(t;) par la symétrie par rapport a
la droite d'équatiogy = x.

Cas 6: Six(t;) = —y(t) ety(t,) = —x(t1) alorsM(t,) est obtenu a partir dé(t;) par la symétrie par
rapport a la droite d'équatigrn= —x.

Conségquence 1

Soit une courbe paramétrée définie par la donnetDé_M@) = (X(t),y(t)).
On suppose quier est un ensemble symétrique par rapport a l'origine
Six est paire ou impaire etgiest paire ou impaire,
ou si,Jt0Dr, x(—t) = y(t) ety(-t) = x(t)
ou si, OtODr, x(—t) = —y(t) ety(-t) = —x(t),
alors nous sommes dans l'un des 6 cas précédeptintM(-t) est obtenu a partir dd(t) par l'une des
symétries énumérées et on peut réduire l'interddeide dé aDr n R* (ouDr n R™ suivant l'intérét).
La deuxieéme partie de la courbe est obtenue geartiaformation du plan correspondant au cas.

Exemple
: . g t) = t
Soitl" la courbe paramétree définie a?(() _C(.JS
y(t) = sint
On abDr =R.

x est périodique de période 2ty est péeriodique de période2
Donc il suffit d'étudief” sur un intervalle de longueurt2

De plusx est paire ey est impaire c'est-a-divg—t) = x(t) ety(-t) = —y(t) pour tout réet.
Donc, on réduit l'intervalle d'étudd@ ] , les poodsrespondants a l'intervaller, 0]  étant obtenus
des premiers par la symétrie d'@ue

Définition

On dit qu'un ensemble deR est symétrique par rapporti@R si et seulement si on a l'implication :
XOE = (2a - x)CE.

Exemples

. SoitROR ;. L'intervalle [OR] est symétrique par rappor%
En effetxJ0O,R] = 0<x<R

-R<—x<0

-R+R<—x+R<0+R

0<R-x=<R

(R-=x)0[0,R]

ud

. SoitROR%.
. .R 3R. L R
Lensemble[o, 2 [ U] A ,R] est symétrique par rappo%a
. R est symétrique par rapport a 3.
. [-1;0]0[2;3] est symétrique par rapport a 1.
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Conséguence 2

Soit" une courbe paramétrée définie par la donnéDé_M@) = (x(1),y(t)).

Si Dr est symétrique par rappor% RUR et si,Ot,t,0Dr vérifiant t; +t, = R, nous sommes dans l'un
des 6 cas précédents alors le pdltt) = M(R — t;) est obtenu a partir du poilt(t;) par I'une des
symétries énuméreées et on peut réduire l'interdsdeide dé aDr n ]—oo; %] (ou abr n %; +oo[
suivant l'intérét).

La deuxiéme partie de la courbe est obtenue geartaformation du plan correspondant au cas.

Remarques

. Si Dr =[0,R], il suffira d'étudier su[o,g] ou s@% R]
. La conséquence 2 est une généralisation de l&goesce 1. En effet , la conséquence 1
correspond au cd®=0.

Exemple
. s e X(t) = cost 3
Soitl" la courbe paramétrée définie ag/(t) — sint (exemple peug.

On sait déja qu'il suffit d'étudié€rsur[0, 7] .

Ona:[0,z] symétrique par rapporl%‘a
x(T1—t) = —x(t) ety(rt—t) = y(t) pour toutt de[0,7] .
Le pointM (11—t) est donc obtenu a partir du pol(t) par la symétrie d'ax@y.
Donc on réduit l'intervalle d'étude{@,%] , les poirugrespondants a I'interva{l%, n] étant obtenus
des premiers par la symétrie d'@xg

De plus : [O%] est symétrique par rappo%a

x(Z -t)=sint=y(t) et y{ Z - t) = cost =x(t) pour tout de|0, % |.

Donc on réduit l'intervalle d'étude{@,%] , les porusrespondants & I'interva[l%, %] étant obtenus
des premiers par la symétrie d'gxe x.

Il n'y a plus de résultats intéressants en ce aqmerne((% - tj ety(% —t) .

Propriété

Soit¢ une fonction numérique et soit une transformation du plan.
Soitl" une courbe paramétrée définie Bdr
On suppose que  Dr=A0 ¢(Q)
Ot,00A, sit, = ¢(t;) alorsM(t,) est I'image ddi(t,) par. 7.
Alors il suffit d'étudier” surA.

Remarque

Cette propriété integre les situations précédentes.
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Exemple

t+3

H 7 s o X(t) = t+ 2
Soitl" la courbe paramétrée définie surof par 3t+1
y(t) = 2t+1

Soit¢ la fonction définie sur ]8:o[ par¢(t) = %

On a J0eo] = J0;1[ U JL;+o] avec J13eof = $(0;1]) ou JO;1[= $(J1;+eo]).

(1) =¥

On a surtou y( 1) n donM(%) () sont symétriques par rapport a la drgitex.
t) =X

2.2 Etude locale

SoitF une fonction vectorielle continiment dérivaplsqu'a l'ordre + 1 surl.

O— R
Soitl™ la courbe paramétrée définie @W(t) = F(t) (= (x(t),y(t))).
Soitt, intérieur a et soith(OR / (t, + h)0I.

— — D — —
SoitM = M(t, + h) et Mo, = M(to) c'est-a-dir®OM = F(t, +h) eDM, = F(t,) .

Ona: F(t, +h) = E(t,) + hF (t,) + F” (to) +....... + %lfm)(to) +hrg(h) avecltim gh)=0.
M- 0 - 0O- O D o ”
OrMg E/ID Moo +OM= OM Moo F(to + h) F(to)
DoncMyM = hF (t,) + —F” (Y E. + —F‘”) (to) + h"g(h).

Soitp le plus petit indice tel qué(P>(to) +0 EO(t,) est le vecteuedtieur de la tangentd aenMo.
SiF'(t,) = 0, on dit queM, est un point stationnaire ou singulier.
Soitq le plus petit indice tel qdé@&g Et'(t,) ne soient pdméaires.

Alors au voisinage dil,, le vecteuM,M se comporte comimé ®(t,) + haF@(t,)

Sip est impair, aloré® < 0 sih <0 eth® > 0 sih > 0 et sip est pair, aloré® > 0 sih< 0 eth’> 0 sih> 0.
Sig est impair, aloré®< 0 sih <0 eth?> 0 sih > 0 et siq est pair, alor&?> 0 sih< 0 eth?> 0 sih> 0.

On a donc les résultats suivants :

. Sip est impair eg est pair alordl, est un point ordinaire.

—
F®

. Sip est impair eg est impair alord/, est un point d'inflexion.

-
F(q) h>0
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F@ h>0

h<0

Exemples

3)=o3) -43)'-3
3)-0-0)-2
X'(t) = 1213 - 6t2

{ yt)=2t-1

{x%0=3a2—1a
y'(t)=2
{xwo:7z—12

y"(t)=0

_(_1 _1
MO‘( 16 4)
[T h2( 3], h3f 24 3
MOM-7 2 + 6[ 0J+hs(h)
On adonc:

. t
Etudier le comportement de la courbe param{trég

Sip est pair et] est impair alord/, est un point de rebroussement de 1ére espece.

=3t -2t3

—2—t au voisinage d% :

<

PRl NIFEN-

N
1
B
—
N
1
o

w
|
[0))
7~ N\

X
N~
N[

1
N
RO

i
X AN

I
[EEN
1
o

ool s
v(3)=2

(3)=r3)-12m2

W1 q=3
y'(3)=0

aveclim #h) = 0.

h<0
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_ X(t) =1 +tcost o
Etudier le comportement de la courbe param tr%) _ B sint au voisinage de 0.

h® | hS °
x(0+h) = 1+h—7+ﬂ+h e1(h)
3 5

y(O+h) =h- - + o+ hoes () x(0) = 1 ety(0) = 0 doncM, (1,0)

N B e (G hs | 5 e1(h)
D'ot MoM —(h— > )[ 1J+ 120[ 1J+h5[ ea(h)
Si on pos&(h) :[ ilgﬂg . on a bidim #(h) =0

] n

—
F® h>0
—

_/ Mo

h<0
Point d'inflexion
2t
. X0 =527 i .
Etudier le comportement de la courbe paramétrée (t+1)? auvoisinage du pointeo.
yO ="

Puisqudim x(t) =0 et limy(t) =1 , on &, = (0,1)

On poseh :% lorsquieest proche deco alorsh est proche de™0

On a donc toujours < 0.

x _ 2% on

—_ _ —_ — 3 3

X(t)_ t2—-1 - (l)z_l - 1-h? =2h+2h +O(h )
h

. (L41)
y(t)=(tJ{21) JEI;) =(1+h)*=1+2h+h?

h
[T .
D'oUMyM = Zh[ i J + hz[ 2 J + h2g(h) avecllim gh) =0.

—
F@

_,
%(p)
h<0

Point ordinaire

2.3 Points d’inflexion
[ .
Soitl" une courbe paramétrée définie par la donnéaMé) = F(t) = (x(t),y(t)).

10
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Si Mo = M(to) est un point d'inflexion, alors le vecteur démprémier et le vecteur dérivé secondde en
t, sont colinéaires c'est-a-dire @@f(to), F"(to)) =0
Les points d'inflexion d€ se trouvent parmi les solutionsxé@)y” (t) — x” (t)y’(t) = 0.

Attention, ceci est une condition nécessaire masssuffisante.

En effet, si on prend définie parOM(t) = F(t) = (2 enty= 0

On a bien déF'(to), F"(to)) =0 (& vrai dire c'est vrai pour toet tf
Pourtant” est la premiere diagonale et n'a donc pas de giifiiexion.

(t)

Si maintenant on considé © x§t) # 0. Ce quotient correspond a la pente de la tangelateourbe
" au pointt et il est noté(t). On peut parfois déterminpft) méme si’(t) = 0=y'(t).

La courbd™ admet un point d’'inflexion en tout poikt(t) ou la dérivée de la pente s’annule et change

de signe. o o
Onap'(t) = x(Oy gz,(_t)))(z(t)y ® (Attention, en genéral'(t) + Y 8)

2.4 Branches infinies

Soitl" une courbe paramétrée définie par la donne@l\d&) (x(1),y(1)).
On dit quel” admet une branche infinie lorsquiend verd, (to fini ou non) S|I|m HOM(t) H = +o0

c'est-a-dire si au moins une des coordonr@gsuy(t) tend vers l'infini Iorsquetend verd,.
Les différents cas sont alors les suivants :

. Si 'JIQ X(t) = xo(dR) et 'JIQ y(t) = o0 alors la droite d'équatior= X, est asymptote &.
o Xo B
. Silim x(t) =+ etlim y(t) = yo (JR) alors la droite d'équation=y, est asymptote &
O
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. Si lt'fQ X(t) = +o0 et M? y(t) = 0 alors on etudlgr{)l ORE

- t : .
Silim % = +oo alorsl” admet une branche parabolique dans la dire@ipn

t-tg

@)
/

t
Silim % =0 alorsl' admet une branche parabolique dans la dire€on

—

/ o)
y()

Si ItLrtrg X0 = a (ORrR*) et ItLrtrg y(t) —ax(t) = b (OR) alors la droite d'équation=ax+b est

-

asymptote &.

——

(@)
. t : .
. Si |tLrtT(J] % =a ([JR*) et 'Lr{)‘ y(t) —ax(t) = +oo alorsI" admet une branche parabolique de
pentea.

7 o
y(t)

Si ItLrtr(Jl X =aet siy(t) —ax(t) n'a pas de limite alors on ne peut dies.

- y(t - . .
Si % n'a pas de limite alors on ne peut rien dire.
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Exemple

1
xt)=+ -t
Etude des branches infinies de la courbe paramiétdédinie par : y(t) = tt+ 2
S t(1-1)

Nous avons des branches infinies lorsgiend vers 0, 1 oOtico.

. lim x(t) = -0 etlim y(t) = 0.
lim x(t) = +o0 et]im y(t) = 0.
Donc la droite d'équation= 0 (c'est a dire I'axe des abscisses) est asyngiote

. I!gl] X(t) =0et ltif[‘ y(t) = to.
Donc la droite d'équatioxn= 0 (c'est a dire I'axe des ordonnées) est asympiate

. I!En X(t) = o0 etli[g y(t) = +c0.
yi) _ t+2 t o t+2 -y
X(t)‘t(l—t)xl—tz‘(1—t)(1—t2)'2DZ?1C|!m X(t) _)2' (3+2t-2t2) _ (3+2t-21?)
_ t+2 _, 1-t2 _t1+2-2(1-t-t?+t3) _ t(B+2t-2t?) (3+2t-2t°
YO-20=1p 2%t 7 (1= O R )

Droulim y(t) — 2x(t) = 3.
Alors la droite d'équatiop=2x+ 3 est asymptote la.

2.5 Points doubles et points multiples

Il arrive que pour deux (ou plus) valeurs distirdi$ les points obtenus d'une courbe paramétrée soient
les mémes.

O

[
Soitl" une courbe paramétrée définie par la donnéaMé) = (x(t),y(t)).
X(t1) = x(t2)
Pour déterminer I'existence et la valeur de cestponultiples, on résout le systemey(ti) = y(t»)

.+t
En pratique, on prend plutatetb our ets a la place dg ett..
Exemple
__2t-1
: s g X(t)_tz_t_z
On cherche les points doublesldi& courbe paramétrée définie &uY{-1;2} par ) t+1
T t2+2

2a-1 _ 2b-1
. ) az-a-2 b2-b-2
On doit résoudre : a+l _ b+1
az+2 b2+2
2ab’? - 2ab-4a-b?+b+2=2ba?-2ab-4b-a?+a+2
ab’+2a+b*+2=ba’?+2b+a?+2
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2ab? - 2ba?-5a+5b-b?+a2=0
ab’-ba?+2a-2b+b?2-a?=0
2ablb-a)+5(b-a)-(b+a)(b—a)=0
ablb-a)-2(b-a)+(b-a)b+a)=0
2ab+5-(b+a)=0
ab-2+(b+a)=0
En posanB=a+betP=ab
_ {2P+5—S:O

=4

P_2+S=0 d'ouP=-1etS=3.

Donca etb sont solutions d¥? — SX+ P =0 c'est-a-dire> —=3X-1=0

A=13 X, = 3+2/E etX, = 3—2Jﬁ .

D'ol {a,b} = {Xy,X2}.
2.6 Plan d'étude

[ o
Soitl" une courbe paramétrée définie par la donnd@Mé) = (x(t),y(t)) = F(t).

. Ensemble de définition deety.

. Périodicité, parité et autres symeétries possibles.
. Détermination diF’ (t) .

. Signe dex' et dey'.

. Tableau de variations.

. Branches infinies.

. Etude du comportement aux points stationnaires
. Quelques points, courbe.

. Points doubles.

3. Courbes en coordonnées polaires

3.1 Coordonnées polaires d'un point dans le plan

On considere”’ le plan euclidien muni d'un repére

orthonormalO,7,7) .
SoitM un point de” different deO.
M

On peut connaitre la position Meavec la donnée d'une
mesured de I'angle dﬂroit@x (OM)) etladonnée de
p la valeur algébriqu&M

T 0

o = Le couple ,0) forme des coordonnées polairesuile
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Remarques

. Un angle de droite est définirgpres.

. Il n'y a pas unicité des coordonnées polaipe®) d'un pointM. Car il en est de méme pour tous
les couplesg,d + 2km) et (-p,0 + 11+ 2km) oukZ
C'est-a-dire, plus simplement;-1)“p,6 + km) oukIZ.

. O est repéré pgr = 0 etd quelconque.
. Ne pas confondre avec I'image d'un nombre com@exge® olip est positif.
. Le passage des coordonnées polaires aux coordoraréesiennes se fait grace aux formules:

X(t) = p(t) cost
y(t) = p(t) sint

3.2 Courbes planes en coordonnées polaires

Nous allons nous intéresser a la construction desoes planes dont les coordonnées polaires detspoi
sont liées par une relation du type f(0) ouf est une fonction numeérique réelkk & R) dérivable
autant de fois que nécessaire.

Remarque

On pourrait revenir aux courbes paramétrée classigtace aux formulex = p cosd ety = psin®.

3.2.1 Courbes particulieres

. Droite passant p&

Equation: 0 =0, + kmoukZ.

. Droite ne passant pas @ar

ax+by+c=0avexc#0 d'ou%x+%y:—1.

Or X=pcosh ety =psind donc %pcos@+%psin9=—1.

On posex = —% etp =—%
PR, _ 1
Equation * P =" cos0 +sinf
. Cercle de centr® et de rayom

Equation: p=-aoup=a

. Cercle passant p&r
(x—a)?+ (y—h)>=r? aveca’® + b?>=r? carO est un point du cercle.
Doncx? — 2ax+y? — 2by=0 or X=pcosO ety =psind

donc pcosB)? - 2apcosh + (psinB)? — 2bpsinO =0
p?—2p(acosd + bsinB) =0
p(p —2(acosB + bsinB)) =0

# Sip =0, on obtient le cercle réduit au pott
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# Sip—-2(acosB + bsinB) =0, on pos& =2aetf3 = 2b.
Equation: p=acosO+[sinB
(Cette équation integre le cas= 0).

3.2.2 Domaine d'étude

Soitl" la courbe plane d'équation polaire f(0) ouf est une fonction numérique réelke ¢ R).
L'ensemble de définitioDr del” est celui dé. Comme pour les courbes paramétrées, on détermine
d'abord un domaine de représentation propre c'dseaine parti®; deDr telle quel soit décrite
entierement une fois et une seule lorsouarie sub;.

Périodicité

On suppose que : Dr est stable par la translation Qe
f(8 + T) =1(8) c'est a dirgp(6 + T) = p(8) pour toutd deDr.

. SiT=2kmoukOZ*, alorsM(8 + T) = M(8) et on peut réduire l'intervalle d'étude au ma@ins
I'intersection ddr et d'un intervalle de longuelir

. SiT=(2k+ LmoukdzZ*, alorsM(6 + T) = M(B) sontsymétriques par rapport@ On a une
représentation propre sur un intervalle de long@&uMais on peut réduire l'intervalle d'étude au
moins a l'intersection der et d'un intervalle de longuellira cause de la symétrie.

. SiT=2n/koukdZ*, alors on peut réduire l'intervalle d'étude aumsa l'intersection dBr et
d'un intervalle de longuedret on détermine le point correspondaBtaT a partir de celui
correspondant @& par une rotation d’angl€&.

Autre cas:  Sip(0 + 1) = —p(B) alors on peut réduire l'intervalle d'étude aumad@ l'intersection de
Dr et d'un intervalle de longuetr car les points de coordonnép®j et (—p,0 + 1) sont
les mémes.

Parité

On suppose que I'on a réduit I'ensemble d'étudae d'ourbel” aD;.

On peut réduire encore le domaine d'étudgpessede des propriétés particuliéres :

Sif est paire, alorE est symétrique par rapport a I'axe des abscissespeut réduire B; n R™.

Sif est impaire, alorE est symétrique par rapport a I'axe des ordong@esiéme, on peut réduire I'étude
é.Dl n ]R+.

Autres cas

. Si D, est symétrique par rapporl%l et(a-0) = 1(8), alors les
pointsM(1-6) etM(B8) sont symétriques par rapport a I'axeg
On peut réduire B, ﬂ]—oo; %[ ou aD, m]ﬂ; +oo[.
. De facon plus générale, si la courbe paramétrégmet une
représentation propre sur un intervalesymétrique par rapport Mo
a% et si16,,06,00D; / 6, + 6, =q, on af(8,) =f(6,) ,alors il
suffit d'étudierd” surD; ﬂ]—oo; %[ ou aD; m]%; +oo[ la deuxiéme
partie de la courbe s'obtenant par la symétrieedaxiroite d'axe
polaire% .

En particulier, sD; = [0,a], on peut réduire an%] ou[%,a] a/2
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3.2.3 Etude locale au voisinage d'un point

Propriété

SoitM(B) un point d'une courble définie par 0,p(0)). '\v
Le vecteurd (co8,sinB) dans(O,7,7) orthonormal est un vecteur unit:
% = (~sin)7 + (cosB)f = (cos(8 + Z))i + (sin(8 + %)) =

(M(@)DU, V) est un repére orthonormal du plan dit repére doileo

—3

cl

On aog/l = pd ou, plus précisémeﬁﬁ/l(@) = p(0)u(o)

doM _ o

D'ou—=—x,— =p'(Q)U(o) + p(O)V(O) = p'G+pV.

do
Remarques
-
. Sip(B) # 0, c'est-a-dire W(B) z O, alors dgeM z 0.
-
Le vecteurdgelvI est le vecteur directeur de la tangenh enl".
Le pointM est soit un point ordinaire soit un point d'infax
Sip'(8) # 0, la pente de la tangente dans le refd(é), U, v) pp/ 4
(SN
- Sip(6)=0etp'(6) %0, on a‘?—g'\" =)
La tangente eM(B) = O fait UE angled avec l'axeOx.
. Sip(B)=0etp'(6) =0, On adfj)—HM 0 eM(B) = O est un point stationnaire.

On trouve de méme que la tangentdvKB) = O fait un angled avec I'axeDx.

3.2.4 Etude de la concavité

dgﬁ“" = p'(O)A(0) + p(O)¥(0)

dfj?z“" = 9" (O)U(0) + p'(O)O) + p' (OWO) - p(O)U(0) = (0" (6) - p(6))U + 20/ (E)

de(dOM dZOMJ _

p/ pu_p
p 2

do ' do? ="+ 2(') -~ pp”

(((((Sip*+ 2(p")? — pp" > 0, alors la concavité est tournée vers le pd).)))
(((((Sip*+ 2(p")? — pp" < 0, alors la concavité est opposée au pdle.))))))

Sip?+2(p)? - pp" =0 et s'il y a changement de signe alors le pdiest un point d'inflexion.

3.2.5 Branches infinies

Soitl" la courbe en coordonnées polaires définie a(§)) dans une repef®©,7,7)

. Sip(B) - +o quandd — oo, alorsl” est une spirale qui s'éloigne @d¢out en tournant.
. Sip(B) - 0 quand® - *co, alorsl” est une spirale qui converge verslit point asymptote.
. Sip(0) - a(eR) quandd - *oo, alorsl” est une spirale qui s'enroule autour du cercleedére

O et de rayorg|.
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. Sip(B) - oo quandd - 6,

. Sipsin® -6y) - d (fini) lorsqued - 6, alors la droite passant par le pdihtle
coordonnées polaire8y(+ %,d) et d'angle polair, est asymptote.

=

\eo

La position de la courbe par rapport a la tangdépend du signe gesin® - 6,) — d.
Sipsin® - 6,) — d* alors la courbe est au dessus de la tangentéveaent au repére local).
Sipsin® - 6,) — d™ alors la courbe est au dessous de la tangenati(ezhent au repere local).

. Sipsin®-6y) - o lorsqued - B, la courbe admet une branche parabolique dans la
direction de la droite d'angés.
. Sipsin@® -6y n'a aucune limite lorsque - 6o, une étude spécifique est nécessaire.
Exemple
1

Soitl" la courbe paramétrée en coordonnées polairesel@tnp = T—2sing’
Un étude préalable montre que I'on peut étudieolabe su{—ﬂ, %] NDr .

On aLir;l p = oo,
~%

N

On pose =6 — %
Onaf=t+ % et proche de% = tproche de 0.

1 . sint
X Ssint = ;
—9qj 4 1- .3 sint —cost
1 28If‘(t+ 6)

On a

sint~ten 0.
1- /3 sint—cost~-.,/3ten 0 (en utilisant un développement limité).
D'odilim sint =L

=0 1- /3 sint-cost 3

La droite passant par le poidtde coordonnées polaire%i -

1 , .
S et d'angle polgirest asymptote.
5 ) gle potg ymp
3.2.6 Points doubles
. Le pdle est un point multiple p(0) s'annule pour plusieurs valeurs@ie
. Un point autre que le pdle d'angle poldsest un point multiple d'une courbe définie parf(0)

si (8o + 2km) = f(6,) ou sif(B, + (2k+1)) = —f(6o) pour un certain entie:
Situation que I'on peut résumer [ + k) = (—1) f(6,).
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