Courbes planes

Dans tout ce chapitrégest un intervalle dB ouR tout entier.

1. Généralités

Sil'on étudie le mouvement d'un point dans l'espace au court gg,t@rohgue ingantt, celui occupe
une posion P(t). Les coodonrées de ce point, dans upeee O;77,K) de l'espae, dépendent de l'instant
t et sont donc de la forr{f(t),g(t),h(t)) ouf,g eth sont des fonctions d® (ou d'une partie dR) dansR.
La fonction qui, &, associgf(t),g(t),h(t)) est une fonction dB dansR?>.

Nous allms nous intéresser, dans le cadre de cours, aux foncti®thsgalesR?. Toutefois certaines
définitions peuvent & simplement généralisée®Raou mémeR" olineN, n > 4.

Remarque

On notera indifféremment les vecteursRiesous forme de vecteurgiies ou de vecteurs colonnes.
Définition

On appelle fonton vectaielle dune varialbe réelle tote fonctiondel dans un esga vectoriel réelE.

Remarques

. Puisque I'on peut identifi@@ aR?, les fonctionsle varidblesréelles a valeurs complexes peuvent
étre considérées comme des fonctions vectorielles.

. Une fonction vedirielle est généralement notéet, par abus parfoi(t).

. Pour les fonctions vectorielles qui nous intérasstest-a-dire celles de dansR?, on aF = (f,g)

ouf etg sont des fonctions d@ (ou d'une partie dB) dansR. L'étude de la fonction vectorielle
F revient a I'étude de ces deux fonctibesg.

. Toujours par abus de notation, on peut rencontrer &ioo(f(t),g(t)) pour une fonction
vectorielle a valeurs daris’.

Définitions

SoitF = (f,g) une fonction vectorielledfinie surl et & valeurslansR?.
. On dit queF admetunelimite finie [(eR?) quard t tend vers, (adhérent &) et on note
'LE‘Q F(t) =T's et ®ulemensil = (I,1,) avecltim flt) =1, et LLE‘Q alt) =1..

. On dit queF est continue etel s et seulemensi lim F(t) = F(to).

. On dit queF est continue sursi et seulemensi elle est continue en tout point de
Remarques

. La limite, si elle existeest unique.

. F = (f,g) est continue ef si et seulement $ietg sont continues ef.

. F = (f,g) est continue sursi et seulement $ietg sont continues sur
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Définition

Soit F une fonction vectorielle dedansR2
F(t) - F(to)
t—1to

Ondit queF est dérivable et si et seulement si kanction vectorielld — admet une

limite finie quard t tend vers,.
Lorsque cette limite existe, on la nétét,). Elle est appelée vecteur dérivéRient,.
On dit queF est dérivable sursi et seulement §i est dérivable en tout point tle

Propriété

SoitF = (f,g) unefonction vectorielle dd dansR?
F est dérivable etyl si et seulement $ietg sont dérivables efg. Dans ce cas, onfa(to) = (f'(to),g'(to)).

Remarques
. F = (f,g) est dérivable sur < f etg sont dérivables sur
. Si F est dérivable sur, I'application qui, & tout[l, associe= (t,) est appelée fonction dérivée de
F et est noté€’ ou%—'t:
. On définit de proche en proche les dérivées successivés de
1 — [} /_ g d_lf — dZIf
Par exempleF” = (F') = dt( o J =g
. Si on munit le plan euclidien d'un repé€i(j), pour une fonction vectorielle = (f,g) del dans

R?, pour une valeur dedel, on peut considérer le poikt tel que le vecteudM ait pour
coordonnéeg(t),g(t)) dans ;).

Par abus de langage, on nGM(t) = (f(t),g(t)).

. En cinématige, le veceur dérivé pemier deOM(t), correspond au wteur vitesse et le vesur
dérivé secondorrespond au vecteur accélération

Exemple

1l =t3-

Un mobileM se déplace sur une trajectc[] X(1 _tt 3int
. oyt =e-1
C'est-?a-dird)K/l(t) a pour coordonnédg(t),y(t)) dans un repéereXi,)).

Le vecteur vitesse a un inst&mést\?’(Bt% - % etoj dans la bas§y)).

pout> 0.

Le vecteur accélération & un instawestl| 6t, + t% etOJ dans la bas€y)).
0

Propriété

Soient F etG deux fonctions vectorielles delansR? ouR® dérivables sut.
SoientA un réel eth une fontion numéique définie et dévable surl.
Alors,onasut: a. (AF)' = \F"

b (F+G) =F +G

c (F.G)=F.G+FG

d (FOG) = FOG + FOG
e (OF) = ¢'F + ¢F
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Exemple

SoientF(t) = (t2-5t+1,1-t) et G(t) = (t+3;2t2—-t-1).
On veut catuler %(Ifé)

1éreméthode : F(t)=(2t-5,-1) etG'(t) = (1,4t - 1)
F'(1).G(t) + E(t).G'(t) = 242 -5t +6t — 15— 2t>+t + 1+ t>— 5t + 1 + 4t — 4t — 1 +1.
=-3t2+2t-14
2émeméthode : F().G(t) =t3-5t2+t+3t2-15t+3+ 22—t — 1 - 23+ 2 +1.
=-t3+t?-14t+4

(F(1).G(1) = -3t2+ 2t —14.
Propriété (Développement dEaylor)

Soit pN* et soitF une fonction vectorielle continiment dérivable jusqu'a I'gpdrd. surl.
Soiert to intérieur a ethOR / (to + h)OI

2
Ona: Flto +h) = Flto) + P (to) + D07 (t0) + ...+ %ﬁ(wao) +hez(h).

aveclim &h) = 0.
h-0
Exemple

SoitF(t) = (t2 + 5t; Int).
On veut déterminer le développemenfTdglor deF en 1 & l'ordre 2.

1éreméthode : F(t)=(t2+5t;Int) et  F(1)=(6,0)
Fo=(2t+51) e FO=71)
Fo=2-3) e FO=-1)
D'ouF(1+h) = F(1) +hF' (1) + g—,zlf' (1) +h%e(h)  aveclim &h) = 0=(0;0)

F(1+h) :[ g J +h{ I J +h72{ _21 J +h2zg(h) aveclim &h) =0=(0;0)

B 6+7h+h? B

F(1+h) = h_%z +h?g(h) aveclim g(h) =0=(0;0)
2émeméthode : X(t) =t?+ 5t

X(1+h) = (1+h)?+5Q+h)=h*+2h+1+5+5h=6+7h+h?

y(t) = Int

ya+h =in@+h)=h-L +o) =h- L +ie,(n)  aveclim exh) = 0.

On obtient le résultat en posatfit) = 0 :
e2(h)
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2. Courbesparamétrées
Définition

On appelle courbeo(1 arg parangétréeplane(en coordonées cartésienngta donnée d'un coupl@f, I)
ouF = (x,y) est une fonction vectorielle dedansR? etl c D.

Soit (O,7,7) un repérdorthonormal du plan. On appelle suppai¢ la courbe (ou déarc) I'enserble des
pointsdont les coordonnéesrresponent aF(1) c'est-a-dire 'ensemblges pints M tels que OK/I(t)
(vecteur du plan) ait pour coordonnd&s =(x(t),y(t)) (vecteur dé&R?) dansT,7) quandt varie sut.

Remarques

. On parlera plutét de courbelst D: (qui peut étre a déterminer).

. Par abus, on note parfd@M(t) = F(t).

. Soit F définie surR parF(t) = (cost,sint) et it G définie suR parG(t) = (cost?sin t?).

Les arcsKE,R), (F,[0;2r) et (G,[0;2r]) ne sont pas les mémes mais ont méme support qui est le
cercle trigonométrique.

. Une grandalifférence avec les courbes représentatilesiques esla possillité d'avoir pour
une nénme valeur de plusieus valeurs dg possibleglans une courbgarangtrée

7
o

. La courbe” représentative d'une fonctigmde R dansR définie sur un irgrvalle | peut étre
"y L Ox) =t . : . Ox(t) = w(t) .
aranetréeparle systéme[] outlll. Mais aussi par] ouy est une
P Sl s VORT() PaBy® = @owyn Y
bijection dun intervale J dansl ett[1J.  est le support d&G, 1) ot G(t) = (t,g(t)).
Exemples
. Les courbepammétiées(t,t?) olteR, (1) teR et (tart, tarft) oUte]—%; %[ ont méme support
qui est la courbe représentative de la fonctioR - R.
X — X
Toutefois ces courbgmramétréesont bia différentes.
. Soitf: R » R et soitC sa courbe représentative.
X+— Inx
- Ox(t) =t . O x(t) =t2 .
On peutparametré€ par outlJR} ou par outlJRz.
peup Partlyt) = Int PA y¢) = In(t?)

On peut remarquer queans ce dernier casi,on avait pris00R" la courben’aurait pas été la
méme bien qu’ell@uraiteu le méme support
On peut aussi dire que le graphique est le méme mais la fagon dont on le parcourt est différent
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Remarque

On pourra parfois se ramener a une courbe représentative classique a partir d'uracaondtece.
Mais ce type de courbe n'offre pas énormérdémterés dans ce cours.

Par exemple,at I la courbeparanétréedéfinie pa E X =t+1

On at = {x—1 et donde support dé€ est la cotbe repesentative de la fonctidrdéfinie surR par
f() = (x-1)>+5¥x—1 +3.

outOR.

Propriété

Soit (F,1) un arcparamétréoul F est une fonction vectorielle sur
Soit$ une bijection continue desurJ et soitG = F 0 ¢ c'est-a-direE = G 0 ¢.
On dit que I'arqparamétréG,J) est urreparamétragde ).

2.1 Domaine de définition et domaine utile d'étude
Définitions

L'ensemble de défition de la courb@aramétréel” définie par la donnée du couple de fonctiBrs(x,y)
est l'intersection demnsemblesle définition des fonctionsety.

On dit que la courbe est simple si et seulemeftesit une injection.

On dit guunecourbesimpleestun chemin sson ensemble de défirot est intervalle fermigornédeR.

Propriété

SoientT; et T, deux réels et soft le plus petit multiple communT et T, s'il existe C'est-a-dire s'il
existek,kZ tels queT = kT, =KT>.

Soitl" une courb@aranétréedéfiniesurDr pa la donnée déD)M(t) = (x(t),y(1)).

On suppose de plus g est stable par une translationide

Si x est périodique de plus petite périddestsiy est périodiquele plus petite périod®, alors il suffit
d'étudied” surl'intersection d®r avec touintervalle de logueurT carM(t + T) = M(t).

Exemple

H x(t) = tan%

Soitl" la courbeparangétréedéfinie pa [ ot -
gy =sing

I faut £ » Z + ke olIkOZ. Cest-adire Dr = R\ { SE5EKT krizy,

x est périodique de périodet8ar tan est périodique de périade

y est périodique de périodeBarsin est périodique de périoder2

Donc il suffit d'étudief” surl'intersection d®r avecun intervalle de logueur 15t

On pourra, par exemple, pdre : (ce n'est pas le plus simpigroduirela notion de symétrie)

o0 B0 e85 e [ s

Propriété

O
SoitI" une courb@arangtréedéfinie pa la donnée dOM(t) = (x(t),y(t))
Soientt, ett, deux élénentsdifférentsde Dr.
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Cas1: Six(t) = x(t1) ety(tz) = y(t1) alors les pointd/(t;) etM(t,) sont identiques.

Cas 2 : Six(ty) = x(t1) ety(tz) = —y(t1) alorsM(t;) est obtenu a partir dd(t;) parla symétrie d'ax©x.

Cas 3: Six(t)) = —x(t1) ety(tz) = y(t1) alorsM(t,) est obtenu a partir dd(t;) parla symétrie d'ax®©y.

Cas4 : Six(t)) = —x(t) ety(tz) = —y(t1) alorsM(t;) est obtenu a partir dé(t,) parla symétrie par
rapport 20.

Cas5: Six(ty) = y(tr) ety(tz) = x(t1) alorsM(t,) est obtenu a partir dé(t,) parla symétrie par rapport a
la droited'équatiory = x.

Cas6 : Six(tz) = —y(ty) ety(tz) = -x(t1) alorsM(tz) est obtenu a partir dé(t.) parla symeétrie par
rapport ad droite d'équatiog = —x.

Conséquence 1

Soitl" une courbgaranétréedéfinie pala donnée déDDK/I(t) = (X(t),y(1)).
On suppose quer est un ensemble symiée par rapport a l'origine.
Si x est paire ou impaire etgiest paie ou impaire,
ou si, OtODr, x(—t) = y(t) ety(-t) = x(t)
ou si, OtODr, x(-t) = —y(t) ety(-t) = =x(t),
alors nous sommes dans I'un des 6 cas précédents, IMpetinest obtenu a partir dd(t) par I'une des
symétries énumérées et on peut réduire l'intervalle d'étud@®e n R* (ouDr n R™ suivant l'intérét
La deuxieme partie de la courbstobtenue par la transformation du plan correspondant au cas.

Exemple
. e U x(t) = cost
Soitl" la courbeparangétréedéfinie pa E y(t) =sint °
On aDr =R.
x est périodique de périodet 2ty est périodique de périoder2
Donc il suffit d'étudief” sur un intervalle de lgueur 2t

De plus x est paire ey est impaire €st-a-direx(-t) = x(t) ety(-t) = —y(t) pour tout réet.

Dong, on réduit l'intervalle dtude 3[0, z], les points correspondants a l'intervéde, 0] étant obtenus
des premiers par la symétrie d'@ve

Définition

Ondit quun enserble E deR est symétrique par rapporti@R si et seulement si on a l'implication :
xUE O (20 —x)UE.

Exemples
. SoitROR . L'intervalle[0,R] est symetrique par rapporl%
En effetxdJO0,R] 0 0<x<R
0 -R<—x<0
0 -R+R<—xXx+R<0+R
0 O0<R-x<R
O (R-x)O[0,R]
. SoitRORj. L'ensenble[o; %[ U ]37[? R] est symétrique par rappor%%l
. R est symétrige par rapport a 3.

. [-1;0]00[2;3] est symétrige par rapport a 1.
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Conséquence 2

Soitl" une courb@aranétréedéfiniepar la donnée déDDK/I(t) = (X(t),y(1)).

Si Dr est gmétrique par rapport% OUROR et 8, [ty 0Dy Vérifiant t; +t, = R, nous sommedans un
des 6 cas précédents al@pointM(t;) = M(R - t;) est obtenu a partir du poili(t,) par I'une des
symétries énuméreées et on peut réduire l'intervalle d'étudeéde n ]—oo; %] (ou abr n [g +oo[
suivant l'intérét

La deuxieme partie de la courbe est obtenue par la transformation du plan correspondant au cas.

Remarques
. SiDr =[0,R], il suffira d'étudier su[o, %] ou sur[%, R].
. La conséquence 2 est une généralisation de la conséquence 1. En effet , la conséquence 1
correspnd au caRk = 0.
Exemple
. s ig U x(t) = cost L2
Soitl" la courbeparangétreedéfinie pa [ . (exemple précedent)
0 Y(t) =sint

On sait déja qu'il suffit d'étudigr sur[0, ].

On a: [0, ] symédrique par rapport %
X(Tt—t) = =x(t) ety(mt—t) = y(t) pour toutt de[0, ].
Le pointM (11—t) est donc obtenu a partir du polift) par la symétrie d'ax@y.
Donc on réduit l'intervalle &ude a[o, %] les points correspondants a I'interv%l%. n] étant obtenus
des premiers par la symétrie d'@xe

Deplus : [O, %] est ymétrique par rapport é}
x(% - t) =sint = y(t) et y(% - t) = cost = x(t) pour toutt de[o, %]

Donc on réduit l'intervalle éude é[o, %] les points correspondants a I'interv%lﬁz. %] étant obtenus
des premiers par la symétrie d'axex.

Il n'y a plus de résultats intéressaah ce qui concerné% —t) et y(% —t).

Propriété

Soit$ une fonction numérique ebis. # une trasformation du pla.
Soit" une courbgarangétréedéfinie suDr.
On suppose que Dr=A0 ¢
Ot 0A, sit; = ¢(ty) alors M(t,) est I'imagede M(ty) par. 7.
Alors il suffit détudierl” surA.

Remarque

Cette propriété integre les situations précédentes.
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Exemple

t+
. e Hx0) =135
Soitl" la courbeparangtréedéfinie surfO;+oo[ pa [ %+1
E )= 2t+1

Soit¢ la fonction définie sur ]8:o[ pard(t) =
On a J0#oo] —]o 1[0 L +o] avec]L+es] = 6(10AT) ou J0AL = (1 +es]).

Ax(1) =y

On a sirtou [ y( ) n doncM(%) etM(t) sont gmétriques par rapport a droitey = x.
X

2.2 Etudelocale

SoitF une fonction vectorielle contin%rgent dérivable jusqu'a I'ondrel surl.
SoitT™ la courbeparanétréedéfinie parOM(t) = F(t) (= (x(t),y(1)).

Soitt, intérieur a etsoithOR / (to + h)I.

SoitM = M(to + h) etMo = M(to) clest-a-dirOM = E(to +h) et(D)wTo = Flto).

Ona: F(t, +h) = F(to) + hF (t,) + —F” (to) +....... + mIf('”(to) + hrg(h) aveclr!pg 2(n) = 0.

Mo 0o O- 0-20
Or MM = Moo +OM = OM Moo F(to + h) F(to)

N
DoncMoM = hE’ (to)+ “E (to) + o +h—F(“>(to)+h“?:(h)

SO|tp le plus petit indice tel qué(p’(to) +0. FO(t,) est Ie vecteur directeur de la tangenfean M.
SiF'(to) =0, on dit gueM, est un point stationnaiku singulier
Soitq le plus petit indice tel qué(q’ﬁjg etF®(t,) nesoientpascolinéaires.

Alors au voisinage dé/,, le vecteuM,M se comporte comm@F®(t,) + haF@(t,).

Sip est impair, aloré® <0 sih< 0 eth?> 0 sih > 0 et sip est pair, alors® >0 sih< 0 eth°> 0 sih > 0.
Siq est impair, aloré? < 0 sih< 0 eth®> 0 sih > 0 et sig est pair, alor&?> 0 sih< 0 eth*> 0 sih > 0.

On a donc les résultats suivants :

. Sip est impair eg est pair alor$/, est un point ordinaire.

.ﬁ
F®
. Sip est impair eg est impair alord/, est un point d'inflexion
—
F(Q) h>0
h<0 —
F®
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. Si p est pair et] est impair alord/, est un point de rebroussementléecespece.

. Si p est pair et] est pair alord/, est un point de rebroussementa@eneespece.
=)
E®
Exemples
a. Etudier le comportement de la couﬂmanétréeé §E3 zfzt“_—t 23 au voisinage d%.

D) -] - -
Wh)-4)-(3)-2

() = 121° - 61 1x(3)=12(3) -4(3) =0
oz 2 ()-ad)ao
IP— e
oy'm=2 Hy”(%]=2 p=
Ox"(t)=72t-12 9x"(3)=72(%)-12=24 )
3y"(H=0 EY(%) 0 q=3
e )
IF/I]OK/I = %2 3 + %3[ 2(;1 J +h3z(h) aveclim &(h) = 0.
Onadonc:

h<0

E®

Point de rebroussement tlereespgece
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_ Hx(t) =1 +tcost
b. Etudier le comportement de la cougmramétrée]

3 y(t) = _% +sint au voisinage de 0.

h® . h°
X(0+h) =1+h--5 + 5+ +h%;(h)

> * g
y+h) =h- 15+ JLs o b () x(0) = 1 ety(0) = 0 doncMo(1,0)
Co s Y 1], hs[5 e1(h)
) B
e1(h)

Si on posé(h) = , on a bierlim &h) = 0.

e2(h)

|?(>p) h>0
—/MO

h<0

Point d'inflexion

__ 2t
. 0= . _
C. Etudier le comportement de la cougsranétrée[] ({+1)? auvoisinage dugnt —co.
HY(t) -T2

Puisqudimx(t) =0 et limy(t) = 1, on aMo = (0,1)
Onposeh= % lorsquet est proche dew alorsh est proche de™0
On a donc toujourk < 0.

2t ZX% 2h
==yt = e A
h

e (E+1)
y(t) = 2 - 2 -
C®

J + h{ 2 } +h2g(h) aveclim 2(h) = 0.

(1+h)’=1+2h+h?

1

NI
D'ouMoM = 2h[ 1

—
F@

—
%(p)
h<0

Point ordinaire

2.3 Points d’inflexion
- R
Soitl" une courbgaranétréedéfinie pa la donnée dOM(t) = F(t) = (X(t),y(t)).
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Si Mo = M(to) est un point d'inflexion, alors le vear déivé premier et le vecteur déé second dé en
to sont colinéakes dest-a-dire def F'(to), F(to)) = O.
Les points d’'inflexion dé se trouvent parmi les solutionsxi@)y” (t) — x” (t)y' (t) = 0.

Attention, ceci est une conditionmrmaire mais pas suffigan

En effet, si on prend définie pa OM(t) = F(t) = (2t) ento=0

On a bierde{ F'(to), F"(to)) =0 (& vrai dire c'est vrai pour tout répl
Pourtant” est la premiere diagonale et n'a donc pas de poinedior.

(©)

Si maintenant on conside Q six'(t) # 0. Ce quotientorrespond a la pente l#etargente a lacourbe
I" au pointt etil est noté(t). On peut parfois déterming(t) mémesix’(t) = 0=y (t).

La courbd™ admet un point d’'inflexion en tout poikt(t) ou la dérivée de la pente s’annule et change

de signe. o o
Ona p'(t) = Xty Et)z,(_t)))(z(t)y ® (Attention, en générap'(t) # 5 8)

2.4 Branchesinfinies

Soitl" une courbgaranétréedéfinie pa la donnée d@M(t) (x(t),y(1)).
On dit quel” admet une brahe infinie lasquet tend verd, (to fini ou non) S|I|m HOM(t) H =+o0

c'est-a-dire si au moins une des coordonr@®suy(t) tend vers l'infini Iorsqubtend verso.
Les différents as sont als les suivats :

. Si ItLrtp X(t) = Xo(OR) et LLQ? y(t) = +o0 alors la droite d'équiatn x = X, est asymptote &.
O %o
. Si ItLrtp X(t) = +o0 et LLQ? y(t) = yo(OR) alors la droite d'équiain y =y, est asymptote &.
Yo
O
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y(t)

. Si I|m X(t) = +o0 €t I|m y(t) = +o0 alors on etudldam X0
. Si |tIrJ)1 3):8 =+o0 alorsl" admet une branche parabolique dans la dire@jon

O
/
. Si I|m i&tg =0 alorsI' admet une branche parabolique dans la dire€ion
/ 0
y©

. Si I|m X0 - =a (OR*) etItLp(? y(t) —ax(t) = b (OR) alors la droite d'équian y=ax+b est

asymptote &.

O
. Si I|m 3):8 a (OR*) etltim y(t) — ax(t) = o0 alorsl" admet une branche parabolique de
pentea

7o
y(®)

Si Iim X0 = =aet siy(t) —ax(t) n'a pas de limite alors on ne peut rien dire.

y()

x(0) n'a pas de limite alors on ne peut rien dire.

Si==
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Exemple

1
X0 =%t
Etude des branches infinies de la coyramnetréel” définie par ;[ H

Ey()_ '[(1 '[)

Nous avons des branches infinies lorsgignd vers, 1ou +oo.

. lim x(t) = —oo etlim y(t) = 0.
lim x(t) = +oo etlim y(t) = 0.
Donc la droite d'équiiny = O (c'est a dire I'axe debstissesest asymptote &

. ILrp x(t)=0 etltim y(t) = +oo.
Donc la droite d'équiatn x = 0 (c'est a dire I'axe des ordonnées) est asympfate a

. I|m X(t) = o0 etllm y(t) = too.
yt) t+2 t t+2 y(t)
X0 T Wi-n 11—t - a-na-r) Poncin xp =2
(t) - 2x(1) = t+2 —2><1 2 _t+2-2(1-t-t*+1t3) _ t(3+2t-2t%) _ (3+2t—2t?)
y t(1-1) t t(1-1) t(1-1) 1-1

Doulim y(t) - 2x(t) = 3.
Alors la droite d'équain y=2x+ 3 est asymptote &

2.5 Points doubles et points multiples

Il arrive que pour deux (ou plus) valeurs distindet les points obtenus d'une cougiameétrésoient
les mémes.

O

Soitl" une courbgaranétréedéfinie pala donnée déD)KA(t) = (X(t),y(1)).
H X(t1) = x(t2)
Pour déterminer I'existence et la valeur de ces points multiples, on résout le systéme y(t.) .
tp =1,
En pratique, on prend plutatetb our ets a la place dé ett,.

Exemple

1
K0 =5

On cherche les points doublesldia courbeparangétréedéfinie sulR\{-1;2} pa 0O t+1
E y( ) 12+2
2a-1 _ _2b-1

On doit résoudre : [ a? _2:12 : t%2+—1b—2

E az+2 b2+2
EZabz—Zab—4a—b2+b+2:2ba2—2ab—4b—a2+a+2
0 ab*+2a+b?*+2=ba*+2b+a?+2
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EZabz—Zba2—5a+5b—b2+a2:0

0 ab’-ba’+2a-2b+b*-a*>=0
EZab(b—a)+5(b—a)—(b+a)(b—a):0
0 ab(b-a)-2(b-a)+(b-a)b+a)=0
EZab+5—(b+a):0
0ab-2+(b+a)=0
EnpoaantS=a+betP=ab

<~

02P+5-S=0 o _
- EP—2+S:O d'ouP =-1etS=3.
Donca etb sont solutions dX? — SX+ P =0 c'esta-direX?-3X-1=0
A:l3,X1:% etXZZ%_

D'ou{a,b} ={X,Xz}.
2.6 Plan d'étude

(N R
Soitl" une courb@arangtréedéfinie pa la donnée dOM(t) = (x(t),y(t)) = F(t).

. Ensemble de définition deety.

. Périodicité, parité et autres symétries possibles.
. Détermination d’ (t).

. Signe de<' et dey'.

. Tableau de variations.

. Branches infinies.

. Etude du compoement ax points stationnaires

. Quelques points» courbe.

. Points doubles.

3. Courbes en coordonnées polaires

3.1 Coordonnées polaires d'un point dans le plan

On considere”’ le plan eulddien muni din reggre
orthonomal (O,7,7).

SoitM un pont de.” différent deO.
On peut connaitre la position fieavec la donnée d'une

mesue 0 de |'anglade droite(Ox, (OM)) et la donnée de
p la valeur algébriqueM.

—

Le couple(p,0) forme des coordonnées polairesuile
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Remarques

Un angle de droite est définirgpres.

Il n'y a pas unicé& des coordonnées polaifes) d'un pointM. Car il en est de méme pour tous
les couplegp,8 + 2km) et(—p,0 + 11+ 2k1T) oUKIZ

C'esta-dire plus simplemen{(-1)"p,0 + km) oukOZ.

O est regré pamp =0 etd quelconque.

Ne pas confodre avec l'imge d'un nombre complexe= pe® ol p est positif.

Le passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartesgefaigraceaux formules:

X(t) = p(t) cost

y(t) = p(t) sint

3.2 Courbes planes en coordonnées polaires

Nous allors nous intéresser a la construction des courbes planes dont les coordonnées polaires des p
sont liées par unelegion du typep = f(0) ouf est une fonction maérique réellelR - R) dérivable
autant de fois que nécessaire.

Remarque

On pourrait revenir aux courbparamétré classigies grace aux formulex = p cosd ety = p sin®.

3.2.1 Courbes particulieres

Droite passant paD

Equation: 8 =60+ kimoukOZ.

Droite ne passant pas gar

ax+by+c=0avecc#0 d'ou%x+%y=—1.

Or X=pcosO ety=psind donc %p cosf + %p sin@=-1.
0 =_8gp=-L

npose =-¢getf=-¢
Equation :

H

P= acos + fsind

Cercle de centr® et de rayom

Equation: p=-aoup=a

Cercle passant p&

(x—a)*+ (y—b)?=r? aveca’ + b? =r? carO est un point du cercle.
Doncx?—2ax+y*—2by=0 or X=pcosh ety=psind
donc (pcosB)? —2apcosh + (psinB)? - 2bpsin®=0
p?—2p(acosd + bsinB) =0
p(p —2(acosb + bsinB)) =0
# Si p =0, on obtiente cercle réduit au poirid.
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# Sip—2(acosb + bsinB) =0, a posen =2aet3 =2b.
Equation: p=acosd +[3sinb
(Cette équation intégre le cas= 0).

3.2.2 Domaine d'étude

Soitl" la courbe plane d'équation polagre f(0) ouf est une fonction maérique réelleR — R).
L'ensemble de définibn Dy del” est celui dé. Comme pour les courb@aramétrég, on détermine
d'abord un dormiae de représentation propre c'est-a-dire une fayrtike D telle quel” soit décrite
entierement une fois et une seule lorsouarie suD;.

Périodicité

On suppose que Dr est stable par la traasion deT.

f(8 + T) =1(8) c'est a dirgp(6 + T) = p(B) pour toutd deDr.

. SiT=2kmoukZ*, alorsM(6 + T) = M(8) et on peut réduiréintervalle d'étudeu moins a
I'intersection dédr et dun intervalle de logueu T.

. SiT=(2k+ LtoukZ*, alorsM(8 + T) = M(8) sontsymétriques parapport 0. On a une
représentation propre sur un intervalle dglenr 2T. Mais a peutréduirel'intervalle d'étudeu
moins a l'intersection der et dun intervalle de logueu T a cause de la symétrie.

. SiT=2mn/koukdZ*, alorson peut réduirdintervalle d'étudeu moins a l'intersection d& et
d'un intervallede lorgueu T et on détermine le point correspondaBt-aT a partir de celui
correspondant @& par une rotatiod’angleT.

Autre cas: Si p(8 + 1) =—p(B) alors on peut réduiddntervalle d'étudau moins a l'intersection de
Dr et dun intervalle de logueurTt car les points deoordonrees(p,0) et(—p,0 + 1) sont
les ménes.

Parité

On suppose que I'on a réduit I'ensemble d'étude d'une couaie.

On peutrédure encorde domaine @tude sif possede des propréét paticulieres :

Sif est pare, alorsl” est synétrique par rpport a I'axe des absoésset on peut réduirel n R™.

Sif est impd#e, alorsl” est synétrique par rpport a I'axe desrdonnées, de méme, on peut réduire I'étude
éDl N ]R+.

Autres cas

. Si D; est symétrique par rappon%étet sif(1—08) = f(0), alors les
pointsM(1-8) etM(B) sont symétriques par rapport a I'axas
On peut réduire B, ﬂ]—oo; %[ ou aD, m]%; +oo[.

. De facon plus générald,la courbeparangtréel’ admet une 0,
représentation propsirun intervalleD; symétrique par rapprt

a% et si16,,6.00D; / 6, + 6, =aq, on af(8,) =f(6,) ,alors il
suffit d'étudied” surD;, ﬂ]—oo; %[ ou ab; m]%; +oo[ la deuxiéme

partie de la courbe s'obtenant asymétrie d'axe la droite dxe
polaire 5. a/2

En particulier, 8D; = [0,0], on peut réduire L’;O%] ou é\[%,a]. o
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3.2.3 Etude locale au voisinage d'un point
Propriété

SoitM(8) un point dine courbd définie pan8,p(0)).

Le vedeurt(cosh,sinB) dans(O,7,7) orthonormalest un vecteur unitair
% = (-sinB)7 + (cosB); = (cos(0 + 2))‘z’+ (sin(B + 5))] = M
(M(H)DU V) est un re;‘areorthonormaldu plan dit reére du moile. j )
On aOM puou, pIuspremsemmentOM(@) p(0)U(0).

00 O~ (a0 + 00 = 0 pv o

/
cl

Remarques
(N
. < dOM _ &
. Sip(B) # 0, cest-a-dire sM(0) # O, alors a0 # 0.
(N
Le vecteur(jlg)évI est le vecteudirecteurde la tangente v enl.
Le pont M est soit un point ordaire soit un point d'ihéxion.

Sip'(6) # 0, la pente de la tangentars le reperdM(0), U, V) est— 4

p(0)
p'(0)

. Sip(B) =0etp'(B) #0,0n a a0 =p'l
La tangente eM(8) = O fait UB angled avec I'axeOx.

. Sip(B) =0 etp'(6) =0, on adcci)e'vI

On trouve de méme que la ¢gaamte erM(8) = O fait un angled avec I'axeOx

=0 etM(8) = O est un point stationnaire.

3.2.4 Etude de la concavité

O
dOM _ g)a() + p(O)(0)

dd?zM = p"(6)U(6) + 9 (OF(6) + p' (OFO) - p(O)U(O) = (¢ (6) - p(6))T+ 20/ (E)Y

Al
dOM d?OM | _
da[ a0 doz ]‘

pp=p
p 2

=p*+2() - pp"

(((((Si p? + 2(p")? — pp" > 0, alors la concavité esturnée vers le @le.))))))

(((((Si p? + 2(p")? — pp" < 0, alors la concavité est opposée ale.p))))

Sip?+2(p")? - pp" =0 et §l y a changement de signe edde pointM est un pait dinflexion.
3.2.5 Branches infinies

Soitl" la courbe en coordonnéedaioes définie paf®,p(0)) dans une repef®,7,7).

. Sip(B) —» +oo quandd — oo, alosT™ est une spirale qui s'éfpie deO tout en tournant.
. Sip(B) - 0 quand® - *oo, aloisT est une spirale qui converge verslit point agymptote.
. Sip(@) - a(eR) quandd - o, aloisT” est une spirale quiesiroule autour du cercle de aent

O et de rayorg|.
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. Sip(B) - +o quandd — 6y,

. Sipsin(6 - 60) — d (fini) lorsqued - 6, alors la droite passapar le pont H de
coordonnées polaire8q(+ %,d) et d'angle polair, est asymptet

7 \eo

La position de la courbe par rappa la tangente dépend du signepaen(6 — 6,) — d.
Sipsin(® —6y) — d* alors la courbe est au dessus de lagatgy(relavement au rpére Iccal).
Sipsin(6 - 6,) — d™ alors la courbe est au dessous de |lagiatay(relatement au rpere Iacal).

. Sipsin(0-6y) —» +o lorsqued — By la courbe admet une branche parabolique dans la
direction de la droite d'angf.
. Si psin(@-6y) n'a aicune limite lorsqué - 6o, une étude swifique est nécessaire
Exemple
Soitl" la courbeparamééeen coordonnées patasdéfinie parmp = Tlsine'

Un &ude préalable montre que I'on peut étudier la courb[et%u%] N Dr.
On a!)in,g p =0,
-6

on poetze—%.
Onab=t+ % et® procte de% - tproche de 0.
1 . sint
On a xsint= :
1—Zsin(t+ﬂj 1- /3 sint—cost
6
sint~ten 0.

1- /3 sint—cost~ - /3t en O(en utilisant un déveppement limité).

Doulip 1- ﬁsg;ltt—cost ) /1§ '

La droite passarpar le pont H de coordonnées polaire%{(,—%) et d'angle polair% est asymptet
3.2.6 Pointsdoubles

. Le pdle est un point multiple p{6) sannule pour plsieurs valeurs dé.

. Un poirt autre que le @é d'angle polair®, est un point multiple d'une courbe définie parf(0)

si (B0 + 2km) = f(8o) ou sif(B + (2k+1)1M) = —f(Bo) pour un certain entiex:
Situaton que I'on peut résuer parf(6, + ki) = (1) f(6o).
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