Géomeétrie

|. Introduction et historique

Ce que nous n'allons pas faire : # De la geomésatovielle ou de géométrie analytique
(bijection du plan vectoriel avéR?).

Ce que nous allons faire : # Redéfinir les concdptgéométrie euclidienne.
# Revoir les théoremes classiques de la géoméirlammne.
# Etudier des problemes de constructibilité a lderegau
compas.
# Revoir les polygones réguliers et leur aire.
# Revoir les polyédres réguliers et leur volume.
Le nom grecqueempetpio. est compose de : vew (lire "guéo™) de 1) yn" (lire "€ gué™) qui signifie
"la terre”

uetpia (lire "métria™) qui signifie "'mesure”.
La géométrie et les nombres sont les fondementmdés®matiques.

L'origine de la géométrie remonte a I'antiquités babyloniens, les égyptiens avaient déja desmstio
avancees dans celle-ci. Ses applications architdéetuainsi que dans la mesure des surfaces étaient
nécessaires dans de nombreux domaines. Néanmeissntles grecs qui donnerent les lettres dar a |
géomeétrie : le théoréme de Pythagore (connu patrdéamais pas nécessairement avec une
démonstration), le théoreme de Thalés (sa légenasure de la hauteur des pyramides!) et, plus
généralement, la géométrie euclidienne (Euclide).

Question: Comment un macgon peut-il faire pour construime maison a base rectangulaire alors qu'il ne
dispose que d'une corde?

Réponse : Les diagonales d'un rectangle ont mémgeidmir.

On peut aussi utiliser des mesures particulieredaigueurs des cotés d'un triangle : 3 + 4 =+ B2)

ainsi que leurs multiples : la corde a treize neddldnc 12 intervalles) était dit-on encore utdisé

moyen age!

Au début des mathématiques, les problemes avaerest leur interprétation géometrique. Ainsi
l'utilisation des concepts et de la représentaj@mmetrique servaient a leur résolution.

Méme les nombres avaient leur classification géomét : les nombres triangulaires, les nombresesarr

Enfin, certains nombres irrationnels peuvent éiiesomme la diagonale d'un cajf@  pogst un
entier premier par exemple.

Remarquons enfin, qu'il n'y a pas eu d'évolutiomine de I'écriture géométrique depuis les grecs.
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Il. GEéométrie plane euclidienne

La géométrie euclidienne date des environs de B8@&wezant J.C.
Dans le traité "Eléments de géométrie", de I'éppgneeut trouver, a partir d'un certain nombre
d'axiomes (appelés postulats) les fondements déométrie.

1. Premiers axiomes sur le plan et les droites

AP1 : Existence d'un ensemble appelé plan (notion iaeuitmodele idéal) dont les éléments sont
appelés points.

Un plan admet des parties (sous-ensembles) pagtiesilappelées droites qui vérifient les axiomes
suivants :

AD1 : Deux points différents du plan appartiennent aetnee seule droite.
AD2 : Toute droite contient au moins deux points.
AD3 : Il existe au moins trois points qui n‘appartienneas tous les trois a la méme droite.

Lorsque trois points appartiennent a la méme droitait qu'ils sont alignés.

De la droite qui contient deux points, on dit ge'glasse par ces points.

La droite passant par les poidt®tB est notéeAB).

Lorsqu'un point appartient a une droite, on disaqs'il est situé sur cette droite.

SoientD, etD, deux droites.

SiD; etD, ont deux points communs, de I'axiome AD1, onduweD; = D,. On dit alors qu'elles sont
confondues.

SiD; etD, sont différentes, elles n'ont donc que 0 ou ltpmmmun.

SiD; etD, ont un seul point commun, on dit qu'elles sonastss.

SiD; etD, n'ont aucun point commun, on dit qu'elles sonaiteles.

Postulat d'Euclide : Par un poinM non situé sur une droif2 passe une et une seule paralldle a

Attention, ce postulat est faux pour les géométras euclidiennes :

A

Autres propriétes :

# Corollaire au postulat d'Euclide :
SoientA, B etC trois points du plan € une droite.
Si les droitesAB) et (AC) sont paralléles B alorsA, B etC sont alignés.
# Direction= classe d'équivaleneeune droite et toutes ses paralleles. En particulie
Si deux droites sont paralléles a une méme troesiglors elles sont paralleles entre elles.
On integre ici confondues a paralleles.
# Si deux droites sont paralléles, alors toute dreficante a I'une est aussi sécante a l'autre.
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2. Convexité

SoientA etB deux points différents du plan.

na

Nous admettrons la notion intuitive "étre entre".

Cette relation permet de définir le segméB][comme I'ensemble des points de la droiB)(qui sont
entreA etB.

On peut aussi définir la demi droit&,B) comme la réunion de l'intervall& |B] et de I'ensemble des
pointsM tels queB est entréA etM.

SoientD une droite et deux poinfsetB n‘appartenant pasCa

On s'intéresse a la position AetB par rapport ®.

L'intersection de la droiteAB) et de la droit® est vide ou réduit & un point.

Si l'intersection est vide, on dit que les dewnoA et B sont dans le méme demi-plan de frontiere
Il en est de méme si le point d'intersectionAlB) (et deD n'est pas entr& etB.

Dans le cas contrairé, etB sont dans deux demi-plans différents de front&re

Une partieF du plan sera dit convexe si et seulement si geslque soient les poindsetB deF,
I'intervalle [A,B] est inclus dank.

Question: Un demi-plan est-il convexe? Justification : lngre facon de caractériser les demi-plans est
de remarquer que deux poili®tB sont dans le méme demi-plan si et seulement singp@int du
segmentAB] n'appartient .

Question: Montrer que l'intersection de deux ensembleyexes est convexe.

Question: Donner des exemples d'ensembles convexes.

Question: La réunion de deux ensembles convexes esta@tieexe? Justifier votre réponse.

Un triangle est la donnée de trois points non akgtous les triangles de ce cours seront nonisplat

Si les points som, BetC, le triangle est notABC.

Les bords ou cotés du triangh8C sont les segmentéB], [BC] et [AC].

Par abus, c'est I'ensemble des bords du triangkesttinalement appelé le trianghBC.

Question: L'intérieur du triangle est-il une partie cone@xJustifier votre réponse.

3. Distance et mesure

La notion de mesure est a dissocier de la notidorgueur.
Tout segment posséde une seule longueur mais laengs cette longueur peut varier.
Plus exactement, la mesure d'un segment est émdesentre les sommets du segment.

Une distancel est une application des couples de points dugdasR . qui vérifie :
i) d(A,.B =0 < A=B

i) d(A,B) =d(B,A

i) d(AB<dAC +d(C,B inégalité triangulaire
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Exemples de distance : Soidnfx,y) etM'(x',y) deux points du plan euclidien muni d'un repére
orthonormé (Qy, ).
# dy(M,M") = (X' = x)*+ (y' - y)))*?
d, est appelée la distance euclidienne.
# d(M,M) = X' = x|+ |y - y|
# ds(M,M’) = sup(K’ - x|,ly" - y[)

Question: Si, dans le plan euclidien, on prend comme destda distance euclidienne, quand a-t-on
I'égalité dangii) ?

Question: Peut-on généraliser ce résultat?
Une distance étant choisie, nous notABda distance dé aB c'est-a-dire la longueur du segmehB].

Etant donnés un poif@ et un réel positif, le cercle de centi® et de rayom est I'ensemble des poirlis
du plan tels quOM =r.

Question: Déterminer les cercles de cenret de rayon 1 en utilisant successivement leamiistsd;,
dz etdg.

4. Mesure algébrique : orientation et droite gradué

Soit O un point d'une droit®.

On admet que le cercle de cer@ret de rayon 1 renconti2en deux points; etl».

Soitl I'un de ces deux points (pour choisir un sengifjo€dn peut définir une bijection entReetD : a
chaque poinM de la demi-droite@l), on associe le réel posi@fM et, a chaque poimd de I'autre
demi-droite, on associe le réel négatiM.

Le réel correspondant a un point ainsi obtenugstla I'abscisse de ce point.

On obtient ainsi ce que I'on appelle une droitelgée :

O 1T°

Soit un pointM deD, la mesure algébriqu@M  est I'abscisse_du [Mjrl L
SoientA etB deux points d®. On définit la mesure algébriqd@ paAB= OB- OA

Plus simplementAB sera égal & la distahBssi la directionA versB correspond au sens positif choisi
et a son opposé dans le cas contraire.

5. Projection
SoientD etD' deux droites sécantes.

SoitM un point du plan et so" la parallele ' qui passe pavl (cela peut étr®").
On appelle projeté dd surD le point d'intersection de etD".

SoientA etB deux points du plan. SoiepfA) etp(B) les projetés respectifs deetB surD parallelement
aD'. La projection du segmer[B] est le segmenp[A),p(B)].
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lll. Les angles

1. Angle

Considérons dans un premier temps deux drBitesD' sécantes (non confondues) en un pAinCes
droites définissent quatre parties du plan qui Eintersections des demi-plans.

Soient maintenarA un point deD etB un point deD' différents tous les deux d&
SoientDP; etDP;' les demi-plans de frontieE2 DP; contenanB et soienDP, etDP;' les demi-plans
de frontiéreD’, DP, contenanh.

On appelle secteur angulaire saillA@B (ou plus simplement anghOB) et on notéAOB la partie du
plan obtenue par intersection @€, etDP..

On appelle secteur angulaire rentrAQiB la partie du plan obtenue par réuniorod' etDP;'.

Si les droite® etD' sont confondues, soie® A etB trois points dd. Le secteur saillaiOB est la
demi-droite PA) si B appartient aQA). Sinon, le secteur saillant est I'un des demigplde frontierd®.
Il'y a, dans ce dernier cas, égalité entre le sestllant et le secteur rentrant.

2. Mesure d'un angle
Nous admettrons que le périmétre d'un cercle dmrayest 2.

Soient PA) et [OB) deux demi-droites et soit le cercle de cent® et de rayon 1.
SoitA' le point d'intersection d©JA) et de~ et soitB' le point d'intersection d®©B) et de”.
On appelle mesure du secteur angulai@B la longueur de l'arc d'extrémitdsetB.

Si le secteur angulaire est saillant, sa mesunafésteure ar. Si le secteur angulaire est rentrant, sa
mesure est supérieuretaOn parlera d'angle plat lorsque la mesure esitexeentr.
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Un angle droit est un angle dont la mesurerés2.
Un angle est dit aigu si sa mesure est comprise Oretr / 2.
Un angle est dit obtu si sa mesure est comprise 22 etrn.

Deux angles sont dit supplémentaires si la somnieuwts mesures vauit
Deux angles sont dit complémentaires si la sommeuwts mesures vaut/ 2.

Par abus, on identifiera un angle et sa mesure.

Le degré (180< = radians) est une autre unité de mesure d'un seutgulaire.

3. Angles et droites

Deux droites sont dites perpendiculaires (casqarer d'orthogonales de 'espace) si les angl&digu
définissent sont tous de mesurk2.

Lorsque deux droited etD' sont perpendiculaires, la projection Buparallélement ®' est appelée
projection orthogonale.

Soit A un point, la distance d&a une droitd est la distancAA' oUA' est le projeté orthogonal desur
D.

SoientD etD' deux droites paralleles et saiune droite sécante avBcetD' respectivement aux points
AetB.

Les angles entre les demi-droitesiiletD' issues dé\ etB et la droiteA sont soit supplémentaires, soit
€gaux (ce sont des angles alternes-internes-egjerne

Réciproguement, si deux droites forment les mémgkea alternes-internes (ou externes) avec une
méme troisieme alors elles sont paralléles.

Conséquence

La somme des mesures des angles d'un triangletvaut

Corollaire

Deux droites perpendiculaires a une méme troiswoné paralléles entre elles.
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V. Aires

L'aire ou superficie (terme utilisé plus souvemsikes domaines non-mathématiques) est une mesure d
surface. Par abus, on parle de surface au lieaide d'une surface (et ce n'est pas bien....).

L'aire des surfaces est déterminée en supposafiéeda propriété d'additivité : si on coupe uneface

en 2, la somme des aires des deux parties est@aiee totale.

On peut obtenir I'aire d'une surface en postulagti@ire d'un carré de c6té 1 est égale a 1 puis e
effectuant des découpages.

Quelques valeurs connues et admises :

L'aire d'un carré de cOotéesta’.

L'aire d'un rectangle de longuduet de largeur estL x I.

L'aire d'un parallélogramm®&BCD s'obtient grace a la hauteur issue de I'un de@amets.
A D

£

B H C

a(ABCD) = AH x BC

L'aire d'un triangléABC s'obtient aussi a partir de la hauteur issue stmmmet.

A

B H C

AHXxBC

a(ABC) = >

L'aire d'un cercle de rayarestrr?.

Quelques résultats sur des surfaces en trois diorens

L'aire de la surface d'un cube de c@tst &2

L'aire de la surface d'un parallélépipéde rectadgledtés, b etc est Aab+ ac+ bc)
L'aire de la surface d'un cylindre de rayagt de hauteun est 2tr h.

L'aire de la surface d'une sphére de rayest 4rr?,
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V. Le théoreme de Pythagore

Les angles saillants d'un triangi&C sont noté# B «f

Un triangleABC est dit rectangle ef si et seulement si I'angﬁe est droit.
Théoreme

Soit ABCun triangle rectangle el Alors on aBC?= AB?+ AC2
Réciproque

Soit ABCun triangle. Si on 8C?= AB?+ AC?, alors le triangle est rectangle &n

Démonstration
a b b a
C
¢ a cla a
A b
a oC b b
b

VI. Le théoreme de Thales

Théoreme

SoientDy, D,, ...,D, n (>2) droites paralléles.

SoientA etA' deux droites sécantes non paralléles aux drDites

Pour tout entier compris entre 1 et, soitM; le point d'intersection d@; etA et soitM'; le point
d'intersection d®; etA'.

1<t iken aved < k on o MM _ MM
<ijks=n aved =k ona g = MM
Plus précisément, apres avoir choisi un sens pesiti etA' :
. . MM,  MiM;
V1<ij,k<n,aved =k ona: =—.
MiMc MM,

Le;
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On peut démontrer ce théoreme en utilisant la prtEpsuivante :
Corollaire

SoitABCun triangle.

SoitM un point de AB] et soit ~ la droite passant pM et parallele agC).
SoitN le point d'intersection dée’ et de AC].

AM _ AN _ MN

AB ~ AC BC"

Lorsque ce rapport est égal%a , on parle de lgedies milieux.

On a

Démonstration du corollaire

SoitH le point de BC) tel que AH) soit la hauteur dABCissue deA.
SoitH' le point de KIN) tel que AH’') soit la hauteur dAMN issue déA.

a(BNC) = a(BMC) car méme longueur pour la baB€] et méme longueur de hauteur qui Vet

Ona a(ABN) =a(ABC) — a(BNC)
et a(ACM) = a(ABC) — a(BMC).
Donca(ABN) = a(ACM).

Soith la longueur de la hauteur issueNldes triangle®ABN et AMN.
a(ABN) = 3 x hx AB eta(AMN) = 5 x hx AM

Soith' la longueur de la hauteur issueM@ales triangle&ACM et AMN.
a(ACM) = % x h' x AC eta(AMN) = % % h' x AN

AM _ a(AMN) _ a(AMN) AN
AB — a(ABN) ~ a(ACM) = AC"

Remarquons'\c/l}ue ,IA(I)—? peut appliquer la propriété temtriangle®ABH et AMH'.
On a donc % =AH

Ou encore sAB=kAM alorsAH = kAH'.

On a donAB?=kKAM 2= (AH'?+ MH' ?) = (KAH")? + (KMH')? = AH? + (KMH')?
Mais, on a aussAB?= AH? + BH?2.

DoncBH=kMH'.

D'ou

En faisant de méme dans les triangietC et AH'N, on obtientCH = kNH'.
D'0UBC=BH+ CH=KMH' + kNH'= k(MH' + NH) = kMN c'est-a-diregt = 1
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Réciproque

SoitABCun triangle. SoiM un point de AB] et soitN un point de AC].
: AN N

Si % =°AC alors MN) est parallele aBC).

Corollaire

SoientA etA' deux droites sécantes en un p@nt
SoientA etB deux points da& sur des demi-droites issues@dlifférentes.
SoientC etD deux points d&' sur des demi-droites issues@différentes.

' : A_ OC _ AC
Si (AC) et (BD) sont paralléles alorgs = 55 = 515

VII. Trigonométrie

1. Projection

SoientD etD' deux droites orthogonales se coupant en un @int
SoitP un point du plan.
Pour tout poinM du plan, on not&' son projeté orthogonal sDretM" son projeté orthogonal sD¥.

D'
P" P
M" M
. 1 1
Mz
D
0] Ml P
M"
M 2
2

Pour tout pointM de OP) le rapport(()):'\'\//lll est invariant (égal%% ). Il en esteme de%:'v;/ )

SiM; etM; sont deux points de la droit®lP) dans deux demi-droites issuesQidifférentes alors les

/

M M: ,
rapportngi etg—Mi sont opposés.

R M// "
Il en est de méme des rappogﬁl %1‘%:*2
1 2
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2. Angles orientés

On adopte une orientation du plan c'est-a-direems positif de mesure des angles.

N

+

B

o
A

On a donc mg$OA),[OB)) = — meq[OB),[OA)).
Autrement dit : meAOB= - mesBOA

Le sens positif est communément le sens inversaidasles d'une montre qui est appelé sens
trigonométrique.

Les angles orientés veérifient la relation de Clesle
mes([OA),[OB)) = meq[OA),[0C)) + meg[OC),[OB)).

3. Cosinus, sinus et tangente

SoientD etD' deux droites orthogonales se coupant en un @int

Soit~ le cercle de cent® et de rayon 1 (appelé cercle trigonométrique).

Soitl I'un des deux points d'intersectiondavecD et soit] le point d'intersection d@' et de~ tel que
mesiOJ= 7.

SoitP un point du plan différent d@ et soitM le point d'intersection d&JP) et de”.

SoientM' le projeté orthogonal dd surD etM" le projeté orthogonal dé surD'.

Soit #I'angle orienté QI),[OP)).

On appelle cosinus dket on note co§ la mesure algébriqueM’

On appelle sinus deet on note sifi la mesure algébriqu@M’

Lorsque co$ est non nul, on appelle tangefitet on note tafl le réel%nsg .
D
J P
\M
M
[
O M| D

4. Trigonométrie dans le triangle rectangle

Soit ABCun triangle rectangle ek

Le coté BC] du triangle est appelé hypoténuse du triad@Be. A

Le coté AC] est dit opposé a l'angle et le codd3 est dit adjacent B
AB AC

5_AB i 5_AC 5 AC
On acosB = BC SinB = BC etanB—AB .
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Remarque

CAHSOHTOA (casse-toi) sont les initiales de : casig) adjacent (/) hypoténuse (;) sine3 oppose
(/) hypoténuse (;) tangente)(opposé (/) adjacent.

VIII. Droites et triangles

1. Des droites particulieres

Définition

La médiatrice d'un segmemtB] est la droite perpendiculaire AR) qui passe par le milieu dAB].
Propriété

La médiatrice d'un segmemtB] est 'ensemble des points équidistants d¢B.

Démonstration

# Soitl le milieu de AB] et soitC un point de la médiatrice de la droifed] différent del.
Les triangleAIC etBIC sont rectangles dn
On a donAAC?=Al?*+I1C2?=BI?+I1C2=BC2
# Réciproguement, sdt un point du plan tel quaC=BC etC = | (cas trivial).
SoitH le projeté orthogonal dé sur AB).
Les trianglesAHC et BHC sont rectangles dn.
Onadonc AC?=AH?+HC? et BC2=BH?+ HC?
D'ouAH?=BH? ou encoréAH = BH c'est-a-direH = | etC est sur la médiatrice dAB].

Remarque

Méthode de construction au compas.

Conséquence
Si A etB sont deux points d'un cercle de cef@ealors la médiatrice de
[AB] passe paD.
B
l En effet, le centr® est a egale distance des points du cercle.
{7
A
Propriété

SoientA etB deux points et solD une droite passant pArdifférente de AB).
Alors il existe un seul cerclé passant pah etB tel queD soit la tangente B enA.

Démonstration

La médiatrice deAB] n'est pas perpendiculairdda L'unique point d'intersection de la médiatrice de
[AB] et la perpendiculaire & qui passe pahk donne le centr® del'. Le rayon du cercle eSIA.
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Définition

La bissectrice d'un angledqp),[OB)) est la droiteD qui passe paD telle que, pour tout poir@ de I'une
des demi-droites dé issue de€D, on a mefOA),[OC)) = % meg[OA),[OB)).

Propriété
La bissectrice d'un angleqp),[OB)) est I'ensemble des points équidistants auxer @A) et (OB).
Démonstration

Soit C un point d'une droite interceptant I'angl@Ay),[OB)).

SoitD son projeté orthogonal suOp) etE son projeté orthogonal sU®B).
On posed= meg[OA),[0C)) et d = meg[OB),[OQC)).

On a: C equidistant de@A) et ©OB) < CD= CED cE

= Sil’lH:&:&:SinH@ g=20.

< C appartient a la bissectrice d©§),[OB)).
Remarque

Méthode de construction au compas.

2. Les droites particulieres du triangles

Définition-Propriété

Les médiatrices d'un trianghBC sont les médiatrices des segmeAR]][ [AC] et [BC].

Elles sont concourantes en un point a égal distdesesommets. Il existe donc un cercle qui contemnt
sommets du triangle. Ce cercle est appelé cemdenscrit au triangle.

Démonstration

SoitD; la médiatrice deAB] et soitD, la médiatrice deAC].
Ces droites sont sécantes en un pQint

Puisque appartient ,, on aQA = QB et, puisqu& appartient »,, on aQA = QC.
D'ouQB = QC etQ appartient a la médiatrice d8{]

Remarque 1
Réciproquement, le centre d'un cercle circonsarit &riangleABC est nécessairement sur chacune des

médiatrices.
Dans un cas général (triangle non aplati), le eesittonscrit au triangle et son centre sont denques.
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Remarque 2: Cas particulier du triangle rectangle

SoitABCun triangle rectangle ek

C La médiatrice deAB] est paralléle aAC) et la médiatrice deAC]
est parallele aAB).

C'est donc, dans chaque cas, la droite des mill2apres le
théoréme de Thalés, le centre du cercle circonsstridlonc le
milieu de BC].

A B
Propriété
Soit ~ un cercle de diamétrédB]. Pour tout poinC du cercle7, le triangleABC est rectangle e@.
Démonstration

SoitO le centre de. On a don©C= 0OA=OB.
Ce qui signifie que les triangl€AC et OBC sont isoceles ed.

¢ Donc mesQAC) = mes ACO) et mes CBO) = mes BCO.
Or mes ACB) = mes ACO) + mes BCO) = mes QAQ + mes CBO) = mes
(BAO + mes CBA

A KyB D'olix = mes BAC) + mes CBA) + mes ACB) = 2 mes ACB).

Propriété

Une tangente en un point du cercle est perpendliewda rayon du cercle en ce point.

Démonstration

Le rayon peut étre vu comme la distance du ceetdeca la (droite) tangente.

Remarque

Cette propriété fournit aussi une méthode de coctsbn a la regle et au compas d'une tangente a un
cercle de centr® : il suffit de prendre le symétrique @epar rapport au point ou I'on veut la tangente et
de tracer la médiatrice du segment d'extrén@é$ son symetrique.

Définition-Propriété

Les bissectrices d'un trianghBC sont les bissectrices des angle8 , C et

Elles sont concourantes en un point a égal distdeseo6tés du triangle. Il existe donc un cercigeat
aux trois cotés du triangle qui est inclus dansiggl Ce cercle est appelé cercle inscrit darisdagle.
Démonstration

SoitD, la bissectrice d& et sd la bissectrice dB . Ces droites sont sécantes eointO.

PuisqueO appartient &;, on ad(O,(AB)) = d(O,(AC)).

Et, puisqueD appartient &,, d(O,(AB)) = d(O,(BC)).
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D'otid(O,(AC)) = d(O,(BC)) c'est-a-direD appartient a la bissectrice d&
Remarque

Réciproquement, le centre d'un cercle inscrit dangiangleABC est nécessairement sur chacune des
bissectrices.

Dans un cas général (triangle non aplati), le edrdcrit dans le triangle et son centre sont domigues.
Définition-Propriété

On appelle hauteur d'un triangdC une droite qui passe par un sommet et qui esepdrpulaire au
cOté opposé. Les hauteurs sont concourantes eointngppelé orthocentre.

Démonstration

A titre d'exercice (n°40).

Remarque

SoitABCun triangle. SoiH le point de BC) tel que AH) soit une hauteur du trianghBC. On dit que

(AH) est la hauteur issue ée Mais on parle aussi de hauteur en parlant denigueurAH ou du
segmentAH]. En particulier AH = ACsinC = AB sinB.

A A
a o
Y B B Y
C H B H B C

Remarquons que si, par exemple, l'agjle  est ohta,sir(z — B) = sinB.

Définition-Propriété

On appelle médiane d'un triangi&C une droite qui passe par un sommet et le milieatdé oppose.
Les médianes sont concourantes en un point appetieale gravité. De plus, le rapport entre |aadist
du centre de gravité a un sommet et la distanazdire de gravité au milieu du c6té opposé a cersim
est 2. En outre, chaque médiane coupe le triamgtkeex parties de méme aire.

Démonstration

A titre d'exercice (n°23).
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Propriété (théoréme de la médiane)
Soit ABC un triangle et le milieu du segmenB[C]. Alors AB?+ AC?= 2BI?+ 2Al?
Démonstration

SoitH le point de BC) tel que AH) soit une hauteur d&eBC.

H B | C
Les trianglesAHI, AHB et AHC sont rectangles dn.
ABZ= AH?+ BH?
AC?=AH?+ CH?
Al?2=AH?+IH 2
Donc AB?+ AC2?=BH?+ CH?+ 2AH?=BH?+ CH?+ 2Al?2-2IH?
Il faut donc montrer quBH? + CH? - 2IH 2= 2Bl ? ou encord8BH? + CH?= 2|H 2+ 2BI 2

On aBH2+ CH2=BH?+CH? = (BI+IH)?+ (CI +IH )?
=BI2+2xBIxIH +1H2+ CI?+ 2x CI x IH + IH? B

:§2+62+2x(§+a)xm+zmz or Cl = -BlI.
= 2BI2 + 2IH?
=2BI?+ 2IH?2.

Propriété

Dans un triangle (non aplati), le centre de gral@&entre du cercle circonscrit et I'orthocestrat
alignés (droite d'Euler).

Démonstration

A titre d'exercice (n°24).
Propriété

Dans un triangle (non aplati), il existe un cepdassant par les (3) milieux des cotés, les (3)spieds
hauteurs et les (3) milieux des segments reliarithtcentre aux sommets. Ce cercle dit des neuatgoi
est aussi appelé cercle d'Euler, cercle de Feurrbarcle de Terquem ou cercle médian.

3. Triangles particuliers

Un triangle est dit isocéle s'il posséde deux cé&Eméme longueur.

Dans un triangl&BCisocele erA, les angle8 o ont méme mesure (il suffit desictirer la hauteur
issue du sommet reliant les deux cotés de mémeidamgpt les sinus faisant intervenir cette hauteur)
La hauteur issue d& la médiane issue d¢ la médiatrice deHC] et la bissectrice d& sont confondues.

Un triangle est dit équilatéral si ses trois c@ésméme longueur.

Dans un triangle équilatéral, les angles sont égasix. Les hauteurs, médianes, médiatrices et
bissectrices sont confondues.
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IX. Angles inscrits
Propriété

SoitT" un cercle de centi® et A etB deux points différents du cercle et sbigz A) un point de la
tangente & enA tel queB et T soient dans le méme demi-plan de fronti&®)(
Alors mesAOB= 2 mesTAB.

Démonstration

Puisque le trianglAOB est isocele e, 2 megBAO) + megAOB) = .

Mais megBAO) = /2— meqTAB).

D'ou 2(r /12— megTAB)) + megAOB) = &t c'est-a-dire-2mesTAB) + meqAOB) = 0.
Propriété

SoitT" un cercle de centi® etA, B etC trois points différents du cercle tels qguetO soient dans le
méme demi-plan de frontierBC). Alors medBOC= 2 meBAC.

Démonstration

Les triangle®DAB et OAC sont isoceles.

On a donc 2 mgBAO) =1 — meqAOB)

et 2 megOAQ) = 1 — megqCOA).

SoitM le symétrique d@& par rapport .

On a me$BOM) = 1 — meqAOB) et megMOC) = 1 — megCOA).
C'est-a-dire lhegBAO) = megBOM) et 2megOAC) = megMOC).

En terme d'angles orientés, on a :
2megBAC) = 2(megBAO) + meqOAC)) = megBOM) + megMOC) = megBOC).
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Corollaire

SoitI" un cercle de centi®@ etA, B etC trois points différents du cercle tels quetO soient dans les
deux demi-plans différents de frontieBQ).

Alors meBOC= 2(r — mesCAB).

Démonstration

A C

SoitA' le symétrique dé par rapport &.
A' etO sont dans le méme demi-plan de fronti&€)(
Donc me¢BOCQC) = 2megBA'C).
Les trianglesABA' et ACA' sont rectangles respectivementBeet C.
Donc megOAB) + megBA'O) =t/ 2 et me$CAO) + meqOA'C) == /2.
C'est-a-dire mgBA'C) = meqBA'O) + meqOA'C)
=n/2—-meqgOAB) + n /2— meqCAO)
=71 — meqCAB
D'ou le résultat.

Corollaire

SoitI" un cercle de centi® etA, B, C etD quatre points différents du cercle.
Si C etD sont dans le méme demi-plan de frontiéB)( alors mesACB= mesADB .
Sinon meBCA= 1t — mesADB .

Réciproguement, ¢\, B, C etD sont quatre points différents du plan tels quis entre eux ne soient
pas alignés et vérifiant mésCB= mesADB lorsqu€ etD sont dans le méme demi-plan de frontiere
(AB) ou meBCA=r — mesADB dans le cas contraire, alors les pdni C etD sont cocycliques.

Démonstration
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On a mefOB= 2 mesACB ou me#AOB= 2(t — mesA/CTB) suivant queC et O soient dans le méme
demi-plan de frontiereAB). De méme poub.

Réciproque : Soier, B, C etD quatre points différents du plan tels que MEB= mesADB et tels que
C etD soient dans le méme demi-plan de frontié) (

SoitI" le cercle circonscrit au trianghBC et soitl™ le cercle circonscrit au trianghBD.

SoitT (# A) un point de la tangentelaenA tel queB et T soient dans le méme demi-plan de frontiére
(AO).

SoitT' (# A) un point de la tangentelaenA tel queB et T' soient dans le méme demi-plan de frontiére
(AO).

On a donc 2 meBAB= mesAOB= 2 mesT'AB. Ce qui implique queAT) = (AT).

Les cercleg et passent pah etB et ont méme tangente &n ils sont donc égaux.

Ce qui signifie qué, B, C etD sont sur le méme cercle.

X. Loi des sinus, théoreme d'Al Kashi et formule dédiéron
Propriété

Soit un triangleABC et soitr le rayon du cercle inscrit daA®C.
Alors Iaire deABCest a(ABC) = 5 (AB+ AC + BO).

Démonstration

Soit O le centre du cercle inscrit dans le triang&C.

SoientH, H' etH" les projetés orthogonaux @esur respectivemenfB), (BC) et (AC).
O est l'intersection des bissectrices et est a éaitte des droite#\B), (BC) et (AC).
C'est-a-dir®OH=OH'= OH" =r.

On aa(ABQ) = a(AOB) + a(AOQ) + a(BOQ) = $ABx Ol + 5BCx Ol + SACx OI".
D'ou le résultat.

Propriété
Soit un triangleABC dont les angles sont notésB , Cet
L'aire deABC esta(ABQ) = $AB x AC x sinA = $AB x BCx sinB = 3BC x ACx sinC.

Démonstration

Sion note les angleg S etyetsion pos8C=a, AC=DbetAB=c, larelation devient donc :

a(ABC) = %bcsina: %acsinﬁ: %absiny.

On utilise la formule initiale de calcul d'aire. ©noisit une base par exempl€ et un angle a cette base
par exemplex. La hauteur issue d&a pour longueufB sinA (rappelons que s{ — X) = sinx).
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Propriété (loi des sinus)

Soit un triangleABC dont les angles sont notass , Cet

sinA _ sinB _ sinC
BC = AC = AB

On a

Démonstration

Si on note les angleg S etyetsion pos8C=a, AC=b etAB=c, larelation devient donc :
sina _ Sinf _ siny
a ~ p - C
Soith = BH la hauteur issue d&
On asina = % esiny = % c'est-a-diresina = asiny

.~ Sing _ SINY
Dou=g~=—7¢".

On obtient l'autre relation en considérant la hawitssue dé\ ou celle issue d€.

Définition

Deux triangles sont dits semblables s'ils ont dingles égaux.

Remarques

Puisque la somme des angles d'un triangle,aktevient au méme de dire que deux trianglesdeix
angles égaux ou trois angles égaux.

On parle aussi de triangles homothétiques et ptiopoels (du fait de la propriété qui suit).
Propriété

Deux triangles semblables ont leur c6tés propantm

Remarque

Cela signifie que SABC et A'B'C' sont deux triangles tels qe= A’ Bt B’ alorsona:
AB _ AC _ BC
AB  AC BC

Démonstration

La preuve peut se faire en utilisant le théoremeé&lddes.
inA _sinB _ sinC  sipA’ _ sinB’ _ sinC'

Mais aussi en utilisant les relatio

C~ AC _AB BT " AC ~ AB
PuisquA=A' B=B e€=C' ,il s'en suit CI%%A': Z‘«%—E? =—3§PB9

La propriété s'obtient en multipliant les égalipeécédentes paﬁ& = '_A‘CA = '_A‘BA
sinA  sinB sinC
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Propriété

SiRest le rayon du cercle circonscrit au trianJBC et siSest son aire, on am = a2_tg: =2R

Démonstration

. B abc__a
PuisqueS= a(ABC) = bcsma on a5s = Sing

Soit O le centre du cercle circonscrit au triangBC.

Si [BC] est le diamétre du cercle, alkxBC est rectangle ef, on a bien si= 1, Rzg et S=Dbc.

Si [BC] n'est pas le diametre du cercle, &ile symétrique d8 par rapport ®.
Le triangIeBB'C est rectangle e@ et on a sim = sinA = sinBB'C (corollaire du théoreme de l'angle

w~_BC _BC_ _a
inscrit). Et siBB'C = BB - 2R - 2R’

Théoréme d'Al Kashi (loi des cosinus)

Soit un triangleABC dont les angles sont notass , Cet
On aBC?=AC?+ AB?- 2ACx AB cosA.

Remarque 1

Sion note les angleg S etyetsion pos8C=a, AC=DbetAB=c, larelation devient donc :
a’=b?+c?- 2bccosa.

Onaaussi: b?=a?+c?-2accosf
c’=a?+b?-2abcosy

Remarque 2

Si le triangle est rectangle énalors co#\ = 0 et on obtient le théoréme de Pythagore.

Démonstration

C

Ona a>=BH?+ CH?=BH?+ (AC- AH)? = (csina)? + (b — ccosa)?
= &?sirfa + b> — 2bccosa + c’cosa
=+ b? — 2bccosa

Remarque

A l'orientation et a la position pres, un triangt entierement déterminé par :
- La donnée de trois longueurs.

- La donnée de deux longueurs et d'un angle.

- La donnée de une longueur et de deux angles
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Propriété (formule de Héron d'Alexandrie)

SoitABCun triangle.
L'aire d'un trianglABC de longueurs de cotésb etc vautS=,/p(p-a)(p-b)(p—c) oupestle

demi-périmetre c'est-a-dipe= %(a+ b+ c).

Démonstration

Remarquons quep(p—-a)(p—b)(p—-c) = %6(a+ b+c)(-a+b+c)la-b+c)(a+b-c)
= 15l(b+ 0y - @[ - (b~ ).

On aS= —ABx AC x sinA = lc x bx sine.

2 2

D'ouS?= 4b2025ir120(.

Or cosg= & =0 =¢* (Théoréme d'Al Kashi)
B 2bc '

De plus,sifa=1- coSa= (1- cosa)(1l + cosa) =
_Ib+c)’~a?[a*~ (b-c)’]
4b2c? '

DoncS?=p(p-a)(p - b)(p - ©).

(Zbc— a22 b+Cb2 +c? j( 2bc+ a22b_cb2 - czj

Propriété (loi des tangentes)

Soit un triangleABC dont les angles sont not&sB , Cet
A-B

BC-AC _ @5
BC+AC ™ A4B
tan=5

On a

Remarque
a;b tana—;ﬂ
Cette relation peut aussi secrlra+ b~ atf
2 tan >
Démonstration
+
Rappelons que : SpH sing = 2sin & qcosp;q
et sip-sing= 25mucosp f
2 2
sina sinﬁ S'“V b _ sing , Sinf
Puisque>3z— = , on ag +¢ _—siny siny "
+ —
Et donc(a b)smy sing+ sinf= Zsm—ﬂcosa p
2 2
De méme, on obtient qtﬁéﬁlg—) siny=sina — sing = 2si _ﬂ Zﬂ

a-b . a—p atf

) Sin——c0s— )
D'ou atbh - a+p Py et le résultat.
2 sin——cos—
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XI1. Polygones

1. Quadrilatéres

Un quadrilatere est la donnée de quatre pointdatugppelé sommets du quadrilatére.
SiABCDest un quadrilatere, on appelle c6tés du quadirddes segmentéB], [BC], [CD] et [DA].
Par abus, on identifiera un quadrilatére a sescoté

Comme pour les triangles, nous négligerons le eagjdadrilatéeres aplatis.

B B B

D
C

Les diagonales du quadrilatek8CD sont les segmenté(] et [BD].

Un quadrilatere est dit convexe si, quelque saibké choisi, les deux sommets restants sont @ans |
méme demi-plan de frontiere ce coté.

Un quadrilatere est dit croisé si deux segmentscoosécutifs sont sécants.

Un quadrilatere est dit concave s'il n‘est ni caleva croiseé.
Propriété (Formule de Brahmagupta)

Soit ABCDun quadrilatére convexe inscriptible (les sommset# cocycliques) dont les longueurs des
cotés song, b, c etd. Alors l'aire deABCDestS= ,/(p-a)(p—b)(p-c)(p—d) oup désigne le
demi-périmetre c'est-a-dipe= %(a+ b+c+d).

Remarque

C'est une généralisation du Théoreme de Héronaioabtient le résultat en prenant deux points du
guadrilatere confondus i.e. I'une des longueursdts.

Démonstration

Ona: S=aire(ABCD) = aire(ABC) + aire(ACD) = %AB x BCx sinB + %AD x CD x sinD

ou encore, en utilisant les notations de la figuh#essus : 3= adsing + bcsing.
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Les angleg’ et 6 sont supplémentaires. lls ont donc méme sinusues lcosinus sont opposeés.
Il s'en suit que 8= (ad+ bc)sing et 452 = (ad + bc)*sire3 .

Le théoreme d'Al Kashi utilisé dans Ies}riangﬂ&? et ACD ayant le c6téAC] commun nous donne:
AC?=BC?+ AB?- 2ABxBC cosB et AC?=CD?+ AD?- 2ADx CD cosD.

Ou encore a*+ d?—2adcosp =b*+ c?— 2bccoss= b? + ¢ + 2bccosp.
C'est-a-dire  2ad+ bc)cosp=a?+ d?— b?— ¢? et donc 4ad + bc)?cosp = (&% + d* — b* — )2

D'ou 168%=4(ad+ bo)?sirtB= 4(ad+ bc)*(1 - cosp)
= 4(ad + bc)? — 4(ad + bc)? cosp
= (2ad+ 2bc)? — (% + d* — b* — ¢?)?
= [(2ad+ 2bc) — (&2 + d? — b? — A)][(2ad + 2bc) + (% + d* — b* — ¢?)]
=[(b+c)*— (a-dy[(a+d)?*- (b-c))]
=(-a+b+c+d)(@a+b+c-d)(a-b+c+d)(a+b-c+d)

On obtient le résultat car : p—a:%(a+ b+c+d)—-a=2(-a+b+c+d)
p—b=2(a-b+c+d)
p—-c=2(@+b-c+d)
p-d=2(-a+b+c+d)

Propriété

Un quadrilatere convexe est inscriptible (rapges:sommets sont cocycliques) si et seulementsi de
angles opposés sont supplémentaires.

Propriété

Un quadrilatere croisé est inscriptible si et sewdet si deux angles opposés sont égaux.
Démonstration

Il s'agit de corollaires des propriétés des anglesits.

Propriété (théoreme de Ptolémée)

Dans un quadrilatere convexe inscriptible, le piodes longueurs des diagonales est égal a la somme
des produits des longueurs des cotés opposes.

Démonstration

SoientABCD un quadrilatere convexe inscriptiblekete point de AC] tel que me§ABK) = megDBC).

D
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On a me$ABD) = megABK) + megKBD) (angles orientés)
= megqDBC) + megKBD)
= megqKBC)
Et meqADB) = meqACB) (points cocycliques)
= megqKCB)

Les trianglesABD etKBC sont donc semblables.
CK _ BC

On adoncm “BD -

On montre de méme que les triangh3K et DBC sont semblables.

~ntAK _ AB
Et on obtlentﬁ =BD -

D'ot CKxBD=ADxBC
AKxBD=CD x AB
ACx BD = (AK+ CK) x BD=AD x BC+ CD x AB.

Remarque

La réciproque est vraie mais la démonstrationifiéétrvenir une propriété que nous n'avons pas vue.

2. Parallélogramme

Définition

On appelle parallélogramme tout quadrilatére (ceayeont les diagonales se coupent en leur milieu.

Propriété

Un quadrilatere est un parallélogramme si et seeiérsi ses cotés opposés sont paralleles.
Un quadrilatere est un parallélogramme si et sesiérsi ses cotés opposés ont méme longueur.

Démonstration

Théoréme de Thales et sa réciproque en considésadiagonales du quadrilatére.

Définition

Un rectangle est un parallélogramme qui possedamgle droit.
Propriété

Les diagonales d'un rectangle ont méme longueur.
Démonstration

Théoréme de Pythagore a partir des cotés du réetang
Propriété (identité du parallélogramme)

Soit ABCDun parallélogramme.
Alors on aAB?+ BC?+ CD?+ DA?=AC?+ BD?
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Démonstration
Soit O le centre du parallélogramme (intersection degatiales).
La droite OB) est une médiane du triangd8C et la droite OD) est une médiane du triangh€D.

Onadonc AB?+BC?=2B0O?+ 2A0?
et AD?+ CD?=2D0?+ 20C?

D'ou AB?+ BC?+ CD?+ DA%?=4B0O?+ 4A0?=BD?+ AC2
Définition

Un losange est un parallélogramme dont les diagsraint perpendiculaires.
Propriété

Les c6tés d'un losange ont méme longueur.

Démonstration

Théoréme de Pythagore a partir des demi-diagodaléssange.
Définition

Un carré est un losange-rectangle.

3. Polygones

Définitions

Un polygone est une suite finkgAxAs...A, den (> 3) points du plan appelés sommets (l'ordre des
sommets a de l'importance dans le polygone).

Les segmentsA, A1) avec la conventioA,., = A; reliant les couples de sommets consécutifs sont
appelés les cbtés du polygone.

Chaque sommet ainsi que les cotés qui s'y internefiirment un angle. On dit que c'est un angle du
polygone.

Remarques
# Un polygone & sommets posséde aussiotés eh angles.
# Un segment reliant deux sommets non consécutifspilygone est appelé une diagonale de ce

polygone. Une diagonale est donc un segment quti fil@ux sommets et qui n'est pas un c6té du
polygone. Un polygone cétés possede aing—gnz_—?’) diagonales.

# La notion de polygone se généralise en dimensjuer 8elle de polyédre.

Notation

Un polygone a trois sommets est un triangle. Ungmie a quatre sommets est un quadrilatere.
Un polygone a cinqg sommets est un pentagone Un podyg six sommets est un hexagone

Un polygone a sept sommets est un heptagone Unguyg huit sommets est un octogone

Un polygone a neuf sommets est un nonagone Un podygalix sommets est un décagone

Un polygone a onze sommets est un hendécagone Myopel a douze sommets est un dodécagone
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Il existe des noms pour les polygones qui suivddanmoins, au dessus de 10, nous utiliserons
I'appellation "polygone & cbtés".

Définition

Un polygone est dit convexe si son intérieur eavege.

Remarque

# Un polygone est convexe si et seulement si tasiasgles sont saillants.

# Un polygone est convexe si et seulement si, éiamé une droite passant par deux sommets
consécutifs, tous les autres sommets sont danérieerdemi-plan de frontiére cette droite.

# Un polygone est convexe si et seulement si taé@ssliagonales sont & l'intérieur de la surface

délimitée par le polygone.
Définition
Un polygone est dit croisé si au moins deux deedis non consécutifs sont sécants.
Définition
Un polygone est dit concave s'il n'est ni convexgaisé.
Propriété
La somme des angles d'un polygone convaxe@és est égale a € 2)r.
Démonstration
SoitM un point intérieur & un polygoreAsAs.. An.
La somme des angles au somiMedes différents triangle&MA..; (avec la conventioA.., = A;) est 2.
La somme des angles du polygones est la sommandkes ales différents triangle®\MA;,; moins la
somme des angles au somiikt'est-a-dirext — 2.
Définition
Un polygone convexe est dit régulier si tous sééscont égaux et si tous ses angles sont égaux.

Remarque

Un polygone convexe est régulier si tous ses &Bseégaux et si tous ses sommets sont sur urecercl
Un polygone régulier posséde donc un centre eetnieccirconscrit.

Propriété
Les angles d'un polygone régulien aommets sont tous égau@al_nZJ
Définition

Un polygone est dit inscriptible si tous ses sonsisettrouvent sur un méme cercle appelé cercle
circonscrit au polygone.
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Exemples

# Un triangle est inscriptible.

# Un parallélogramme est inscriptible si et seulensen'est un rectangle.
# Un polygone régulier est inscriptible.

Définition

Un polygone est dit circonscriptible si tous set@s&ont tangents a un méme cercle appelé cesclétin
dans le polygone.

Exemples

# Un triangle est circonscriptible.

# Un parallélogramme est circonscriptible si et sednt si c'est un losange.

# Un polygone régulier est circonscriptible.

Définition

Les médiatrices d'un polygone sont les médiatdesscotés du polygone.

Remarques

Les médiatrices d'un polygone régulier sont apped@ethémes : ce sont les droites passant pantiece
du polygone et les milieux de ses cotés. On padsial'apothémes pour les segments et non legslroit
Le rayon du cercle inscrit dans un polygone régest la longueur d'un apothéme.

Propriété

Pour qu'un polygone convexe posséde un cerclensiceib, il faut et il suffit que ses médiatricesest
concourantes.

Démonstration

Le centre d'un cercle passant par tout les somatheigpolygone est a égale distance de ceux-ci. Il
appartient donc toutes les médiatrices des coétés.

Réciproquement, le point d'intersection des médegrdes cbtés est a égale distance des sommets.
Définition

Les bissectrices d'un polygone sont les bissestdes angles du polygone.

Propriété

Pour qu'un polygone convexe posséde un cerclatingéaut et il suffit que ses bissectrices saien
concourantes.

Démonstration

Le centre d'un cercle tangent a tous les cotéspailygone est a égale distance de deux cbtés adifséc
Il appartient donc a la bissectrice de I'anglerdgfar ces deux cbtés c'est-a-dire un des angles du
polygone. Réciproquement, le point d'intersecties blissectrices est a égale distance des coétés.
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XIl. Contructibilité a la regle et au compas

1. Préliminaires
Définition

Un pointM est dit constructible a la régle et au compagidr pun pointP s'il existe une succession
d'opérations faisant intervenir uniquement destelsat des cercles (dont on connait le centrerai/ta)
qui permettent d'obtenM a partir deP.

Un réelx est dit constructible si I'on peut construire éélgle et au compas un segment de longxeur
partir d'un segment de longueur 1.

Remarque

On peut considérer des constructions avec seulamentegle (non graduée). Mais c'est assez rastrict
car, par exemple, il a été montré que I'on ne pasitreprésenter le milieu d'un segment ou tracer la
paralléle a une droite passant par un point doxeé aniguement une regle comme outil.

On peut aussi considérer des constructions avéensent un compas. Il a été prouvé que tout nombre
qui est constructible a la régle et au compag,d@ssi uniquement au compas.

Exemple 1

La construction du symétrique d'un point par rappam droite ou la construction de la perpendioeiia
une droite passant par un point : Sditine droite et soi€ un point du plan qui n‘appartient paB.a

On choisit deux pointa etB deD de sorte que I'angkeCB soit obtu.

On trace ensuite les cercles de ceAtde rayonAC et de centr® de rayorBC.

L'autre pointC' d'intersection de ces cercles est le symétrique ke rapport a la droit® et la droite
(CC)) est perpendiculaire .

Exemple 2

On cherche a construire un hexagone inscrit darerate.

SoitI" un cercle de centi@ et de rayorm.

SoientA etB les points d'intersection deavec une droite qui passe @ar

L'intersection des cercles de centtest B et de rayons avecl” donnent 4 pointg, F, G etH.

Les pointsA, B, E, F, G etH sont les sommets (non consécutifs) d'un hexagamdier.
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Remarque

Les trois grands problemes de constructibilitéa(eeble et au compas) de l'antiquité furent laidapbn
du cube, la trisection de I'angle et la quadratiureercle (dont une expression est restée).
Il a été montré au XIXeme siecle (P.-L.Wantzel) gas probléemes n'avaient pas de solution.

La duplication du cube : On sait construire un cdeéurface double d'un carré donné.
En effet, si l'aire d'un carré est(donc de cotd), le carré de coté/2 a
pour aire 22 Le réela/2 est la longueur de la diagonal du caitél.
a

al 2

al2

On ne sait pas construire un cube dont le volumatde double du
volume d'un cube donné!

La trisection de I'angle : On sait couper un angl@ ¢bissectrices).
On ne sait pas construire deux droites qui parsagerun angle en 3.

La quadrature du cercle : On ne sait pas constomirgercle ayant la méme surface qu'un carré donné
ou inversement.

2. Opérations
Propriété
L'addition ou la soustraction de deux nombres caosbles est constructible.

Démonstration

SiAB=xetBC=yalorsAD=x+yetAE=Xx-Y.
Conséquence
Tous les entiers sont constructibles.
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Propriété

La multiplication ou la division de deux hombresistuctibles est constructible.

Démonstration
C
B
A D E
AC _ AE AC
On aAB = AD c'est-a-dirAE=AD x 7= AB

SIAD=1,AC=xetAB=yalorsAE=x1Yy.
SiAB=1,AC=xetAD =y alorsAE = xy.

Conséquence

Toutes les fractions rationnelles sont construesibl
Propriété

La racine carrée d'un nombre constructible esttoactible.
Démonstration

Soitx un nombre réel constructible tel gue 1.
On considere un cerclede centre un poir et de rayom = % (qui est bien constructible aussi).

SoitD une droite qui passe p@ret soientA etC les points d'intersection d@avec/.
SoitB le point deD intérieur a/ tel queAB= 1.
SoitE un des deux points d'intersection/davec la perpendiculaireapassant paB.

Ona:AB=1BC=x-1.
Les anglefAC EAB &@CE sont supplémentaires ddeB=ECB
De plus,EB - tan(AEB) = tan(ECB) = @ d'olEB?=ABx BC=x-1

Et, d'aprés le théoreme de Py’[hagté:'é2 ABZ+ EB?=1+x-1=xetdoncAE= /X.
E

A\ B o) /c
Pour généraliser a tout nombre constructitated (pas nécessairement plus grand que 1), on évedel
nombrey = %

Le nombrey est constructible (division des nombres constnleti 1 e) et on ay > 1 lorsquex < 1.

On peut donc construirgy et par suifg, puisgue %
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