Chapitre 9 : Développements limités

F. Wlazinski

9th January 2004

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle de R ou R tout entier, zy est un élément de I, f est un
élément de A(I,R), n est un entier naturel et P est un polynome de R,[X].

1 Formules de Taylor

Remarque 1

11 existe plusieurs formulation du Théoreme de Taylor. Les plus connues étant nommées “avec reste
intégrable”, “avec reste de Lagrange” ou “avec reste de Young”. Les conditions initiales de chacune
de ces formulations ne sont pas exactement les mémes.

Théoréme 2 Formule de Taylor-Young

On suppose que f est continue et dérivable n fois c’est-a-dire f € C"(I,R).
Alors il existe une fonction ¢ définie sur I telle que : Vx € I,

T — 7)? T — x0)* zT—x
F(&) = Flao) + (2= 20) ' (a0) + 2 pr(ag) 4 CI 0 ) g PN g0 ) 4 (o -
zo)"e(x — xo) avec li)m e(xr —x0) =0
T — To
Si on remplace = par xg + h, on obtient : Va € R / 2o+ h € I,
2

3 n
Fla+ 1) = (o) + hf'(z0) + 57" (w0) + o7 F (@) 4 -+ ) o) + e (h) avec Tim e(h) = 0.

Remarques 3

e La notation oy, ((z — z,)") ou o((z — z,)") signifie (z — zy)"e(z — z) avec wlgrio e(x —xp) = 0.
e De méme, o(h") signifie h"e(h) avec hli_r)nos(h) =0

e On a la formulation équivalenth : ,

Flao +h) = F(@0) + h'(w0) + 5" (w0) + 5 F O (w0) -+ o F) (o) + (")

e On utilise assez souvent le developpement de Taylor en ( dont la formule est :

f(z) = f(0) +zf'(0) + f”() f 0) + -+ 2 f )(0) + o(z™).

Ou parfois avec h qu1 est une formulatlon equ1valente puisque zy = 0.

f(h) = f(0) + Rf'(0) + f”() f(3() 42 f )(0) + o(h™).

e Pour n =2, on obtlent l’equatlon de la parabole tangente a la courbe.

e On peut éventuellement prolonger par continuité la fonction € en 0 en posant £(0) = 0 c’est-a-dire
la limite quand h tend vers 0 de €.

Exemple 4

h3 h’
Développement de Taylor de sin a l'ordre 6 en 0 : sinh =h — — + = + o(h®).



Remarque 5

sin est une fonction impaire et les coefficients du D.L. en 0 de sin sont tous impaires.

2 Développement limité en un point

Définition 6

On suppose que z( est réel.
Soit V' € V(zg) et soit n € IN. On dit que f admet un développement limité (D.L.) d’ordre n en z si
et seulement si : Jag,a1, - ,a, E R/ Vz €V,
f(z) =ap +a1(z — z0) + az(z — 20)? + az(x — 70)® + - - - + an(z — )™ + 04, ((z — 79)™) 0u encore
f(x) = ag + a1(z — mo) + as(z — 20)? + a3(x — 10)% + -+ + an(x — 20)™ + (z — z0)"e(x — o) avec

lim e(z —=zp) =0.
T — T

ag + a1(z —xo) + -+ - + an(x — 29)™ est appelée partie principale du D.L. (de f en zg & l'ordre n).
(z — mo)"e(x — o) est appelée reste du D.L. & l'ordre n (de f en xp).

Exemple 7

La fonction définie sur R par f(z) = 1 + z + 22 + z3sinz admet un D.L. d’ordre 2 en 0. En effet,

f(zr) =1+ + 2% + 2?(rsinz) et on a bien limoxsinx = 0.
T —r

Remarques 8

e Dans le cas particulier zp = 0, on a f admet un D.L. d’ordre n en 0 si et seulement si f(z) =
ag + a1t + agz? + azr + - - + apz™ + o(z").

o Le reste d’'un D.L & l'ordre p > n de tout polynéme de degré n est nul.

Par exemple si on cherche de D.L. & l'ordre 2 en 2y = 1 de f(z) = z? + 4z + 1, on obtient f(z) =
6+6(z—1)+(z—1)2=6+6(z—1)+(z—1)>+o((z—1)%) =6+6(z—1)+ (z— 1)+ o((z —1)'%).

Propriété 9
Si f admet un D.L. en x( de partie principale P alors f ~ P.
zQ
Propriété 10

Toute fonction n fois continfiment dérivable sur un voisinage de zy admet un D.L. d’ordre n en x.
Celui-ci est donné par exemple par la formule de Taylor.

Exemples 11
N - . 22 3 gt P S
e DL.dee*en0alordre5: e _1+$+§+§+E+§+O(m ).
e D.L.de (1+x)*en 0 alordre 4 avec a € R*.
Sur]—1,1[,onal+2z > 0donc (1+z)* € C®(] — 1;1]).
Ona (14 2)%) =a(l +2z)*!
(1+2)%)" =ale-1)1 +2)*?
(1+2)9)® = a(a = 1)(@ =2)(1 +2)°7?
(1429 = a(a—1)(a—2)(a—3)(1+z)*>*  donc:
( a(a—1)$2+a(a—l)(a—2)x3+a(a—l)(a—2)(a—3)

a 4 4
1+z)*=1+az+ 51 a0 1 z* + o(z*)
1
e En particulier pour o = —1: vz 1—z+2?— 2%+ 2" + o(z?).
x

Remarque 12

1
Attention, on n’a pas la réciproque si n > 2. Par exemple, soit f(z) = z + 23 sin (—2)
x

1 1
f admet un D.L. d’ordre 2 en 0 et pourtant f’(z) = 1+ 3z?sin <—2) —2cos <
x

—2> n’est pas continue
z

en 0. Donc f n’est pas deux fois dérivable en 0.



Propriété 13
f admet un D.L. d’ordre 0 en zy < f est continue en zy ou peut étre prolongée par continuité en xzg.
f admet un D.L. d’ordre 1 en o < f est dérivable en z.
Démonstration
Une partie des implications est donnée par la propriété précédente. Il reste donc & montrer :
e (=) Ona f(r) =ay+e(x — zg) avec zli_)rrios(x —xz9) =0.
Dot lim f(z)= ap.

T —r o

e (=)Ona f(zr)=ao+a1(z — xg) + (x — z9)e(xr — zg) avec lim e(z —zo) = 0.

On a f continue en zg et f(zg) = ap- e
Donc @) = f(@o) =a;+e(z—x9) et lim Hz) = (@) = a1 = f'(zo)
r — X T — To r — X

O

Remarque 14

Si f admet un D.L. d’ordre n > 1 en z( alors f est continue en z( et f est dérivable en xj.

Propriété 15

Il y a unicité du D.L. & un ordre donné.

Démonstration

f(z) =ap+ai(z—z0) +az(z—30)? +- - +an(z—z0)" + (T — 30)"e1 (T — 7)) avec h_{n e1(z — o)
T — x0

f(@) = bo+by(z — 20) + ba(x — £0)* + -+ + bn (& — m0)" + (& — o) ez(x — o) avec lim e5(z — o)
0

Donc lim f(z) =ap et lim f(z)=by. De part I'unicité de la limite : ag = by.
T — T T — TQ

0
0.

On suppose z # xg et on simplifie par (x — zp). En utilisant & nouveau la limite, on trouve a; = b;.
On continue ainsi jusqu’a ’ordre n. 0

Remarque 16

Si on sait qu’une fonction est dérivable n fois en x( et si 'on connait son D.L. en zg & I'ordre n, on
peut donc en déduire les valeurs des dérivées successives jusqu’a ’ordre n grace & la formule de Taylor
et I'unicité du D.L..

Propriété 17

f admet admet un D.L. & I'ordre n en zy € R si et seulement si la fonction h — f(z¢ + h) admet
un D.L. en 0.

Exemple 18

On cherche & déterminer le D.L. en 3 de e & 'ordre 2.
Onposez=3+h & h=z—3.
z proche de 3 < h proche de 0.

h2
Onae® =e3th =3 x eh = €3 <1+h+7+0(h2)> =e3 (1+(m—3)+T+0(m2)).

Remarque 19

Les propriétés qui vont suivre sont donc données pour les D.L. en 0. Elles peuvent se généraliser aux
D.L. en un point zg # 0 ou en Fo0.



Définition 20

Soient p,q € N tels que g < p et soit P = ag + a1 X + a2 X% + a3 X3 + --- + a,X? un polynéme 2
coefficients dans R de degré inférieur ou égale & p c’est-a-dire P € R,[X].
On appelle polynoéme tronqué de P & l'ordre g et on note Try(P) le polynoéme ag + a1 X + asX? +
asX3 4+ ag X7
Remarque 21
On a donc deg Try(P) < g c’est-a-dire Try(P) € Ry[X].

Propriété 22

Si f admet un D.L. 4 l’ordre n en 0 de la forme f(z) = P(z) + o(z") et si s < n, alors f admet un
D.L. a4 l'ordre s en 0 de la forme f(z) = Trs(P)(x) + o(z®).

Remarque 23

Cela signifie que si ’on connait le D.L. de f en x( a 'ordre n, on le connait pour tout ordre inférieur.

Exemple 24
z2 22 ozt 2P
On sait que e* = 1+$+_+§+E+§+O( )
2 37 a5
ie. €% —1+x+—+§+—+§+xe( x) avec limos( z) = 0.
22 23
On a donc €e* —1—|—m+—+§+$ (4'—|—§+.rg( ))
72
Si on pose €y(x) = E + =~ + z2%¢(z), on a bien lim €y(z) = 0.
5! z—0

3 Opérations sur les D.L.

Propriété 25

Soit A un réel.
Si f admet un D.L. & l'ordre n en 0 de la forme f(z) = P(z) + o(z™) et si g admet un D.L. & l'ordre
n en 0 de la forme g(z) = Q(x) + o(z") alors :
e f+ g admet un D.L. & l'ordre n en 0 de la forme (f + g)(z) = (P + Q)(z) + o(z").
e )\f admet un D.L. & Vordre n en 0 de la forme (Af)(z) = (AP)(z) + o(z").
e f x g admet un D.L. & 'ordre n en 0 de la forme (f X g)(z) = Try,(P x Q)(z) + o(z™).
e Si de plus g(0) = 0 alors f o g admet un D.L. & Pordre n en 0 de la forme (f o g)(z) = Trp(P o
Q)(z) + o(z™).

e En particulier, si R est un polynéme alors R o g admet un D.L. & 'ordre n en 0 de la forme

(Rog)(z) = Tra(Ro Q)(z) + o(z™).
Exemples 26

e On cherche le D.L. de sin en % a I'ordre 5.

On a sin (g + h) = sizl (Z) cos h + cos (z) sinh = ?(cosh + sinh).

4
h? h h® h
Orcosh=1-— ——i-?—l—o(h‘r’)etsmh h — §+5+0(h5)
. (T V2 IS S S 5

g)_(ﬁ—Z)Q_(w—%)g (-3, C-3) o

2
c’est-a-dire sinz = % 1+ (w 1 ol 31 4! 5!



COS T

e On cherche le D.L. en 0 de f(:zc):1 a l'ordre 3.
1
Ona1 =1+z+22+ 2%+ o(2?)
x 2
et cosz =1— — + o(z?).
2
- 2, .3 z’ 3 0, 3 3 3
Dol f(z) =Trs {1+ z+=x +$)(1—7) +o(z’)=14+z+z°+z —7—7+0(:c):1—l—x+
z? 13 3
e On cherche le D.L. en 0 de f(z) = n(l z?) & T'ordre 4.
Si on pose g(z) = z2, on a bien g(0) = 0 et g(z) = z2 + o(z*).
z? 3 x4
Onaaussiln(1+ac):x—7+§—z+o(x4).
4 6 8 4
Donc f(z) = Try o A +o($4):m2—x—+o(w4).
2 3 4 2
2 23 b 2 ab
e On sait que e* —1+x+—+§+—+§+a+o( 6).
3 4 5 6
z¢  z° ot 2 oz
Onobtlentew—l—m+§—§+z—§+a+( 6).
—Z
Onacha::%.
z?2 ozt b
Doncchx—1+—+E+a+ o(z9%).
_ =z
Onashx:%.
3 5
z° oz
Doncshx—x+§+§+ o(z%).

e On cherche le D.L. en 0 de f(z) = arctan (shz) & lordre 3.
1 1
Onash0=0etshz =2+ 6:1:3 + o(z3) et arctanz = z — 5:1:3 + o(z3).

1 1 1,)\° 1
Donc f(z) = Try (m + Ea:3 ~3 <:c + 6:53) ) +o(z?) =z — Ex?’ + o(z3)

Démonstration

On a f(z) = P(z) + z"e1(x) avec wliglo e1(z) =0 et g(z) = Q(z) + z"™ea(z) avec xli;n() ga(z) = 0.
e On obtient (f + g)(z) = P(x) + z"e1(z) + Q(z) + 2"e2(z) = (P + Q)(z) + z"(e1(z) + e2(x)).
On pose e(z) = €1(z) + e2(x).

On a bien $1£1105(w) =0et (f+9)(z)=(P+Q)(z)+ z"e(x).

e On obtient (Af)(z) = A(P(z) + z"e1(z)) = A(P(z) + z"(Ae1(x)).

On pose e(z) = ey (z).

On a bien mli_r)noe(m) =0et (A\f)(z) = (A\P)(z) +z"e(z). [

Remarque 27

1
Si f ne s’annule pas en 0 c’est-a-dire f(0) = a # 0 et si f admet un D.L. en 0 & 1'ordre n, alors —

f
1
admet un D.L. en 0 & 'ordre n qui est obtenue en considérant ¢ o (f — a) avec ¢(t) = v
a
Exemple 28
1
On cherche le D.L. en 0 de f(z) = ————— a l'ordre 3.
COST + sinx
Onacosz +sinz =1+1z— -22 — —23 + o(z3) et =1-xz+122— 2%+ o(23).

2 6 14z



1 1 1 1 2 1 1 3
-7 1— _Z,2_ 2.3 _ 42 _ .3 2 3 3) =1
Donc f(z) r3< (x 2w 6x>—|—<w 2:5 6x> (:1: 2:v 6x) >+0(:1:)—

1 1 11
x—§m2—6$3+x2—m3—z3+0(m3):1—$+§w2+gw3+0(z3).

4 Autres propriétés sur les D.L.

Propriété 29
Soit ¢ € IN* (¢ > 1).
Si f admet un D.L. en zy & 'ordre n > ¢ de la forme :
f(z) = ag(z — 20)T + agy1(z — 20) T + agia(z — 20) T2 + -+ + an(z — o)™ + 044 (T_20)™), alors la
f(@) . peut étre prolongée par continuité en zy. De plus g admet un

(z — o)

D.L. en zy & 'ordre n — ¢ qui est :
9(x) = ag + agi1 (T — T0) + agra(T — 20)2 + -+ + an(T — o)™ I + 05y ((z — )™ 9).

fonction g définie par g(z) =

Remarque 30

On peut avoir a; = 0 ou ag = aq+1 = 0.

Exemple 31
h® K
On sait que sinh = h — ) + o + o(h®) en 0.
sinh nont
Donc - zl—ﬁ—l—ﬁ—ko(h)en&

Propriété 32
Soit f(z) = P(z) + o(z") le D.L. de la fonction f en 0 & 'ordre n. Alors :

e si f est une fonction paire alors tous les monomes de P sont de degré pair.
e si f est une fonction impaire alors tous les monémes de P sont de degré impair.

Démonstration
On sait que f(z) = P(z) + z"e(z) avec limos(a:) = 0.
z —
On a donc f(—z) = P(—z) + (—z)"e(—x).
Si f est paire, on a f(z) = P(—z) + (—z)"e(—z) = P(—z) + (z)"[(-1)"e(—-x)].
On a bien limo(—l)"e(—a:) =0.
T —r
De part I'unicité du D.L. on a bien P(z) = P(—z) c’est-a-dire P paire d’ou le résultat.
Le cas f impaire se résoud de la méme facon. 0

Propriété 33

Soient f une fonction continue sur I et F' une primitive de f.
Si f admet un D.L. en z(y & 'ordre n de la forme :
f(z) =ap+ai(z — x0) + az(z — 20)? + az(x — 20)> + - - - + an(x — T0)" + 04, ((z — T0)"),
alors F' admet un D.L. en 2y & 'ordre n + 1 de la forme :

a1 9, G2 3 n
F(z) = F _ D @2
(iE) (.’Bo) + ao(.’E .T()) + 9 (IE :C()) + 3 (.’L‘ .’L‘o) + + 1

(z — 20)" ! + 04 ((z — 1) T1).

Exemples 34
e On cherche le D.L. en 0 de In(1 + z) & l'ordre 5.

=1—-z+22 -2+ 2* 4+ o(z*) en 0.
2?2 23 gt ad
Donc In(1 + z) admet un D.L. & l’ordre 5 en 0 qui est : In(1 +2z) =z — -t 37 + = + o(x?).

1
Puisque (In(1 + z))’ = et que

1+2 1+2x



e On cherche le D.L. en 0 de arctan (z) & ordre 5.

1
On sait que : =1-1z+ 2>+ o(z?) donc T2 1— 2%+ z* + o(z?).
Or (arctan)'(z) = 522 et arctan 0 = 0.
3 1
Donc arctanz = x — 5 + = + o(z?).

Propriété 35

Soit P un polynéme de R,[X] et P’ son polynéme dérivé. On suppose que f admet un D.L. en z
a Pordre n de partie principale P c’est-a-dire f(z) = P(z — z¢) + 0z, ((z — z0)").
Si f est dérivable en zg et si f' admet un D.L. en zy & lordre n — 1 alors la partie principale de ce
D.L. est P’ c’est-a-dire f'(z) = P'(x — m0) + 0z, ((z — m0)" ).

Remarque 36

e La condition f’ admet un D.L. est nécessaire. En effet, si I'on reprend la fonction f(z) = z +
1 1 1

z3 sin —2>, on a bien que f admet un D.L. d’ordre 2 en 0. Or f/(z) = 1+ 3z%sin <—2> —2cos (—2>
x x x

n’admet pas de D.L. en 0.

e On peut donc intégrer terme a terme un D.L.

e On pourra dériver terme a terme un D.L si c’est un développement de Taylor d’une fonction
suffisamment dérivable.

Exemple 37
On sait que la fonction cos est infiniment dérivable sur R. Donc cos admet un D.L. jusqu’a l'ordre 4.
mo=o-Z + 2 4 (z°)
sing =z — v + = + 0(27).
.\ z? zt 4 2 4
On a cosz = (sin) (:1:)=1—3><§+5x5—|—0(:1:)=1—§—|—Z+0(x )

5 Développement limité en P’infini

Définition 38
On suppose que [ est un voisinage de Foo.
- ~ 1
On dit que f admet un D.L. 4 ’ordre n en 400 si et seulement si la fonction f définie par f(t) = f (—)

admet un D.L. & ordre n en 0F.
On suppose que I est un voisinage de —oc.

z = 1
On dit que f admet un D.L. 4 ’ordre n en 400 si et seulement si la fonction f définie par f(t) = f (¥>
admet un D.L. a I'ordre n en 0.
Exemple 39
On cherche le D.L. & l'ordre 2 en l'infini de la fonction f définie sur R\ {1} par f(z) = ul T
m p—

1 1
Soit z € R*, on pose h = — i.e. T = —.

x
Si z est proche de I'infini alors h est proche de 0.

T 1 1 /1\2 1\? 1 1 1
Onaf(“’):L:m:“h*mo(*):”;*(ﬁ “((5) ) :1+E+E+O<F)'



