Développements limités

Définition

Soientn[ON*, | un intervalle deR tel que O soit dihtérieur dd etf une application dedansR.
On dit quef admet un désioppement limite (DL) a lordren en 0 et seulemendi il existe un poynéme
P a coefftients réels tel qu: dedP < n etf(x) = P(X) + X"€(X) aveclxiw e(x) =0.

Exemple

Soitf la fonction définie suR parf(x) = 1 +x(1 +x+xsinx)’.
fadmet un DL en O a l'ordre 2.
En effet, f(x) = 1+x[(1+x)° +2(1 + x)xsinx + (xsinx)?]
= 1+ X(1+2x+x2 +2xsinx + 2x2sinX + x2sin’x)
=1+ X+ 22 +x3+ 22 sinx+ 23 sinx + x3 sin’x
=1+ X+ 2X% +X2(X+ 2sinx + 2xsinX + Xsinx)
On aben lim X+28nx+2xsinx+xsin?x = 0.

Remarques

# Lorsquune fonctiorf admet un DL adrdre n en Ode la formeP(x) + X"e(X) aveclxim e(x) =0, le

polyndmeP estuniqueet est appelé pée régiliere de ce DL.
# Sif est paire ou impaire, il en est de méme pour

Définition

Soientn[N, | un intervalle deR, a un pointa lintérieur dd etf une application dedansR.

On dit quef admet un désloppement limité a brdren ena si et seulement si il este un poyndmeP a
coefficients réels tel qu: degdP < n etf(a + x) = P(X) + X"g(X) aveclxi m e(x) =0.

Cette demiere relation étant éqgualente &(x) = P(x —a) + (x— a)"e(x — a) aveclim &(x—a) = 0.

Exemple

Soitf la fonction définie suR parf(x) = x2 + 1+ (x — 1)* sin(2zx).
fadmet un DL en 1 a 'ordre 2.
En effet, si on pose= 1+ h, x proche de 1 est équivalenh@roche de 0.
Et, on a :f(x) =f(1+ h)
=(1+h)’+1+(1+h-1)*sin(2z(1+h))
=1+2h+h?+1+h?s€in(2z + 27h)
=2+ 2h+h?+h?sin(2zh)
On a bieriim sin(2zh) = 0.
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Propriété
Une fondion f admet un DL e si et seulement si I'applicatibn— f(a + h) admet un DL en 0.
Définition

Soientn[N, | un intervalle d&R contenat +co (resp—o) etf une application dedansR.
On dit quef admet un désloppement limité a brdren en+oo (resp—o) 9 et seulement si la fonctidh

définie parf*(t) = f(%) admet un DL adrdren en O.

Exemple
_ _ o In(1+%)+x2—x+3
Soitf la fonction définie sur ]8o[ parf(x) = e .
f admet urD.L. en+ a l'ordre 3En effet,f(x) = x_l?’ X In(l + ) + % - X—lz + %

Si on pos& = % X proche deroo est équivalent b proche de 0

Et,ona:f(x) = f(%)

=h3In(1+h)+h-h2+3h*=h-h2+3nh®+h3In(1+h).
Ona bieriLrp In(1L+h) =0.

Théoréme (Taylor-Yourg)

Soitn un entierA une partie d®R etf une fondon deA dansk ouC.
On suppose qu'il exisatlA eth > 0tels quef ®(x) existeldp < n—1 etOxO]a—h,a+h[0 A

Alors OxO Ja—h,a+h[, f(x) =f(a) + (x—a)f'(a) +. Mf(”’(a) +(x—a)"e(x)
—Z %f“"(a) +(x—a)"e(x) avec lime(x) = 0.

=3 A )+ o(x-a)").

Remarque

Sif admet un développement @aylor,f admet un DL (unicité).
Exemple

Soitf la fonction définie suR parf(x) = x* —2x3 = x? + 2x + 1.

f est infiniment dérivable siR, doncf est infiniment dérivable en 2.
f admet un désloppement ddayloren 2 a I'ordre 3.

f)=x* -2 -x*+2x+1 f(2)=16-16-4+4+1=1
f'(X) = 4x® — 6x? — 2x + 2 f(2)=32-24-4+2=6
f'(x) = 12x2 — 12X~ 2 f'(2) = 48— 24— 2=22
fO(x) =24x-12 fO(2)=48-12=36

D'ou f(X)=1+6(X—-2)+11K— 27+ 6(X— 2+ (x— 2)%(X) aveclim e(x) =0.
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Si on pose =2+ h, x proche de 2 est équivalenb@roche de O.

Et, on a :f(x) =f(2+ h)
=(2+h)*-22+h)’-(@2+h)’+2(2+h) +1
=(16+32h+24h?+8h®+h*) -2(8+12h+6h?>+h®) - (4+4h+h?) +4+2h+ 1
=16+32h+24h?+8h®*+h*-16-24h-12h*-2h®*-4-4h-h?>+4+2h+1
=1+ 6h+11h?+6h3®+h*
=1+6h+11h?+6h*+h®*xh
=1+6(x-2) +11(x-2)* +6(x - 2)° + (x - 2)° x (x - 2).

Sion pos&(X) =x—2,0n a bierlxige(x) = 0 et on retrouve le résultat.

Propriété

Soientf etg deux fonctionsadmettant des DL aofdren en 0 de partiegguliére repectiveP etQ.
Cestadire  degP < n etf(x) = P(X) + X'ex(X) aveclim &:(x) = 0.
degQ < netg(x) = Q(X) + X"€(X) aveclxi m e2(X) = 0.
(On suppose qu'il existe des intervallesRdeu on puisse effectuer les opérations suivantes)
Alors H DA HOR, (Af +pg)(¥) = AP + HQ)(X) + xe(X) aveclim &(X) = 0.
# (fx g)(x) = R(x) + x'e(X) aveclim &(X) = 0.
ouR est le pofndme olbenu dePQ en tronquant les puiasces supéeur an.
# (fog)(¥) = R(X) + x"e(X) aveclxi m e(x) =0.
ouR est le poynéme olbenu dePoQ en tronquant les puigsces supéeur an.
#  Sig0)#0,() =R +xe(x) aveclim () =O.
ouR est le qotient de la division suivant les pusses croissantes depa Q a

l'ordren.
Exemple
2cos2xx In(1+x) - sin(x - %X?’)
On cherche le développement limité a l'ordre 3 enfjie > (1t x)?
-(1+x
cosx=1- %xz +0(x%) donccos2x =1 - %(Zx)2 +0(x%) = 1 - 2x2 + o(x%)
In(1+Xx) =x- %xz + %x3 +0(x%)
2cos2xIn(1+x) =2(1 - 2x2)(x - %xz + %xﬂ +0(x%)
=2X—- X2+ %X?’ -4 +0(3) =2x- X2 - %X?’ +0(x%)
sinx=x- %x3 +0(x%) .
in(x—L33) = (w—Lya) L~ L3) 4 o0
Doncsm( 56X ) —(x 6X) 6()( 6X) +0(x%) .
=X- %x3 - %x3 +0(x®) =x— %x3 +0(x%)

D'oli2cos2xx In(1 +x) —sin(x + x?) =x—x? — %X?’ +0(x®) =x-x2 - 3x® +0(x3).

2-(1+x)°=2-1-2x-x2=1-2x—-x?

X - x -3¢ 1-2x-%
X —2¢—- % X + X
X2_ 2X3
X2—- 28— x
x*

Donc f(x) = x + x* + o(x).
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Propriété

Si, sur un intervallé, f admet urDL & l'ordren en O de la form&x) = P(x) + X"(x) aveclxim e(X) =0 et si

f estcontinuementérivable suft, alors toute primitivé- def admet urDL a l'ordren + 1 en 0 dont la
partie r@uliére est la primitive dB dont le terne constant e$t(0).

Exemple

On cherche le développement limité a I'ordre 3 enf@dle (1 + x)[In(1 +x) — 1]
P =In(1+%) = 1+ (1 +X)71— =In(1+x) - 1+1=In(1+x).
Doncf est la primitive deln(1 + x) qui vaut-1 en 0.

Puisqueln(1+x) =X= 5% +0(¢), f(x) = -1+ 3x* = £x° + 0(x°).

Propriété

Soitf continuementérivable sur un intervalle
Sif admet urDL a l'ordren en 0 de la form&Xx) = P(x) + X"g(X) aveclim ¢(x) = 0.

Alors, sif' admet urDL a l'ordren— 1 en 0, la partie gauliére du DL dd' estP".
Propriété

Sif admet urDL a l'ordren enacRW{—0,+00} de partie éguliere P alorsf est équivalent B ena.

Exemple

On chercher agteminerlim 1- XSF)‘(>2< — COSX

On n'a pas le droit d'additionner des équivalents.
Par contre, on peut le faire pour 24 .
1-xsinx—cosx=1-x(x) - (1 - %xzj +0o(x?) = —%xz +0(x¢)
l1-xsinx—-cosx 1
X2 -
1-XxSinXx—Cosx _
X2 -

Donc

: 1
Etuﬂ)‘l —5
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