Chapitre 3

Déterminants

Dans tout ce chapitr& =R ouC, E est un espace vectoriel $Getn est entier naturel non nul.
1. Determinant d'une matrice

1.1. Géneéralités

Définition

On définit le déterminant d'une matriBe= (&;)i-1,n j-1,n de. Z4(K) qui sera noté

dyy Ai2 "7 Ay "t Ain
Ay App "°t dApj Tt don
detA=|A|=| = =~~~ | parrécurrence de la fagon suivante :
dix Az " & " din
dn1 An2 "7 @nj "7 Ann
. Sin=1,onaA=(a,)et|Al=as
. Sin= 2, soitA j la matrice obtenue en supprimani®f¥ligne et Igj*™ colonne.

On pose deA = a;, ;detA; 1 — ay, ,detA; o+ ... +(—1)"a; ndetA; .

Remarques

. Plus généralement, on appellera déterminant d'ortbet tableau de la forme précédente, sans
préciser son origine (matrice, famille de vectemursgndomorphisme).

. Le déterminant est donc une application dqK) dansK.

1.2. Déterminants particuliers

Propriétés

. ab
. Pour tous scalaires b, ¢, d, on a : c d =ad-bc
. Pour tous scalaires a', a", b, b', b", c, c', ¢'on a:
a a/ a//
b b b"|[=ab'c"+bc'a"+cab"—-a"b'c—b"c'a-c"a'b.
C C/ C//

Propriété

SoitA = (&j)i-1,nj=-1,n Une matrice triangulaire inférieure ou supérieiee7,(K).
n

Alors detA = [ ] a;; (produit des coefficients diagonaux).
i=1
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Exemple

a000
bcOO
de fO

ghij

Remarque
Une matrice diagonale est une matrice triangukipgErieure.
Propriété

Soit A une matrice carrée triangulaire inférieure (ouésiguire) "par blocs".
Alors le déterminant dA est égal au produit des déterminants des blogexigaix.

Exemple

dj; Aip diz Qs Ais Ase
Aoy Apo Az Aag Aos Age

djy Az iz
ds; Azz dAsz dzg Azs dAze | _ dss Asp
=| Qg1 App Az | XA X .
0 0 0] Agsa Aus Ays Ades Agp
d3; Az dsz

0O O O O ass ass
O O O O as ass

Propriété

SoitA = (8;)i=1.n j=1.n UNe Matrice carrée d'ordnede terme général = x .
Alors le déterminant da est égal § [(x, —x) .

i<j

Exemple

1xxx3
1y yy
1z2 2
1ttt

=(x-y)x-2)(x-t)(y-2)(y-t)(z-t).

1.3. Comatrice
Propriété

Soit A une matrice de#;(K) avecn > 2 et soienC,, C,, ... ,C, les vecteurs colonnes de
Le déterminant est une fonction linéaire par rappox colonnes.
C'est-a-dire, sCi = A C' + u C"; pour deux scalairgs, UK, alors
detA = det(Cl, C, ... .G, .. ,Cn)
= det(Cl, C, ... ,)\ Ci+ V1 ch, ... ,Cn)
= )\det(Cl, G, ... ,Ci .. ,Cn) + udet(Cl, G, ... ,CY, ... ,Cn).
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Propriétés

. SoientA etB deux matrices de#,(K).
On a de{AB) = (detA)(detB).

. Le déterminant de la matrice identité est égal.a.Hetl, = 1.
. Une matriceA de. Z,(K) est inversible si et seulement si Aet 0.
On a alors dgA™) = ﬁ = (detA)™.
. Pour toute matricé de. #,(K) et pour tout entier naturk) on a def = (detA)~.

Si A est inversible, cette égalité s'étend au cas e ® négatifs.
Propriété

Toute matriceA triangulaire supérieure est inversible si et seel# si ses coefficients diagonaapsont
non nuls A™ est alors triangulaire supérieure et ses coeffisidiagonaux sont les inverses des

Remarque
On a le méme résultat si on remplace triangulaipgseure par triangulaire inférieure ou par diaden
Rappel

SoientA etB deux matrices de#(K).
On dit queA etB sont semblables si et seulement si il existe uaigice inversible telle queB = P'AP.

Corollaire

Si les matrices carréésetB sont semblables, alors elles ont le méme détennina
Propriété

Soit A une matrice de,(K). Alors detA = det'A.

Remarque

Les propriétés suivantes sont exprimeées en termesldnnes. Elles pourraient étre exprimées a
l'identique en termes de lignes via la propriéézpdente.

Propriétés

. Si A contient une colonne nulle, alors et 0.

. Si on permute deux colonnes Alela valeur du déterminant est changée en son éppos
Plus généralement, si on effectue une permutatiotes colonnes da, la valeur de du
déterminant est inchangée (resp. changée en sas@&pgelon que cette permutation peut se
décomposer en un nombre pair (resp. impair) d'é@dsde colonnes.

. On ne modifie pas la valeur de detn ajoutant a I'une des colonnesAdene combinaison
linéaire des autres colonnes/Ale
. La valeur de dék est nulle si et seulement si les colonneé dent liées.
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Définition

Soit A une matrice de#(K), avecn = 2, de terme généra).

Pour tout couple d'indiceg {), on appelle mineur d& dansA le déterminant dey; ;.

La quantitéo; ; = (— 1) ! detA ; est appelée cofacteur du coefficiant

On appelle comatrice deet on note Com la matrice carrée d'ordreet de terme général,.

Exemple
b/ b// b b// b b/
c ¢ - c ¢ cc
a a.( a” a/ a// a a// a a/
SiA=| b b b" |,alors ComA=| —| ~, ~, vl T /
cc ¢ cc cc cc
a a’ a a’ aa
b/ b// - b b// b b/

Propriété

SoitA=(a,j)i-1,nj-1,n Une matrice de/,(K), avecn= 2.
Pour tout indicé de {1, ... ,n}, on a detA =Y’ (-1)" a; detA ;.
j=1

Cette égalité est appelée développementndA dat rapport a saéme ligne.
Pour tout indicg de {1, ... n}, on a ded =’ (-1)" a; detA; ;.

i=1
Cette égalité est appelée développement d& piat rapport a seéme colonne.

Exemple

1 01

0 0 2 121 12
=2x| 0 -1 2|=2x5x

1 2-1 00 5 0-1

0 0 5

Propriétés

La proposition précédente peut sécrire :

DAL, Z4(K), A('ComA) = ('ComA) A = (detA)l..

Si la matriceA est inversible, alorf\™ = deltAtComA.
Cette formule n'a cependant qu'un intérét assexitiue des qua > 4.

SiA:[Z1 zJetsiad—bc;t 0, anrsA‘l-L[ d -b J

~ detA| —¢ a

2. Déterminant d'un endomorphisme

Définition

Soit (€) une base dE.

SoitA la matrice dans la base @'une famille @) = (uy, Uy, ..

Alors det (uy, ... ,U,) = detA.
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Propriété

Si (e), (e) sont deux bases deet siP est la matrice de passage €ed € :
detP =det(e", ... ,ey).

Propriété

Soitf un endomorphisme d& muni d'une bases) = (e, &, ... ,&).
Le scalaire detf(ey), f(e), ... ,f(e)) ne dépend pas de la basg (
On l'appelle ledéterminantde I'endomorphismi et on le note dét

Démonstration

Soient €) = (e, &, ... ,&) et €) = (e, e’ ... ,e\) deux bases de.
Il faut montrer : def(f(e), f(e), ... ,f(&)) =det (f(e), f(ey), ... ,f(eh)).
Soit$ définie surlE" pard(uy, U, ... ,Uy) =det (f(u), (W), ... ,f(un)).
La n-linéarité dep résulte de la linéarité deet de lan-linéarité de I'application det
Le caractere alterné derésulte aussi de celui de I'application.det
(si on échange deux vecteurs dansu,, ... ,u,), l'imaged(u, Uy, ... ,U,) est changée en son opposée).
Donc l'applicationp est une forme-linéaire alternée.
Puisque detest une base d&(E, K), il existe un scalairg tel quep = Adet..
Ce scalaire\ est det(f(e), f(e), ... ,f(eh) = ¢(e4, ey, ... ,en).
En effet, on a(ey, &, ... ,&) =Adet(e, &, ... ,&).
Mais, par ailleursp(ey, &, ... ,&) =det (f(e), f(e), ... ,f(&))
=det (e, &, ... ,&) det(f(e), f(e), ... ,f(e)
Dans ces deux expressionside’, e5, ... ,e%), on peut simplifier par defe;, e, ... ,e,) qui est un
déterminant non nul.
On en déduit bien que=det.(f(e), f(e), ... ,f(&)).

Remarque
Les applications "déterminant dans la bagedt "déterminant dans la bagd'(sont reliées par I'égalité
D. = detP D.. Ce résultat est conforme a I'égalité. E P x [u]e qui relie les coordonnées dans les bases

(e) et ) d'un vecteur d&.

Propriétés

. Par définition, le déterminant d'un endomorphigrest donc égal au déterminant dans la bgse (
des images pdrdes vecteurs de)( et ceci pour toute base He

. En particulier, le déterminant de l'applicationelidité" vaut 1 (car il est égal a det e, ... ,e,),
pour une basee] quelconque).

. Pour tout endomorphisnigtous vecteursug, W, ... ,U,), et toute basee), on a

det (f(uy), f(U), ... ,f(uy) =detf x det(uy, U, ... ,Un).
Démonstration

Comme dans la démonstration de la proposition gedté, cela résulte du fait que I'application
W: (U, Uy, ... ,Uy) — det(f(u), f(w), ... ,f(u,)) estn-linéaire alternée.
Il existe donc un scalaivetel queyp = A det, etA = (e, &, ... ,&,) = detf.
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Propriété
Soientf etg deux endomorphismes &e Alors defg of) = detg x detf.

Démonstration

Soit (€) une base quelconque He

Pour tous vecteursi{, U, ... ,u,) deE, on a I'égalité :

det.(g(w), g(uwp), ... ,0(uy)) = detg det.(uy, Uy, ... ,Uy).

Si on posen =f(e), u, =f(e), ... ,u, =f(e,), on trouve :

det(g of) =det.(g[f(e)], ... ,0[f(e))]) =detg x det.(f(e), ... ,f(e))) = detg x deff.

Propriété

Soitf un endomorphisme de
L'applicationf est un automorphisme si et seulement si son digtaninest non nul.

On a alors ddt* = d_étf = (detf)™.

Démonstration

Soit €) = (e, &, ... ,&,) une base dE.
Par définition, dett=det (f(ey), f(e), ... ,f(&))-
Orf est un automorphisme &e
= ftransforme la base&)(en une autre base Be
= lesf(e), f(e), ... ,f(e)) sont libres
= leur déterminant dans la basgdst non nul : c'est ce qu'il fallait démontrer.
Sif est un automorphisme @ alors det™ detf = detf o f) = detlde = 1.

Propriété

Soitf un endomorphisme deetp un entier naturel.
Alors on a deff?) = (detf)".
Ce résultat se généralise aux enpieégatifs sf est un automorphismeéitversible).

Démonstration

Pour tous endomorphismestg deE, on sait que d€g of) = detg detf.
P

On en déduit par une récurrence évidente qui,aet.. of, ofy) = [ [ detf,.
k=1

L'égalité de{f®) = (detf)’ est un cas particulier de ce résultat.
Sif est un automorphisme, on applique ce qui précéde @ qui donne le résultat pour les exposants
négatifs.
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