Ensembles et applications

1. Expressions mathématiques

Les mathématiciens ont voulu longtemps utilisdat®age courant pour décrire leur théorie. Tousefoi
la construction de nouveaux objets mathématiquissaatmplexité croissante des raisonnements ont
montré la limite de cette utilisation.

Il fallut donc inventer des langages formalisés.
De facgon rapide, on se donne un nombre restreisigiks :

Objets mathématiques,; b, f, M, 0, 1, ¥ (E,F), {a,b}....
Quantificateurs Y, 3, 3!.

Signes logiques : ET, OU, non() ou<, =.....
Signes spécifiqgues<, «, —, €, U, |, @, ~.....

HHH R

et, avec ces sigles mathématiques, on formulessesteoons qui prennent des valeurs vraies ou fausse
On aura, entre autres, a passer du langage cawdangage formalisé et inversement.
Par exemple : - Le carré d'un nombre réel est paositnul.

- VxeR, x*> 0.

Puis, pour créer des raisonnements avec ces assexin utilise des regles de logique formelle.
2. Logique formelle

2.1 La négation

Soit P une proposition, on définit son contraire nBté on@®) ou 7P dont la véracité est donnée par les
tableaux suivants :

P | nonfP) P | nonP)
\Y F 1 0
F \Y 0 1
Exemple 2.1
A La somme de deux nombres irrationnels esignnelle.

non@@) : Il existe deux nombres irrationnels dont lenste est rationnelle.

Le lecteur pourra déterminer la véracité de cepgsitions.
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Remarque 2.2

Cela n'a pas été démontré, mais on pense quediagtihiles ensembles n'est pas contradictoire.
C'est-a-dire qu'une proposition est soit vraid, fanisse.

Néanmoins, avec des notions que nous reverronggtiisil existe des paradoxes dont le paradoxe de
Russell. En 1905, Bertrand Russell montre que tmma’'ensemble des ensembles qui ne sont pas
éléments d’eux-mémes" est contradictoire. Pourrme#t paradoxe en évidence, on suppose que les
ensembles peuvent se partager en deux partigsX ensemble XeX} et B={X ensemble Xz X}.
Posons-nous la question : A-t-BeB ou bienBgB?

SiBeB, alorsB devrait vérifier la conditioiXg X, absurde.
SiB¢B, alorsB ne devrait pas Vérifier la conditiote X.

Il est donc interdit de parler de "I'ensemble desemnbles qui ne sont pas éléments d’eux-mémea" et,
fortiori, de 'ensemble de tous les ensembles.

Ce paradoxe est a rapprocher du paradoxe célebredieur, ou le probléme est de savoir si ’lhomme
qui dit : "Je mens" dit ou non la vérité en proramges paroles.

2.2 La disjonction

SoientA etB deux propositions, on définit une nouvelle proposiA v B, lue AouB, dont la véracité est
donnée par les tableaux suivants :

A| B| AvB A| B| AvB
V|V V 1|1 1
V | F V 1|0 1
F |V V 0|1 1
F | F F 0| O 0
Exemple 2.3
A : |l fait beau. B : Il fait chaud.

Av B est vraie sA est vraie ou 9B est vraie de fagcon non exclusive (les deux projos peuvent étre
vraies). Il y a donc ici une légere différence aee'ou” utilisé couramment (fromage ou dessert).

Remarques 2.4

. En résumé, si l'une au moins des relatidiosl B est vraie, aloré v B est vraie.
. Av B est équivalent B v A (on dit que le "ou" est commutatif).

2.3 La conjonction

SoientA etB deux propositions, on définit une nouvelle proposiA A B, lue AetB, dont la véracité est
donnée par les tableaux suivants :

A| B | AAB A| B | AAB
V|V \Y 1|1 1
V| F F 1|0 0
F |V F 0|1 0
F|F F 0|0 0
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Exemple 2.5

A:xestunréelnonnul. B:xestunimaginaire pur.
La propositionA A B est toujours fausse.

Remarques 2.6

. On peut aussi définir la conjonction de la facoivaute : non(nork) v non(B))
A | B | non@) | non®) | non(A) v nonB)) | non(nonf) v nonB)) | AAB
V|V F F F \ \%
V|F F V v F F
FIV]| V F v F F
FIF v v v F F

. A A B est équivalent B A A (on dit que le "et" est commutatif).

2.4 L'implication

SoientA etB deux propositions, la relation ((n@)(v B) est appelée l'implication d&parA, notée
A = B et possede donc le tableau de vérité suivant :

A | B | non@A) | nonA) v B
V|V F V
V| F F F
F |V V V
F | F V V
Remarques 2.7
. On remarque que, 8iest vraieA = B est vraie seulement lorsqBeest vraie.
On a aussi que, i est fausse)\ = B est vraie indépendamment de la valeur de vérit& de
. Dans un langage plus usuel, I'implicat®a> B, correspond a : i alorsB.

Toutefois ce "Si ..., alors ..." differe de celui ldngage courant car celui-ci a plus une valeur
d'équivalence. Par exemple pour I'expression | g&ut, j'irai au cinéma”, en logique formelle,
on ne peut rien conclure s'il ne pleut pas.

Propriétés 2.9

SoientA etB deux propositions, on a:
a. A=A

b. A= (AvB).

Démonstration

On doit vérifier que ces relations sont toujoutdes indépendamment de valeurs de vérita deB.

A [ non@) | non@) v A A | B |non@A) | AvB | nonA) v (Av B)
V F \% V |V F V V
F V V V | F F V V
F |V V V V
FIF] Vv F v
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Définition 2.10

SoientA etB deux propositions.
L'application nonB) = non(A) est appelée contraposée de l'implicaion B.

Propriété 2.11

Une implication et sa contraposée ont méme valeweédté.

Démonstration
A | B | non@) | non®) | nonB) = non@) A=B
V|V F F \% \%
VIF| F Vv F F
Flv] Vv F \% v
F | F \Y \Y \% \%

2.5 L'équivalence

SoientA etB deux propositions, on dit guieet B sont équivalentes et on ndte= B si et seulement si
les implicationsA = B etB = A sont vraies.
On obtient alors le tableau de vérité suivant :

A| B | A=>B |B=>A|AsB

V|V V V V

V | F F V F

F |V V F F

F|F V V V
Remarques 2.12
. Deux propositions sont équivalentes lorsqu'ellddemmémes valeurs de vérité simultanément.
. Dans un langage plus courant, I'équivalefee B, correspond aA si et seulement §.

2.6 Propriétés fondamentales
Propriété 2.13

SoientA etB deux propositions,

a. nonA v B) < non@) A nonB)

b. non@ A B) < non@) v nonB)

Démonstration

A | B |non@) |nonB) | AvB | nonAv B) | non@A) Anon@)
V|V F F V F F
V| F F V V F F
F |V V F V F F
F | F V V F V V

FrancisWlazinsk 4



non() | non®) | AAB | non(AA B) | non(A) v nonB)

nn<i<|>
n<|M<|wm
<|<|mm
<|m<|m
mmmi<|>
<[ <|<|T
<[ <|<|T

Remarque 2.14

Ces propriétés peuvent s'écrire sous les folmeB=AAB AA&=AV B dont la notation ressemble
a des résultats similaires sur les ensembles.

Propriété 2.15
SoientA,B et C trois propositions.

a. AABvC) < (AAB)V(AAC)
b. Av(BAC) & (AvB)A(AVv O

Démonstration
A|B|C BvC AAr(BvC) AAB AAC (AAB)Vv(AACQ)
V|IV|V V V V V V
VIV|F V V V F V
V|IF|V V V F V V
V|IF|F F F F F F
FIV]|V \ F F F F
FIV]|F V F F F F
FIF|V \ F F F F
FIF|F F F F F F
A|B|C BAC Av (BAC) Av B Av C (AvB)A(Av O
V|IV|V V V V V V
V|IV|F F V V V V
V|IF|V F V V V V
VIF|F F V V V V
FIV]|V V V V V V
FIV]|F F F V F F
FIF|V F F F V F
FIF|F F F F F F

Remarque 2.16
Par commutativité, on obtient :

BvCOAA << BAAVICAAEetBACO VA < BYAA(CVA.
On dit que le "et" est distributif par rapport aw™ et que le "ou" est distributif par rapport &t

Propriété 2.17
SoientA,B et C trois propositions.
a. A < non(nond))

b. [A=B)AB=C)] = (A=0C)
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Démonstration

A

w
w
(@]

(A=B)AB=C)| A

(@]

[([A=>B)AB=0C]=A=0C)

nmmn<| < <<|>

NN<|IK<IMNK|I<|m
<IN |IMIK<|O
<|<|<|<|mmi<|<|U
<l<|m|<|<|<|n|<|U
<dEdmiE <L«

<|<|<|<|nl<|nl<|U
<l<l<|<|< << <

2.7 Exemples de différents types de raisonnement

. Le raisonnement direct :
On veut montrer que, siest un entier pair, alors est un entier pair.
Cela donne en termes mathématiguepair= n* pair

# Sinn'est pas pair (i.e. impair), I'implication estjmurs vraie.
Il n'y a donc rien & montrer.
# Pour savoir si cette implication est vraie, iltfaérifier que si i pair) est vraie alors

(n? pair) est vraie.
npair < n=2k avekeZ
o nP=4¢ avekeZ
= 7 pair.
. Le raisonnement par contraposition :
On veut montrer I'expressionn est un entier pair si et seulemen®gést un entier pair.
Cela donne en termes mathématiguepair< n? pair.
Nous avons déja montraempair= n? pair, il reste done? pair= n pair.
On va montrer la contraposée : nop@ir)= nonf? pair) i.e.n impair= n? impair.
nimpaire n=2k+1 avekeZ
< =48+ 4k+ 1 avekeZ
= n? impair.
. Le raisonnement par l'absurde :
On veut montrer qu¢2  est irrationnel.
On suppose qué2  est rationnel c'est-a-dire qust@xieux entierp etq que I'on peut supposer

non nuls tels qug'2 :%

De plus, on supposgue cette fraction est irréductil{iéest une restriction qui ne fait pas perdre
de généralité au raisonnement).

V2 =4 PP =27
p® pair
p pair
p=2p' avem'eZ
(20 =29
q'=2p**
g? pair
g pair
g=2q avem'eZ
Ce qui signifierait que la fraction est réductibontraire aux hypotheses.
Il existe d'autres types de raisonnement que neusns au cours de cette année (ou des suivantes).

U

R R VR
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3. Quantificateurs
Définition 3.1

Soit A une proposition.
Pour exprimer que la véracité Aalépend de la valeur d'un élémgnon écritA(x).

. S'il existe une valeur depour laquelléA est vraie, on notéx / A(X).
. S'il existe une et une seule valeuxd®our laquelléA est vraie, on note!x / A(X).
. Si pour toutx, A est vraie, on notex, A(X).

3 est appelé quantificateur existentiel.
Vest appelé quantificateur universel.

Propriété 3.2

Soit A une proposition.
non@x/A(X)) < VX, hon@(x))
non(@x, A(xX)) < 3Ix/ non@(x))

Remarque 3.3

Dans certaines propositions complexes, le quaatdiaVv n'est pas forcement écrit. Il faut donc faire
attention dans le passage a la négation.
Par exemple ¥e>0,3n>0 / (VX) 0< x<n = X*<e.

Propriété

SoientA etB deux propositions.
ax/ (A(X) ouB(X)) < (3x/A(X)) ou @x/B(X)).
VX, (A(X) etB(X)) < (VX, A(X)) et (v, B(X)).

Remarque importante

. Ax/ (AKX) etB(x)) <& @Ex/A(X) et @x/B(X)).
Contre-exemple3xeR /x>0 etx< 0 <& (I3xeR /x> 0) et @xeR /x< 0).
faux vrai vrai
. VX, (A(X) ouB(x)) <& (VX, A(X)) ou (v, B(X)).
Contre-exemple YxeR, x> 0 oux< 0 < (VxeR, x> 0) ou xeR, x< 0).
vrai faux faux

4. Ensembles

Remarque 4.1

Nous admettrons la notion intuitive d'ensemble ensemble est constitué d’éléments.

Les représentations que I'on peut avoir d'un enteesunt celles d'une collection d’objets, d'un
groupement d’objets etc. Un élément d’'un ensemélr @tre de différents types : tout objet
mathématique peut convenir méme en particuliemsemble : il existe dans les mathématiques de

nombreux exemples d’ensembles d’ensembles.
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Il est coutume de représenter les éléments ehkengbles par des lettres de I'alphabet latin oo. dgre
plus souvent les éléments sont désignés par desslatinuscules et les ensembles par des lettres
majuscules. Rien n’'oblige a respecter cette comweet cela devient impossible dans le cas des
ensembles d’ensembles.

On dira qu'un élémemtappartient a un ensemliiteet on notera<E pour exprimer le fait que I'élément
a fait partie de cette collection. La négation diéeceelation est notémzE.

Définition 4.2
a = b signifie quea etb sont des représentations du méme objet mathéreatiqu
Remarque 4.3

Il faut se méfier de cette définition "trop simptie I'égalité. Nous aurons au fil de ce cours uléfes
égalités : celle des ensembles, des fonctionssultss, des polynémes, des fractions rationnelles .

Définition 4.4

SoientE etF deux ensembles, on dira gaest inclus dank et on noter& — E pour exprimer la
relation :Vx, xeF = xeE.

Remarques 4.5

. SiF c E, on dit que~ est une partie ou un sous-ensembl&.de

. On noteraF « E pour exprimer qué n'est pas un sous-ensemblede
C'est-a-dire siix / xeF etxgE.

. On noterd- & E pour exprimer qué est un sous-ensemble Bealifférent dek.
C'est-a-dire si{x, xeF = xeE) et @x/xgF etxeE).

. EcE.

Définition 4.6
On dit que deux ensemblEset F sont égaux si et seulement si on a, a la bis,F etF c E.

Remarques 4.7

On pourra aussi utiliser :
E =F si et seulement &ix, xeF < xeE.

Propriété 4.8

SoientE, F etG trois ensembles.
Ona: EcFetFcG) = EcG.

Démonstration

SiE c F, alorsvx, xeE = xeF.

SiF c G, alorsvx, xeF = xeG.

D'aprés la propriété 2.15b,on Al B)A (B=C)]| = (A= C).

Donc, siE c F etE = F, on obtienkeE = xeG c'est-a-dire le résultat.
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Définition 4.9

SoientE un ensemble &4(x) une relation.
Il existe un seul ensemblfequi vérifie I'équivalenceVx, xeF < (XeE etA(x)) équivalence que l'on
pourra exprimer par lI'égalite= {xeE / A(X)}.

Exemple 4.10

{entiers naturels pairsy {neN /3 peN, n = 2p} = 2N.

Définition 4.11

SoientE etF deux ensembles tels gbe- E.
On appelle complémentaire BedansE et on noté€C:F l'ensemble : XcE / xgF}.

Remarques 4.12

Schématiquement cela donne :

Nous avons xeC:F < (xeE etxgF).
Mais en pratique, on utilise plutét xeC:F < x¢F et xgC:F < xeF.
On rencontre parfois la notatibh  pdDiF.

Avantages : Calculs plus simples dans les expressgimilitude avec les formes logiques.
Inconvénients : Pas unicité de I'ensemble de rat@esimilitude avec les formes logiques.

On pourra utiliseE \ F (dont nous verrons la définition un peu plus IgojrC:F.

Exemple 4.13

SoientE=N,F=ZetG={neN/n> 2} ={neZ/ n> 2}.
OnaC:G={0;1;2} et CcG={neZ/ n<2}.
Par exemple;1¢C: G alors que-1€C:G.

Propriété 4.14

SoientE etF deux ensembles tels qbe= E. On aC:(C: F) =F.

Remarque 4.15

On peut aussi écrire cette propriEté F.

Démonstration

XECE(CE F) = X%CEF < xeF.
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Propriété 4.16

SoitE un ensemble et soieAtetB deux parties dE.
SiAc B, alorsCe Bc C: A

Démonstration

AcB < (VX XA = XxeB) & (VX, x¢B = x¢A) & C:Bc CL A
Propriété - définition 4.17

Il existe un ensemble unique, appelé ensembleatideté? tel quevx, xgd.

Démonstration

SoitE un ensembile.

Si on prend? = CcE, on a, par définitionCeE = {xeE / x¢E}.

On montre, en raisonnant par I'absurde, GE ne contient aucun élément.
De plus pour tout ensembife on a Vx, xed = xeF doncd c F.

D'ou l'unicité.

Remarque 4.18

On a aussC: = E.

Définition 4.19

SoitE un ensembile.

On admet I'existence de I'ensembl€E) qui vérifie I'équivalence Xe.”7(E) & Xc F.
.7(E) est 'ensemble des partieskEle

Exemple 4.20
SiE={ab}, ona.7(E)={Y, {a}, {b}, {a,b}}.
Remarques 4.21

. Pour tout ensemblg, .”'(E) # & carde.”/(E) etEe.”(E).
. Onafa}e.”(E) & {a} cE < acE.

Définition 4.22

SoitE un ensemble et soieAtetB .7'(E).
On appelle intersection deet deB et on noteA N B I'ensemble XeE / xe A etxeB}.

Exemple 4.23

SoitA = {multiples entiers (positifs) de 2 {2n, neN} et soitB = {3n, neN}.
OnaAn B={6n, neN}.
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Remarques 4.24

. Schématiquement, cela donne

7/

5 ANB
. A N B est constitué des éléments communs a I'ensefnétex 'ensembl .
. En pratiguexeAn B < xeAetxeB.

Propriétés 4.25

SoitE un ensembile.

SoientA, BetCe.”(E). On a:

. AnBe.7(E)

. An(BNnC)=(AnB)nC

J ANnE=ENnA=A

J ANnB=BnNnA

On dit que ((E),n) est un monoide commutatif.

Propriétés 4.26

SoitE un ensemble et soieAfB etC €.7(E). On a:
. And=0

. AnBcAetAnBcB

. ANnA=A

. AnB=A < AcB

. CcAetCcB < CcANB

d AﬂCEAZQ

Définition 4.27

SoitE un ensemble et soieAtetB .7'(E).
On dit queA etB sont disjoints si et seulement’ssin B=O.

Définition 4.28

SoitE un ensemble et soieAtetB .7'(E).

On appelle réunion (ou plus simplement unionfde deB et on noteA U B I'ensemble défini par :
{xeE /xeA ouxeB}.

Exemple 4.29

SoientA=R etB = {imaginaires purs d€&}.
Dans le plan complexe, les images des complex@s.dB sont les points des deux axes.
Attention,A U B = C qui correspond A + B que nous verrons par la suite .
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Remarques 4.30

. Schématiquement, cela donn
/
. En pratiqguexeAuU B < xeAouxeB.
. AUuB=9Y = A=J etB=07.
Propriétés 4.31
SoitE un ensemble. SoieAt B etC €./(E). On a :
J AuBe.”(E)
. Au(BuC)=(AuB)uC
. Avd=0UA=A
. AuB=BUA
On dit que ((E),v) est un monoide commutatif.
Propriétés 4.32
SoitE un ensemble. SoieAt B etC €./(E). On a :
J AUE =E
J AcAuBetBcAUB
J AUA=A
J AuB=A < BcA
. AcCetBcC < AuBcC
. AuC:A=E
Propriétés 4.33 (Distributivité et lois de De Morgan)
SoitE un ensemble et soieAfB etC €.7(E). On a:
. AuBNC)=AuB)n(AuC)
. AnBulC=AnB)uUANC)
. BNC)UA=BUAN(CUA
. BuC "nA=BNnA UBNA
° CE(AmB):CEAUCEB
4 CE(AUB)ZCEAQCEB
Remarques 4.34
. On pourra utiliser les formulesNB=AUB AUB=ANB avec les puéioas que cela
nécessite.

. SoitE un ensemble. SoieAt B, CetD €.7(E). On a:
AnB)U(CND)=(AUC)N(AuD)N(BUC)N (BuUD) et
AuB)Nn(CuD)=(ANC)U(AnD)u (BN C)u (BN D).
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Définition 4.35

SoitE un ensemble et soieAtetB .7'(E).
On définit la différence da et deB notéeA\ B parA\B= A C:B.

Remarques 4.36

. Schématiquement cela donne :

A\B
. On aA\B={xeE/xeA etxgB}.
. En pratiguexeA\ B < xeA etxgB.
. On peut aussi définik\ B parA\ B = C,B sans se soucier de savoiBsi- A.

Propriété 4.37

SoitE un ensemble et soieAtetB .7(E). On a:
. A\(A\B)=ANB

. A\B=J < AcB

. A\A=0

Définition 4.38

SoitE un ensemble et soieAtetB .7'(E).
On appelle différence symétrique AletB et on noteA A B I'ensembleA\B) U (B\ A).

Remarques 4.39

. Schématiquement cela donne :

. AAB=(AUB)\(ANB)
Propriétés 4.40

SoitE un ensemble et soieAf B etC .7(E).
. AABe.7(E)

. AABAC)=(AAB)AC

. AALO =0AA=A
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J AAA =0
J AAB =BAA
On dit que (#(E), A) est un groupe commutatif.

Remarque 4.41

Si maintenant on considére I'ensembl€E) muni des opérations de différence symétrique et
d’intersection, on obtient une structure d'anneaidole.

En effet, comme nous l'avons vu, la différence gyiopée donne une structure de groupe commutatif a
.7(E) et l'intersection donne.a’(E) une structure de monoide commutatif.

Il reste donc a vérifier la distributivité.

SiE est un ensemble etAjBetC €.7(E), on a :

AN(BAC)=An(B\C)u (C\B)=(An(B\C)UAN(C\B)=((AnB)\C)uU (AN C)\B)).

Définition 4.42

SoientE etF deux ensembles.
On appelle produit cartésien (ou simplement prodigE parF et on noteE x F I'ensemble des couples
ordonnésxX,y) ouxeE etyeF.

Remarques 4.43

. On adoncE x F ={(x,y) / xeE etyeF}.

. ueEx F < [xeEetlyeF /u=(x,y).

. On définit I'égalité suk x F par &,y) = (X'\y) < x=X'ety=Y"
. OnaExF=9 < E=JouF=3J.

. On peut définir de fagon récursive le produit diembre d'ensembles supérieur a 2.
Fi1x Fzx ... x F, est 'ensemble des n-uples, &, ... X,) ouxeF; pour toutie{1,2, ...n}.

. On note ausdt? pourE x E. De mémeE®=E x E x E etc. Par exempl®R?=R x R.

. Sic=(a,beE x F, alors a est appelé premiére projectionaeotépr;(c) ou pre(c).

b est appelé deuxieme projectionai@otépr,(c) ou pre(c).
Propriété 4.44

SoientE etF deux ensembles et soightA' €.7(E) etB, B' €.7(E).
. AUA')xB=(AxB)U(A'xB)

. AnA')YxB=(AxB)n(A'xB)

. Ax(BuB')=(AxB)uU (AxB)

. Ax(BnB')=(AxB)n (Ax B

. AcA'etBcB' & AxBcA'xB'

Définition 4.45

SoitE un ensemble.
On appelle diagonale dex E I'ensemble des couplesX) ouxeE.
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5. Fonctions

Nous allons maintenant nous intéresser a des ssesnbles particuliers du produit cartésiens de deux
ensembles : les relations et les fonctions.

Définition 5.1
SoientE etF deux ensembles.
On appelle graphe deversF toute partie d& x F.

On appelle correspondance tout tripleE,F) ouI” est un graphe de versF.
E est alors appelé ensemble de dépdftazisemble d'arrivée de la correspondance.

Exemple 5.2

Définition 5.3

Soity = (I',E,F) une correspondance.
On appelle ensemble de définitionydet on noteD, I'ensemble XeE / 3yeF tel que k,y) eI’}
On appelle ensemble imagesdet on note Iny 'ensemble YeF / 3 xeF tel que k,y)el'}

Exemple 5.4
R
s r
i 4© | |
i o : v=(R,R)
| o i D,=[ab v [c,d
a b ¢ d R Imy =Tij]

Définition 5.5

Soity = (I',E,F) une correspondance.

On dit quel” est un graphe fonctionnel si et seulemeibgeE, I'ensemble yeF tel que k,y)el'} est
vide ou réduit & un seul élément.

Dans ce cas, on dit gyeest une fonction dg versF.

Si, de plusp, = E, alors on dit que est une application deversF.
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Remarques 5.6

. Soitf = (I',E,F) une fonction dé& versF.
Si (x,y) eI, on dit quey est I'image (unigue) deparf et quex est un antécédent gearf.
. Sif= (I',E,F) une fonction d& versF, on notef : E — F.

Si (x,y)el’, on notef () =y.
. On peut représenter la fonction &), (b,a),(d,y)}, E, F} ou E={a,b,c,¢ et F ={a,B,y} par
E = ou encore par f: {a,b,c,d - {a,p,y}

a— o
>

- b— a
|
Exemples 5.7

SoientE un ensembld; une partie d& eta un élément dé.

. lde : E— E; x— X est appelée application identique ou identit&de
. j:F>E; X—X est appelée injection canonique.
. frE>F,x—a est appelée une application constante. Par abumteh= a.

Remarques 5.8

. SoientE etF deux ensembles.
L'ensemble des fonctions 8eversF est généralement noté(E,F).
L'ensemble des applications BeversF est généralement noté(E,F) ouFE.
. Une fonction est une application sur son ensemblgédinition.
Par exemplef : R — R est une fonction alors qug: R* — R est une application.

X+ % X
Définition 5.9

Soientf etg deux_applicationseE versF (oUE etF sont deux ensembles).
On dit quef est égale g (surE) et on notd = g pour exprimer la relation¥xeE f(x) = g(X).

Définition 5.10

Soitf une application d& versF (ouE etF sont deux ensembles).

SoientAe.”(E) etBe.”(F).

On appelle image directe deparf et on notd (A) I'ensembld yeF / AxeA ety =f(X)} = {f(X) / xeA}.
On appelle image réciproque Bearf et on notd (B) I'ensemble XcE / f(x)B}.

Remarques 5.11

. En pratique, xef(A) < IteAlx=1(t)
xef }(B) < f(X)eB

. On ne parle pas encore d'application réciproque.
. On a bien {(a)} =f({a}) mais attention en général {}(b)} = f *({b}).
. On a en patrticulier que I'ensemb(&) est 'ensemble image fle

C'est-a-dird (E) = Imf.
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Propriétés 5.12

Soitf une application d& versF (ouE etF sont deux ensembles).
SoientA, A'.7(E) etB,B' €.7(F).

a. fAUA) =fA)UF(A)
b.  f(ANA) cf(A)NF(A)

c. fYBUB)=fB)uUf B
d. fYBnB)=fYB)nfB)
e. f(fYB)cB

f. Ac fYf(A)

g.  fYCeB)=Cef YB)
Démonstration

a. f(AUA) ={yeF /IxeAUA' ety =1f(X)
={yeF / (3xeAouixeA) ety =f(X)}
={yeF / (AxeAety=1(x)) ou @xeA" ety =1(X))}
={yeF /3axeAety=1(X)} u{yeF/3IxeA ety="F(X)}
=f(A)UT(A).

f. SoitxeA, f(X)ef(A) et doncxef (f(A))
On n'a pas I'égalité car, par exemple, on peut @eogenre de situation :

E F
6‘.’@

Définition 5.13
Soitf : E — E et soitAe.7'(E).

On dit queA est stable pdrsi et seulement ${(A) c A.
On dit queA est invariant pafrsi et seulement §{(A) = A.

Exemples 5.14

. [-1,1] est stable par la fonction sinisR — R; X — sinx).
. R, est invariant par la fonction carfé R — R; x — X°).

Définition 5.15
Soitf une_applicatiore E versF.
On dit quef est surjective ou est une surjection si et seudesidmf=F i.eVyeF, 3xeE [ y=1(X).

On dit quef est injective ou est une injection si et seulensentx,xX'eE, x=x'" = f(x) = f(X).
On dit quef est bijective ou est une bijection si et seulensertle est, a la fois, injective et surjective.
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Remarques 5.16

. Soitf : E— F.
f est surjective si et seulement si tout élémer dessede au moins un antécédent.
f est injective si et seulement si tout élémenk g@ssede au plus un antécédent.
f est bijective si et seulement si tout élémerk g@ssede exactement un antécédent.
. Dans la pratique, pour montrer qu'une fonctiorsagective, le plus souvent, on détermine
exactement un antécédent.
Par exemple, pour la fonctidn R — R,
X X2,
. Dans la pratique, pour montrer qu'une fonctiorirgsttive, le plus souvent on utilise la
contraposée de la définitionvix,x'eE, f(x)=f(X) = x=X.
Par exemple, pour la fonctidn R, — R

X— X2,
. La fonctionf : R — R n'est ni injective ni surjective.
X — X2
En effet,—1 n'a pas d'antécédent patf(-2) = f(2).
. SoitE un ensembile.

Les bijections d& danskE sont appelés des permutations.
L'ensemble des permutationskest notéS(E).
Le terme "permutation” correspond au terme du lgegaurant lorsquE est fini.

Exemples 5.17

. La fonctionf : R — [-1,1]; x— sinx n'est pas injective car, par exempleOsi#sin2z mais elle
est surjective.

. La fonctionf : [0,n/2] — [-1,1]; X — sinX n'est pas surjective car, par exemplen'a pas
d'antécédent magdle est injective.

. La fonctionf : [-n/2,n/2] — [-1,1]; Xx— sinx est une bijection.

. La fonctionf:Z — Z; n— n+ 2 est une permutation @

Remarque 5.18

En particulier, pour tout ensemi#ela fonction I¢ est une bijection dE.
Propriétés 5.19

Soitf: E > F. SoientA, A'.7(E) etB,B' €.7(F).
Sif estinjective, on &(ANA") =f(A)Nf(A).

Sif est surjective, on d(f %(B)) = B.

Sif est injective, on &A= f (f(A)).

Définition 5.20

Soientf etg deux applications dé dansF =R ouC.
On appelle somme usuelle des fonctions et onfnetel'application définie par+g: E— F
X — f(X)+9(X)
On appelle produit usuel des fonctions et on hetg I'application définie pafrxg:E —> F
X — f(X) x g(X)
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Remarque 5.21
On a donc, pour towt (f+ g)(x) = f(X) + g(x) et  x g)(X) = f(X) x g(X).
Définition 5.22

Soientf une application d& versF etg une application de versG. On appelle composée det def et
on notegof I'application deE versG qui a toutx de E associe d(Xx)).

Remarques 5.23

. En généralgof =fog.
Par exemple di: R > R et g:R—>R
X— 2X+ 1 X+— 3X
alors gof:R >R et fog:R >R
- 6X + 3 X— 6X+ 1
Ona gof)(0)=3= 1= (fog)(0).
. Les définitions précédentes peuvent étre étenduefoactions avec toutes les précautions que
cela nécessite.
. On note parfoi$g pourf x g.

Mais, attentionf? peut signifierf x f mais aussfi of.
. Sif:E—> Fetf:F— G, alors g of)(E) = g[f(E)]

Propriété 5.24

Soientf une application d& versF, g une application dé versG eth une application d& versH.
. fo(goh) =(fog)oh

A fo IdE =f

A |d|: of=f

Propriété 5.25

La composée de deux injections (resp surjectiafestions) est une injection (resp surjection, dtijen).
Démonstration

SoientE, F etG trois ensembles.

Soientf une application d& versF etg une application d€ versG.
. On suppose guieet g sont injectives.

(goN(x) = (goh(x)
< glf (9] = glf (x)]

= f(x) = f(X) carg injective.
= X=X carf injective.
C'est-a-direg o f injective.

. On suppose guieet g sont surjectives.
Imf=f(E)=F
Img=9g(F)=G

On adoncdgo f)(E) = g[f(E)] = G.
C'est-a-direg o f surjective
. D'apres les deux propriétés précédentes.
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Propriété 5.26

Soientf une application d& versF etg une application d& versG.

. gof injective= finjective

. gof surjective= g surjective
Démonstration

. On démontre la contraposée :

On supposénon injective c'est-a-direx,x'eE, x= X' etf(x) = f(x’).
D'oug[f(X)] = g[f (x")] avecx # X' c'est-a-dirgyof non injective.
. gof surjective> VzeG,3IxeE [ z=(gof)(X) =g[f(X)]
& VzeG, 3If(X)ef(E) 1 z=g[f(X)]
On poséd(x) =y
= VzeG,3yeF [ z=q(y) & gsurjective

Définition 5.27

Soitf une application dEyersF. N N

S'il existe une applicatioh deF versE telle quef of = Ide etf o f = Idg, on dit que admet une
application réciproque.

Propriété 5.28

Si une application admet une application réciproge#e-ci est unique.
Démonstration

On suppose qu'il existe deux applications récipesfjetf, a une fonctiori deE versF.
On consideré, ofof,

f10f0f2: (flof) sz = |dEOf2:f2

f10f0f2:f10(f0f2) =f10|dp :fl

Remarque 5.29

On note alor$ ~* 'unique applicatiorf qui vérifié of = Idz etf o f = Idx.

Propriété 5.30

Soitf une application d& versF.
f bijective<> f admet une application réciproque.

Démonstration

(<) fof=Ide or Idinjective dond injective.
fof=1d: or Id surjective doné surjective.
(=) fbijective & VyeF, 3IxeE [ y=1(x).
Onposef F—>E
y— X tel quey =f(X)
f est bien une application qui vérifie les égalitésf = Idz etf o f = Idk.
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Propriété 5.31

Soientf une bijection d& versF etg une bijection dé& versG.
Ona:gof)'=ftog™

Démonstration
La fonction réciproque dgof est notéegof)™ elle est unique et doit vérifier deux égalités.
Vérifions quef *og* correspond bien a la définition :
(gof)o(f *fogHh=gofoftog™
=goldcog*=gog*=Ids
(f'ogYo(gof)=f *ogrtogof
=ftoldrof=f 'of=Ide
Définition 5.32

Soitf une application dE& versE.
On dit quef est une involution si et seulement sif = Id:  (i.e.f *=f)

Exemple 5.33
f:R* > R*
X— 1/x
Attention :f(x) = x* etf }(x) = x™.
Remarque 5.34
On a, en patrticulier, gu'une involution est unediipn.

Définition 5.35

Soitf une application dE versF et soitA une partie dé&.

On appelle restriction dea A et on notdja I'application définie pafja : A— F
X — f(X)

C'est-a-direyxeA, fia(x) = f(X).

Définition 5.36

Soitf une application d& c E versF.
On appelle prolongement d@E, toute applicationy deE versF telle que,vxeA, g(x) = f(X).
Autrement ditgja =T.

Remarque 5.37
Pour toute fonction, une restriction est uniquesatpu’'un prolongement ne I'est généralement pas.
Définition 5.38

Sin est un entier naturel, on pase={0, 1, 2, ...... n}.
Si, de plusn est non nul, on po.* ={1, 2, ...... N}
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Définition 5.39
On dit qu'un ensemblg est fini si et seulement si il existe un entieiunal non nulp et une bijection de
N,* dansA.

L'entier uniquep est le nombre d'éléments Aet est noté Cald) pour cardinal dé\.
Par convention, on pose C&#) = 0.

Propriété 5.40

SoientE etF deux ensembiles finis tels que Céj=n et CardF)=p. On a:
. Card(E x F) = Card(E) x Card(F) =nx p.

. Card(. 7 (E,F) = p".

. Card(.”7(E)) = 2.

Propriété 5.41

SoientA etB deux ensembles finis.
On a: CardA v B) = Card(A) + Card(B) — Card(A n B)

Propriété 5.42
SoientE etF deux ensembles finis de méme cardinal.
Soitf une application dE versF.
On a :finjective < f surjective < f bijective.
Démonstration
f injective < CardE) = Card(f(E))

< CardF) = Card(f(E))

< f(E)=Fcarf(E)cF < fsurjective.

Définition 5.43

Un ensemblé& est dit dénombrable s'il existe une bijectioNdéansE.

Exemple 5.44
L'ensembléZ est dénombrable.

% sin est pair
En effet, il suffit de considérer I'applicatibdeN dansZ définie parf (n) = _n+1

5= sinestimpair '
On montre aussi que est dénombrable.

Définition 5.45
Deux ensembles sont dits équipotents s'il exiséehijection de I'un vers l'autre.

Exemple 5.46

Les ensembles ]0;1] et [&p[ sont équipotents. En effet, il suffit de consatd'applicatiorx — %

FrancisWlazinsk 22



Remarque 5.47

Pour les ensembles finis, "étre équipotents" agvatent a "avoir méme cardinal”.

Remarque 5.48

Nous allons voir maintenant la notion de famille egt trés importante en mathématiques.
L'idée est d'utiliser la notation des suites pansidérer un ensemble qui peut étre infini et i@die
facon spécifique.

Définition 5.49

Soientl etE deux ensembles.
Soit une applicatiof: | - E
i—f(i)=Xx
On appelle famille des indicé par et on notexX)i. I'applicationf.

Exemple 5.50
Soitae[1,2]. Soit 7 I'ensemble des droites du plan.
On considere l'application [1,2p ©
ar— D, ou D, est la droite d'équation=ax+ 1

On peut ici parler de la famille deS4)acq1,2.

Remarques 5.51

. Sil =N, au lieu de familles, on parle de suites.
. Si| est finie, on parle de famille finie.

On considere généralement des familles de la f@xng. 2. = (X)ic1p = (X1, X2, 0y Xp)-
. SiJc |, (X)ics est une sous-famille d&)., et (k)i est une sur-famille de)i<..

Définition 5.52

On peut donc étendre la notion de réunion et ddatgion d'ensembles.
Soitl un ensemble et soi\fi, une famille de parties d'un ensemkle
Ona:|UA={x/3iel,xeA} et [ A={x/Viel, xeA}.

iel iel

Remarque 5.53

En pratiqguexeJ A < Jiel I xeA et xe[ | A < Viel, xeA.

iel iel
Exemple 5.54

Dans le plan”” muni d'un repere orthonormal dire€t%;), soitl" I'ensemble des points du cercle unité.
Pour tout point, on noteCy le cercle de centié@ et de rayon 1 i.€Cy={Pe.” /PM = 1}.

On considere la familleGy)mer.
On alJ Cy={Pe.” | OP< 2} = disque de centr® et de rayon 2

Mel

etﬂr Cu={O}.
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Définition 5.55

Soit (A)ic une famille de parties d'un ensemBle
On dit que A)i. est une partition dE si et seulement si :
i)  Viel, AzQ
i) Vijel, iz]j]>ANA=D
i) UA=E
iel

Exemple 5.56

1 1
n+1'n

SoitneN* et SoitA, = ] ] Les A)nen+ forment une partition de ]0,1].

6. Relations

Définition 6.1

SoitE un ensemble. On appelle relation binaire touteespondance de versE.
Exemple 6.2

SoientE={a,b,g¢ etI'={(a,a);(a,0;(b,0}.
% = (T, E, E) est une relation binaire skrque I'on peut représenter par :

E ou
cC+ = .
b_
adt e
a b c E =

Remarque 6.3

Soit. /= (I',E,E) une relation binaire sur un ensemgle
On noterax #’y pour exprimer le fait quexfy) el

Exemple 6.4
SoitE un ensemble et sditla diagonale d& x E. On a X7y < (Xy)ell < x=Y.
Définition 6.5

SoitE un ensemble. On dit qu'une relationsurE est :

a. Réflexivesi et seulement sxeE, x #x.

b. Symétriquesi et seulement s¥x,yeE, x#y = y.#X.

C. Antisymétriquesi et seulement svx,yeE, x #y ety #x = x=y.
d Transitive si et seulement s¥'x,y,zE, x#yety#z = x#z
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Définition 6.6

Une relation binaire est dite une relation d'égienee si et seulement si elle est réflexive, syimééret
transitive.

Exemples 6.7

. L'équipotence est une relation d'équivalence.
. SoitE=R.
On posex 7y < E(X) =E(y) ouE(X) désigne la partie entiére ge
On vérifie aisément que’ est une relation d'équivalence.
. Soitc un réel. On définit une relation binaire $uappelée relation de congruence modupar
a”b < a=b[c] & FkeZ/a-b=Kkc.
La congruence est une relation d'équivalence.
. SoitE="Z.
Soit. 7 =(I', E,E) ou ' = (2Z x 2Z) v ((Z\2Z) x (Z\2Z)) avec Z ={2p oupeZ}.

Ce que l'on peut représente - e S . . "

[] [] 1-- n [] [] n

3 2 1
[} l_l-—

=T
N
T
AT
o1 L
(o]
~

u - 2-- u L] L]

L] L] '3-— [ L} L] L]

Ona:n%p < netpontla méme "paritée".
On vérifie aisément que c'est bien une relatioguiN@lence.

Définition 6.8

SoientE un ensembley” une relation d'équivalence sur Exetn élément d&.

On appelle classe d'équivalencexdmiivant # I'ensemble x = cl(X) = {yeE / x.% y}.

On dit quex est un représentant (en général, ce n'est pasliedecl(x).

L'ensemble de toutes les classes d'équivalenappsté ensemble quotient et est rifte

Exemple 6.9

. La relation "étre paralléle a" est une relatiomdi¢alence sur I'ensemble des droites du plan.
Chaque classe d'équivalence est appelée une directi

. On considere muni de la relation d'équivalence de I'exemplegaént .o/ = (T, E, E)

ol I' = (2Z x 2Z) u ((Z\2Z) x (Z\27Z)) avec Z = {2p oupeZ}. On a :0= 2Z etl=7Z\2Z.
On noteZ/ZZ l'ensemble; , c'est-a-dire{0,1} .
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Propriété 6.10

SoientE un ensemble e¥”’ une relation d'équivalence dtir
Les différentes classes d'équivalenc&de forment une partition de.

Démonstration

. VaeE, aecl(a) donccl(a) #J
. Soienta,beE et supposons gue(a) N cl(b) #J.
Soitxe cl(a) n cl(b).
On a: xe cl(a) doncx . aeta. # x.
xe cl(b) doncx. 7 b.
De part la transitivité, on obtieat %/ b et donccl(a) = cl(b).
Les classes sont donc bien disjointes.

. {a}ccl(a) cE.
Alors | J{a} cUcl(a) c E.

acE acE

OnadonEcJcl(@) cE .

acE

D'oulJcl(a) =E.

acE
Propriété 6.11

Soit (A)ici une partition d'un ensemtite
Soit. 7 la relation binaire définie par. %7 y < Jjel | xeA etyeA,.
.7 est une relation d'équivalence=et = {A ;iel}.

Démonstration
1. Montrons que” est une relation d'équivalence.
# X.7 x cardiel [ xeA.

# X 7Y < jel I xeA etyeA < y .7 X
# X7y < Jjel I xeA etyeA
y. %z < Jkel [yeAcetzeA
Or les(A),, forment une partition doncsiA et yeA, on aj = k.
D'oux etz appartiennent au mémedonc on a biew . % z
2. De part la définition de7, Viel, VxeA, cl(X) = A.

Remarque 6.12

SoientE un ensemble e¥”’ une relation d'équivalence sur E.
L'applicationj : E— E;, est une surjection appelée surjection canonique
X +— cl(xX)

Définition 6.13

Une relation binaire” sur un ensemblg est dite une relation d'ordre si et seulemenfiesiest réflexive,
antisymétrique et transitive.
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Un ensemble muni d'une relation d'ordre est appekEénsemble ordonné.
L'ordre est dit total s¥x,yeE, on a soix. 7 y soit y. % x. Il est dit partiel dans le cas contraire.
Deux élémentsg ety sont dit comparables si et seulement si @nvayou y.# x.

Remarque 6.14

L'ordre est total si et seulement si tous les éldésngont comparables entre eux.

Exemples 6.15

. SoitE un ensemble, l'inclusion est une relation d'opangiel sur./(E).
. La relation< est une relation d'ordre total fur

Remarque 6.16

L'égalité est aussi une relation d'ordre.

Définition 6.17

Soit. 7 une relation d'ordre sur un ensembléOn appelle relation d'ordre strict associée’ &t on note
#. larelation définie pax. 2y < (X #y et x #Y).

Exemple 6.18
SurR, la relation< est la relation d'ordre strict associé.a

Remarque 6.19

Une relation d'ordre strict n'est pas une relationdre (elle n'est pas réflexive).

Définition 6.20

Soient g, %) et F,./) deux ensembles ordonnés.

Soitf une application d& versF.

On dit quef est une application croissante si et seulemenx gk, x.77 y= f(x)./ f(y)

On dit quef est une application décroissante si et seulemek,gcE, x. 7 y = f(y).” f(X)

On dit quef est une application strictement croissante stetesnent svx,yeE, x. %,y = f(X). % f(y)
On dit quef est une application strictement décroissante s@ement svx,yeE, X. 7. y= f(y) .~ f(X)

Définition 6.21

Soit. %/ une relation d'ordre sur un ensemible

SoitA une partie dé&.

On dit queA est minorée si et seulemenBsneE / YXeA, m. % x.

On dit queA est majorée si et seulemenB8ileE / VxeA, X.7% M.

On dit qu'un élémenh deA est le plus petit élément dg(ou le minimum ded) et on noten= min(A) si
et seulement st xeA, m.# x.

On dit qu'un élémeri¥l deA est le plus grand élément A¢ou le maximum dé) et on noteVl = max@)
si et seulement &ixeA, x. % M.
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Remarques 6.22

. {meE/VxeA, m./ x} est appelé I'ensemble des minorants.
{MeE/VxeA, x.% M} est appelé I'ensemble des majorants.

. Par antisymétrie, le maximum et le minimum sontgues.

. Un ensemble qui admet un minimum est minoré.

Un ensemble qui admet un maximum est majoré.

Définition 6.23

Soit. % une relation d'ordre sur un ensemble

SoitA une partie dé&.

On dit queA admet une borne inférieure si et seulement sderle des minorants deadmet un
maximum et, dans ce cas, lE max({meE / VxeA m.%/ x}).

On dit queA admet une borne supérieure si et seulement sebeble des majorants Aeadmet un
minimum et, dans ce cas, siip- min({MeE / VxeA, X.% M}).

Exemples 6.24

. SoientE = [0,2] etA=[0,1[ munis de la relatiod usuelle suR.
On a 0= min(E); 2= maxE); 0= min(A);
A est majoré par 1,5 ou 1,6 mais n'admet pas de Inagsup@).
. SoitE = {1/n oun eN*} muni de la relatior< usuelle suik.
On a 0= inf(E).
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