Equations différentielles

1. Généralités
Définition

Une équation différentielle est une reatentre une variable réelfpar exenple x), une fortion qui
dépend decette variale (par exemplg) et un cetain nombye de ses dérées suocessves Lorsqie la
déiivée de pis hatidegé de la foation (qui appagit réellementkest lan®™ (nNOON*), on dit que
I'équationdifférentielleest dordre n.

Exemples
. yy' =x— x%" est une égpation diférentielle d'odre 20Uy est une foation de la variablex.
o X = X2y

On peut ausd'écrire y” = y Y .
. X" —tx'+x* = 1 est une agption differentielle d'edre 2 oux est une fodtion dela variablet.
. t' — tx + x* = 1 est une agption diférentielle d'odre 1 ot est une fodtion dela variablex.
Remarques
o Une éaation differentielle dordre n peut donc gcrire sous la forme :

ox,yy.y',...¥") =0 ou encore @Xx,YX),Y' (X),y" (X),...¥"(X)) =0
ouy est donc une farion gu dépend de et@ estune forction desn + 2 variablesx,yy',y",...y".

Nous nous intéressons aux fonctiong a valeurs dani ouC.
dy

. Il nous arrvera de reoontrer& a la place dg' et nous pourrons air des équations de la foem
2xdx = y?dy.
Définition

Résoulre (ou inégrer) une égation diférentielleq(x,yy',y",...¥") = 0 sur un intervile | deR ouR tout
entier, c'est touver toutes les fonctiorigelles que :

a. f soitn fois dérivable sud

b. Ox0l, (% f(x),f(X),f(X),...f7(x)) =0
Une forction qui vérifie les coditions (a) et (blest applée solutio (ou inggrale) paticuliére de
I'équation différentielle et sa courbepesentative est appée carrbe intégrale de Equation
diff érentielle.
On appelle solutio (ou inggrale) généralele I'égiation I'ensemble de toutes les fonction solutions.
On appelle courbes igrales dine égaion différentielle lensemble des carbes repésentatives de
toutes les soliions de cette égtion diferentielle.
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Remarques

En pratigie, on suppse souvent quieest un ingrvalle ouvert d&.

Sild, désgne I'application iderti deR restreint d, on peut aussi écrigld,yy.y",...y") =0

ou Odesignéda fonction nulle sut.

Dans certains cas, a partir de la solution génénahedgaion différenielle, on peut rehercher

une solution pdiculiere satifaisant a certaines calitions appelées conditions initiales. En
généal, ces conditionsancernehles valeurs prises par la fonction ou certaines dérivées en une
valeurxo.

Exemples

La fonctionf définie sufR pa f(x) = x* est une solutioparticuliée de [équation diférentielle
y"'+Xy' = 5y=2- 3¢
Les courbes intégrales de I'équation différentiglle O ont les droites du plan non paiés a
l'axe des atonrees.
y= j tdt= %xz — 2 est la solution particuliére de I'équation différentiglkex qui vérifiela

2

condition initialey(2) = O.

Définition

Une fonctionf définie surl est dite une solution maximale d'une équatidi@entielle E) s'il n'exise
pas d'intervalld o | et de fonctiorg telle queg, =f qui soit aussi solution d&}.

Définition

On appée équaion simpifiée toute égation différentielle qui peut se mettre sous la forpiey™) = 0.

Méthode de résolution

Si on peut mettre I'équan sous la formg®™ = g(x) alars il suffit dintégrern fois la fonctiong.

Ex :

On cherche a résoudréduation différentielley'— 1 = 0.

A priori, cette égation est définie suR. Toutefos, si x = 0, alas aucine forction ne comient.
On peut donc la résadre soit sufj—co;0[ soit sur]0;+c[. Pour simgpifier, on premwl ]0;+co].

On oliienty' = % et dongy =Inx+aoualR.

Les courbesntégrales de I'égation s'ttiennent de celle da x par une traslaion paralflement
a l'axe des ordores.

2. Equations différentielles du premier ordre

2.1 Equations a variables séparables

Définition

On appelle éggetion a variakes s@araldes toute égaion différentielle qui peut se mettre sous la forme
a(x) + b(y)y =0 ouaetb sont des apjations contines sur des interval a péciser.
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Méthode de résolution

SoientA etB des pmitives respectivement ageetdeb sur un intervallé oua etb sont continues
En intérart I'égali®, on obtiehA(x) + B(y) = cste
Si B admet une gpicaion récproque B, on ay = B}(—A(X) + cste.

Ex: On cherche a résoudréduation différentielle®y = ¢,
Six =0, alas auaine forction ne comient.
On pait donc la résaidre soit sufj—co;0[ soit sur]0;+oo].
Ona-y'e’ = ;—:ZL et en intégant e = 14 coucor. Doncy = —In(% + c) ou cR.
L'ensemble de définition de la fonctigmépend de.

Pour avoir une solution sur %[, il faut quec > 0.1l n'y pas de solion sur]—;0[ tout entier

ca il faut % +c>0cesta-direc>0 etxe ]—l; 0[.

Remarque

Il arrivera que I'on ne puisg@sobteniry en fonction de.

2.2 Equations non linéaires homogenes
Définition
On appelle éggtion homogee toute égaton différentielle qui ne change pas lorsqua lfemplace par

AX ety parAy pourtout réelA.
Une égiaion homogee peut se mettre sous la for:p(gi,%) = 0 et parfoissous la formey' = F(%) (2).

Méthode de résolution

Nous nous bornerons aux équations homogenes que I'on peut mettre sous la forme (1).
Dans ce cas, on poge tx out est donc une fonction de
On obtient alors une équation a ades séparables.

Ex: On veut résoudrtéquaton différentiellexy —y = /x*>+y? sur]0;+oo].

SR vy _

2
On peutmettrecette équatiorsous la forme (1gn effet, ongy'= ————=/1+ (%) + %
On pose dong/=tx et y'=t'x+1.
X(t'X +1) — tx =/ x2 + 122
= tx+t—t= 1+t

. 1 1
- t' x =%
Ji+t
= In(t+J/1+)=Inkx oUKOR} ou agsht=Inx+c  oucOR
- t+J1+1t? =kx oukOR % ou argsht = Inkx ou kR
In(kx) — a-In(kx)
- J1+12 =kx -t ou kOR* ou = % oukOR*
ko —
. kx .
- 1+t2=k - 2kxt+t* oukOR: ou t=—> oUKOR %
_kxe-1 . .
= t= X oukOR.
2v2
Et doney (=) = %=L oukaR:.
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2.3 Equations linéaires du premier ordre
Définition

On appelle équation linéaire du premier ordre toute#amn différentielle qui peut se mettre sous la
formea(x)y’ + b(x)y + ¢(x) =0 oua,betc sont des appations contines sur des intervak a péciser.
L'équation est dite nonalisge sia(x) = 1 (VX) c'est-a-diresi elle est de la forray' + b(x)y + ¢(x) = 0.

Remarque

Lorsque I'équabn n'est pas rmmalisée, on peut se ramener a une dgnatomdisée en divisant pa
a(x) sur tout intervalle oa ne s'anuale pa. Puis on "raccae"” les solutions suivant l'intervalle derdan

Méthodes de résolution

a. Equatiors linéaires du premier ordre sans second membre

Nous nous inte&ssons dans un preier tenps aux équains de la forrmy' + b(X)y =0

C'est une é&pion a variable séparales dontla solution générale egt= ke ® oukOR etB est une

primitive deb.

Ex: On cherche a résoudi@ + x°)y" + 4xy = 0 surR.

' ax ., _
Onay'+ 1+2 y=0.
Une primitive de2 x 13sz est2xIn(1+x2) =In(1+x2)*,

D'oul la solution générale esy = ke "»* oU kR
' NPT k N
C'est-a-direy = ———= oukOR.
Q/ (1 + X2)2

b. Equatiors linéaires du premier ordre avec second membre

Soiert y; ety, deux solutions da(x)y' + b(xX)y + ¢(x) =0 (2).
Onadonc a(Xy:' +b(X)y.+c(x) =0
a(X)yz +b(x)yz +c(x) =0
D'ou a()y:' = a(x)yz' + b(X)y: = b(x)y> =0
a()(y: —y2)' + b(X)(y1 —yz) =0
Doncy: - Y, est une solution de I'équation sans second membre assoa(@y’:+ b(x)y=0 (3)

ouy + % y=0 (3) surtoutintervalle oa ne s'annule pas.

D'ou la méthode :

# On résout d'abord I'équation (3).

it On détermine ensuite une solution partiexdide (2).

# Les solutions générales de (2) s'obtiennent en ajoutant les solutions de (3) et la solution
particuliére trouvée de (2).

Détermination de la solution particuliere de (2) : Méthode dite de la variation de la constante
. . , o b(x)
Sur un intervalle oa ne s'annule pas, s@test une primitive d%'

Les soltions de (3 sont de la formg = ke ®® oukOR.
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On suppose que la solution particuliggele (2) est de la formg = ke®® ol k cette fois-ci est
une fonction dex c'est-a-direy, = k(x)e™¥,

D'oluy's =K (x)eP® — %k(x)e D0,
a(X)yo' + b(X)yo = a(X)[K'(x)eP¥ - %k(x)e‘m] + b(X)k(x) € P = a(x)K' (X)eP® = - ¢(X)

Et donck (x) = ;?3 )
Il suffit de déterminer une primitivie(x) de_agx; €P¥ et alorsy, = F(x)e™¥.

Ex: On cherche a résoudpe + 1)y’ —xy = 3x.

# L'éguation sans secdmembre assoée (appelée aussi équation &iré du premieordre
homogéne) ek? + 1)y’ - xy 0. EIIe est définie suR.
Elle est équivalente yi -

X2 +
Une primitive de-3;7— +1 est- % In(x2 +1)=-InJ1+x%.
D'ou les solutions de I equatlon sans second membre/soaf1+x2 oukOR.

# Recheche d'une solution particuliere :
On poseyo = k(X)(V1+x2).
0= KO)(V1+x2 ) + —2—K(X
Vo= KWL+ ) + == k)
(2 + 1)yh = xyYo = K (X) (X +x2)° +x/1+x2 k(X) = XK(X) /1 + X2
(2 + 1)y —xyo = K'(X)/ (1 +x2)% =3x

DoUK () = =2 =3x(1+x) ™ et k(x) =3x (-2)x 5 x (1+x2) ™
(1+x2)
Enfiny, =-3
it Les solutions de I'équation avec second membre sontydok¢l +x* —3 oukR.

2.4 Equations deBernoulli
Définition

On appelle égation deBernodli toute égaion différentielle qui peut se mettre sous la forme :
a(x)y’ + b(x)y + c(x)y" =0 oua,betc sont des appdations contines sur des intervats a péciseret
a est un réel fixé aver #0 eta # 1.

Remarque
Dans un cadre quelconque, il faut O.

Méthode de résolution

On posé =y Onobtientt' = (1-a)y'y™ = (1—0()%_

a(y +b(Xy+c(xy'=0 - a(X)—a + b(X) +c(x) =0
( ) t +b(X)t+c(x) =0
On obtientdoncune équation Iinealre du premier oreret.
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Ex: Oncherche a résoud;é— Y- 5x%y°.

On peut intégrer quuatlon su1fo§ O[ ou sur ]0too].

On aa =5. On divise pay’: ——ixi—sz

a
On posd =y™ d'out' ——4yy . ’

On oltient —%t’ - & = 5x* c'est-a-dird’ + %t = —20x?

C'est une équimn linéaire du premier ordre %djuatlon sans secdmembre edt + % =0.
Elle est définie suR; ouR*. Une primitive de— estin(x?).

D'ou les solutions de I'équation sans second membré sqﬁi ouclR.

Recheche d'une solution particuliére :
On pose to= 1zc(x)
2

th=C (x)— - —c(x)
On olient : th+ %to = C'(X) 5 — 500 + %( 5009 = ¢ (X5 = —20%°
. 0" X0~ X2 X2
D'ou c'(x) = —20x*
Et c(x) = —4x° etto = —4x3
La soluton généale est done= < v 4x3 ou chR
1

On dotient doncy = ouclR.

Attention: Ensemble de défindn et solution maximale.

2.5 Equations deRicatti
Définition

On appelle égation deRicatti toute égaton différentielle qui peut se mettre sous la forme :
= a(x)y* + b(x)y + c(x) ol a,betc sont des apjdations contimes sur des intervak a péciser.

Remarque

On ne sait résoudre ce type d'équation quersiabnndt d§a une soltion paticuliérey;.
Méthode de résolution

On pose/ =y, + % avecy:' = a(X)y:® + b(X)y: + c(X) ett ne s'annulant pas sur l'intervalle de résolution.

t2-
a(x)y2 * b(x)y + c(x)
- W ,- e =a0n+ 1) +bly: + ) retd
S 2a(x)T + a(X)t_z +b(x)T

- t’ + (2a(x)y1 +b(x))t = -a(x)
On obtient une équation linéaire du premier ogdre

Ex: On cherche a résoud?e?y’ = (x - 1)(y? - x?) + 2xy sur ]O+oo[
On peut mettredquation sous la formey: =
y = X est une solution particuliere.

1
Say xy- X5t
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On posey =X +% out est une fonction gquie s'annud pas sur ]G:ol.

Oonay=1-1.

On obtlen12x2(1 - —) (x- 1)((x + l)z - xz] + 2x(x + l).
- 2e-2¢h=(x- 1)(x2+2x—+i—x2)+2x2+2xl
- —2el= (x 1)(2xg + ) +2xf

- 2x2t —2x21+xt12 ZX% t12+2x%

ot 21, 11
- —2X 2 =2 t P Xe 12
o 2x2t’ +2x2t-1 X
1 1
- t +t= 5 " Dx
La solution de I'équation sans second membre=est™ ou clIR.

Une solution particuliere ett= —%.
D'ou la solution gédrale est t =ce* — % ouclR.
— 1 _ 2x  _ 2cxfer+x _ kxe*+1 .
Ety=x+ ce—X—i “XT oxer -1 20k -1 Fher-1 OuKOR.
2X

Danger : Ensemble de défimih

2.6 Equations deLagrange
Définition

On appelle égation deLagrangetoute eégaton différentielle qui peut se mettre sous la forme :
y=xf(y') + g(y') ou f etg sont des appdations contindment dérivables sur des inteegadl péciser.

Méthode de résolution

On posd:y':%.

L'équation devieny = xf(t) + g(t) = x()f(t) + g(t).
On la dérive parapport & : ¥y X (Of(t) + x)f'(t) + g'(t).

-
ay _oy o OX _
or 5t =ax X o — X

Donc tX'(t) = x' ()f(t) + x(t)f' (t) +g'(1).
Equdion que I'on peut considérer comme une équation linéaire de premier ordre en prenant pour la
variablet et pour la fonctiorx.

Ex: Oncherche a sdudrexy’ +y+y? =0.
On posegy' =t. L'équation devieny = —tx(t) — t2.
oy

Dot —x(t) - tX'(f) —2t = = =tx'() et  20X(t) +x(t) =-2t
L'équation sans second membre2gst+ x = 0 ou encorex’ + %x 0 sur tout intervalle @t ne
s'annule pas. La solah générale est= ke 3" = kit|-3 = —K— oukOR.

JH
On cherche maintenant une solution particuliergteer x = =2t du typex, = at +b.
Xp=a et 2at+at+b=-2t.
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D'oub=0eta= —%. C'est-a-direx, = —%t.

_k

i —%t aveckR.

La solution générale dax'(t) + x(t) = -2t est donx =

k _2
Ory=-tx—-t>=—tf — -5t |-t2
’ [m 3]
On a doncy = —tﬁ - %tz aveckR.
On obtient uniquement yraramétrge des courbes intégraldsaurait été plus 'itéressant”
d'obtenirt en fonction dex.

2.7 Equations deClairaut
Définition

On appelle égation deClairauttoute égation différentielle qui peut se mettre sous la forme :
y=xy +f(y') ou festune apptationcontinlmentdérivable sur des intervall a péciser.

Remarque

C'est un cas particulier des équationg agrange
Méthode de résolution

On posegy' =t.
L'équation devieny = xt + f(t).
Onla dérivepar rpport ax : y'=xt' +t+t'f'(t) =t (t est une fonction de).
D'ouxt' +t'f(t) = 0=t'(x + f'(t)).
# Sit' =0, alorst = ceR.
D'ouy = cx + f(c) cary = xt + f(t).
# Six + f'(t) = O et sif' est inversiblealorst = (') ™(-x)

!

y

Ex: On cherche arésoudye xy + y +1 sur }oo;0].
On posegy' =t.
L'équation devieny = xt + L
t'(t+1) t:il
"(t + _t4!
Douy=xt'+t+——=—=
y (t+1)2
: 1
'l x+ =0
[ (t+1)°
# Sit' =0, alorst = c avecclIR.
[P —_ C
Douy—(i<+ o+l avech]R.1
# Six+ =0, alorst=——-1.
(t+1)° JX
L 3
o S e
Douy—xt+t+1— X —X+ 1 =-2/-X =x+1.
JX
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3. Equations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants

3.1 Equations sans second membre

Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sans second meml
toute égaion différentielle qui peut se mettre sous la forme : &)’ + by’ + cy= 0 oua, betcdR

(a# 0 sinon nous sommes ddescasdu linéaire premier ordre).

Définitions

On appelle polgdme caradristique del'équation(4), le poyndmeP = aX?+ bX +c.
On appelle discriminant de&quation(4), le réel A = b? - 4ac.

Remarque
On se bornera auonctions réelles.
Propriété

Avec les notations prédéntes,

o SiA> 0 et sir, etr, sont les racines dealars les solutions de (4) sont de la forme :
y=Ae'™* +pe? ouA,ulR.

o SiA =0 et sir est la racine double dalors les solutions de (4) sont de la forme :
y=AX+M) e ouA,udR

. SiA<Oetsiri=a+ietr, =a - i sont les racines dealas les solutions de (4) sont de la
forme : y = €( AcosPx + usinPx) ouA,u0R.

Remarques

. L'ensemble des solutions d'une équation linéaire du secoredeocefficients constants est un
R-e.v.de dimension 2.

. On peut étendre ces résultats quayxt C.

Dans ce cas, le polynébme caractéristiqgue possede une ou deux racines complexes et on obtier
résultats correspondants aux deux premiers points.

Ex: On veut réoudre les éqations diferentielles suivantes et tdminer la sdution paticuliere
saisfaisant aux coditions initiales donges.

a. y'+2y'=3y=0 Yo(1) =1 etyo'(1) =1
b. y'+4y'+4y=0 Yo(-1) =1 etyy'(-1) =2
C. y'+2y'+5y=0 Yo(0)=0 ety (0)=1

a. A=16>0 r,=-3 etr,=1
D'ou la solution générale est=c, e+ c,e®  ouc etc, sont des constantes réelles.
" . . O cie+tce®=1
Les conditions initiales nous @&ment au sygme :[] ? 4
[jcie—3c.e” =1
D'olc,=0,¢ = % etyo=¢e"*
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b. A=0 r=-2
D'ou la solution générale est= (c:x+ Cc;) € ouc; etc, sont des constantes réelles.
e . . O (-ci+c)e?=1
Les conditions initiales nous @&mwent au syteme :
E (3cL—2c,)e? =2
a2 2= % et yo = (4x + 5)e >,
C. A=-16<0 ri=-1+2i etr,=-1-2i
D'ou la solution générale est = €™ (c;cos2x + ¢, SiN2x)  ouc; etc, sont des constantes

D'ouc, = 4

réelles.
o N R N Uec=0
Les conditions initiales nous @&rent au syieme : [ oc, =1
&tz =

Douc,=0,c= % et yo= %e‘x sin2x

3.2 Equations avec second membre de type exponentielle-polynéme
Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second meml
de type exponentielle-polynéme toutauéipn différentielle qui peut se mettre sous la forme :
(5) ay"+ by +cy=1(x) oua, betcIC (a#0)et

f est une somme derfctions de la form&(x) €™ oumIC et QUC[ X].

Remarque

Ce type de fonctionf compend les fondbnsf trigonométriqueset les produits de fonctions
exponentielles par des fonctions cosinus ou sinus

Méthode de résolution

De la méme fagon que lesugdiors linéares du prener ordre, sy, ety. sont deux solutions de
I'équation (5) alosy, — y» est solution de lguaion sans second mdmeay" + by + cy=0 (6)

D'ou la méthode :
# On résout d'abord I'équation (6).
# On détermine ensuite une solution particuligrée (5).
# Les solutions générales de (5) s'obtiennent en ajoutant les solutions de (6) et la solution
particuliére trouvée de (5).

Détermination de la solution particuliere de (5)

o Si f(x) = fi(X) + f2(X) alors une solion partialiére de (5) est, =y: + y> avec
y1 une solubn paticuliere deay" + by + cy = fi(x)
y> une solubn paticuliére deay" + by + cy = f5(X)

. Sif(x) = Q(x) avecQ polyndbme de degg n alors une solipn particuliére de (5) este la forme
Yo =R(X) ou Rest un polpdme dedegR=n sicz0,
degR=n+1 sic=0eth#0,
degR=n+2 sic=0eth=0.
(Cas patrticulier du suivant)
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. Sif(x) = Q(x) e™ avecQ polyndbme de derg n alors une sokion particuliere de (5) est de la
forme y, = R(X) e™ avecdegR = n simn'est pas racineudoolyromecaracéristique.

degR=n+ 1 simest une racine simpbii polyrdme caracéristique.

degR=n+ 2 simest une racine doubtiel polyrbmecaracéristique.

Remar que

Si nous avons l'équatiay" + by' + cy = f(x) avecf(x) = Q(X) alors on peut écrirx) = Q(x) e*.
P=aX?+bX+c.
On'estpasracined® [ PO)20 0O c#0.
O estracine simpdeP O P(0)=0etP'(0)20 0 c=0etb#0.

En posant =y', on obtient une équation linéaire premier ordre.
O estracine doubled® 0 P(0)=0etP'(0)=00 c=0etbh=0

L'équaton est une équation simpét.

Ex: On chercher a résoudrey! — 2y' + 2y = 2CcOSX.
A=—-4=(2) ri=1+i etr,=1-1.
D'ou les solubns de I'eéquadn sans gcond merre sonty = € (A cosx + psinx) oUA,u0R.
cosx = & _2e ~ et donc2cosx = & + e,

On cherche des solutions padiiéres dg/" — 2y' + 2y = &* ety" - 2y' + 2y = g™,

# I n'‘est pas solution de I'équation chgastique.
On cherbe une solion du typey; = ke* kOC.
Ona y':= ike"
y”1 = _kéx
yi' = 2yi' + 2y1 = (-k = 2ik + 2K) €
= (k- 2ik) e* = &

-1 _1+2i
Douk—l_Zi— 5 -

# —i n'est pas solution de I'équation chggastique.
On cherde une solion du typey, = ke™ kOC.
Ona y,= -ike™
y”2 = —ke™
Vo' = 2y, + 2y, = (-k + 2ik + 2K) ™
= (k+ 2ik e =e™

[P —_ 1 _1_2|

D'ouk = 1+~ 5

_1+2| iX 1_2| —ix_; _é H
Yity.="% e+ £ €7 =§ COSX— g SinX

Les solutions g#&rales sont done*(A cosx + usinx) + % COSX — % sinx ouA,uCR.
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4. Equations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients non constants

4.1 Equations sans second membre

Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients non constants sans second

membre toute agaion différentielle qui peut se mettre sous la forme :

(7) a(X)y" +b(x)y' + c(xX)y = 0 oua, betc sont des fonctions continues sur des intervalles a déterminer.

Remarque

On ne sait résoudre ce type d'équation quersiabnndt d§a une soltion paticuliérey;.

Méthode de résolution

Il faut quey: ne s'annule pas sur l'intervalle de résolution.
On pogy =ty out est une fonction de
eta(x)y:" + b(X)yr' + c(x)y1 =0
On obtient y'=t'y;+ty, et y"=t"y; +2t'y,' +ty,"
En reportant dang’), on trouve :
a()(t"yr + 2t'yr' +tyr") + b(Q)(t'y1 + tys) + c(X)(tys) =0
a()(ty:") + b(Xx)(tyr) + c(X)(tys) +a(X)(t"y» + 2t'yx') + b(X)(t'y:) =0
t@Xy:" + by +c(x)ys) +a(X)(t" y: + 2t'yx') + b(X)(t' y:) =0
a()y: t" + (2a(x) yr' + b(x)y,) t' =0

Ceci est une équation a variables séparablés en

Ex: On cherche a résoudyétanx +y' (tarfx — 2) + 2y cotanx =0 sur]o; %[

La fonctiony, = sinx est solution.
En effet,y's = cosx ety"; = —sinx.

. . 2
" . . SiNX sin“x . COSX
+ -2)+ =- + -2|+ 220
Donc y,"tanx +y;' (tarf x — 2) + 2y, cotanx = —SiNXgagx cosx( COS2X ZJ 29nx Snx
sin’x , sin’x

. _ =—Cosx T Cosx —2cosx+2cosx=0
On posey =tsinx out est une fonadn dex.

On obtienty' =t'sinx + tcosx et y" =t"sinx +t'cosx + t'cosx — t sinx =t"sinx + 2t'cosx — t sinx.

L'équation différentielle devig :

. . 2
" i , . NSINX | (4 sin“x . COSX
+ 22U - =Acy T + - + — =

(t §|r;x 2t' cosx tanZX) cosX 3(t sinx tcosx)(%oszx ) 2tsinxg =0
dSINX | s SIN°X | o SIN°X o sinx _ _
U'Cosx + 2t SINX—1tEgsx + U goeey — & SINX+1tggsx — 2tCosx+2tcosx =0
rSin’X o SinX _ g

COSX3 COS2X -

v, SIN°X  COSX,,

.!+ -
U+ Cosix X gnext 0
t"+tanxt' =0
D'out’ =k; cosx avecki[R.
Ett =k sinx+ ko aveck, k.lR.
Enfin, y =k sir? x + k; sin x avecky,kOR.
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4.2 Cas particulier : équationsd'Euler
Définition

On appelle équatiod’Eulersans second membre toute équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients non constants de la form®&): (y" + pxy + gy =0 oup etqg sont des constantes.

Méthode de résolution

On posex =€ six>0 etx=-€six<0.
Cest-a-dire = In [x|.

Y _ot oy _1

y = 8)& axx - X

_y
ot
0¥ _0o(N\_0o(1 ayj oy 1, [ﬁyJ o 1 @(@j
Y =% = [ J a( x2><at+ X ox et xzxat+xxaxxat at
1.
2

1

x2><8t+

Douy’=- 8t2

En reportant dans), on trouve :

1 0y 1 0% 1.0y
(A 1) sy
%y

et (p- 1) ay +gy=0 : c'esune équation linéaire du secomdirea coefficients constants.

Ex: On cherche a résoudxéy” —2xy' +2y = 0 sur ]0:+oo[.

On posex = € c'est-a-dird = In x.
10y 10y, 10%
On obtienty’ = ot ety” = at o
o O%Y 0y _
D'ou W_S +2y=0 A=9-4x2=1>0 rn==5==1etr,=
Donc la solutlon générale gst A€ + pe* oUA,uCR.

On obtient erif : y=Ax+ ux? oUA,U0R.

4.3 Equations avec second membre
Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients non constants avec second
membre toute agpion différentielle qui peut se mettre sous la forme :
a(x)y" + b(x)y' + c(xX)y =f(x) oua, b, cetf sont des fonctions continues sur des intervalles & déterminer.

Méthode de résolution

On a: a(x)y" +b(x)y + c(X)y = f(x)

et alX)yo" +b(X)yo’ + c(X)yo = f(x)

Dol a()(y" = ¥o") + (YY" =~ ¥o') + c(})(y —Yo) =0

Cest-a-dire  a(X)(y = Yo)" +b(X)(y = Yo)' + c(X)(y —¥o) =0

La fonctiony -y, est donc dation de I'équation sans second membre.

Pour résoudre ce type d'équation, on doiingtre une soltion paticuliere. Bur obtenir la solution de
I'équation &ec second meme, il suffit d'additionner une solution particuliére et laison générale de
I'équation sans secdmembre.
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