Espaces euclidiens

1. Généralités

Définition 1.1

SoitE un e.v. suRR.

On appelle produit scalaire shitoute forme bilinéaire sl symétrique, définie et positive.

On note généralement un produit scal@tg)  xJy) ourx etyIE.

Remarque 1.2

Les propriétés caractérisant un produit scalairaisie.v. réek sont donc :

. (ax+ X, y) = alx,y) + KX, y) Ox,x' ,VJE, Oa,BOR
. Xy =y, x) Ox,yOE

. x,x)=0 = x=0

. x,x)>0 OxOE

Exemples 1.3
° f . Rz > R
(Xy) — Xy c'est-a-diref (x,y) = (X, y) = xy.
. ¢ : R[X] ><]R[1X] - R .
P.Q — [POQMdt  cest-a-direp(P,Q = (P,Q)= | PH)Q()dt.
Définition 1.4

L'application f définie parf: R"xXR" - R
(X,)) — 2 XiVi OU X = (X1,X2,X3,... Xn) XOR pour touti=1,n
i=1

ety = (Yu,Y2,Y3,---Yn) yOOR pour touti=1,n
est appelé produit scalaire canoniqueRsur

Remarque 1.5
La forme quadratique associée au produit scalaimerique d&" estg(x) = X, X2 0K = (X1,X2,Xa, ... Xn).
i=1

Définition 1.6

On appelle espace préhilbertien réel tout espacienel réel muni d'un produit scalaire.
On appelle espace euclidien tout espace préhiimerfiel de dimension finie.
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Remarque 1.7

Hilbertien= evn complet dont la norme est issue d'un prodaitge.
Préhilbertien de dim finie Hilbertien.

Exemples 1.8

. SoitE = R[X]
<>: R[XxR[X] - R

(P,Q — (P,Q) = | POQ(t) dt (E,<>) est un espace préhilbertien réel.

. SoitF =R,[X] = {POR[X] / degP < n} et soit< > le produit scalaire précédent.
(F,<>) est un espace euclidien.

. SoientneN*, G =. #(R) etf l'application définie pafr: (A,B) — tr (‘A.B).
(G,<>) = (G,f) est un espace euclidien.

Remarque 1.9

La donnée d'une forme quadratique de signaty@ $ur unk-e.v. de dimension fournit une structure
d'espace euclidien.

Propriété 1.10  (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit [E,< >) un espace préhilbertien réel.
1 1

Ox,YOE, [,y <(x,x)2(y,y)2 .
L'égalité est obtenue si et seulementsiy sont linéairement dépendants.

Démonstration
Siy=0, I'égalité de la propriété est vérifigglE. On peut donc supposg# O.

Inégalité Ox,yOE et OAOR et on suppose ety fixés.
(x+ Ay, x+ Ay) > 0 car le produit scalaire est positif.
X, X) + A y) + Ay, x) + A%y, y) > 0.
XY, Y)Y+ 224%,Y) + (X, X) > O.
Puisquey # 0, 21Xy, y) + 2X(X,y) + (X, x) est un polynéme de degré 2)en
Ce polynéme est de signe constant donc le discaimtidoit étre négatif
ou nul, ce qui donne :
AKX, y)? = &%, %) {y,y) < O
& Ax Yy < AXx, X) (Y, Y).

& 1yl <x) 2y, y) 2.
Eqalite: . Supposong = Ay
Kyl =121y, y) . .
Ay, 2y) 2y, y) % =(42)? ><<y,y1>7 ><<y1,y>5 =Ky, y).
. Si on a l'égalitd(x, y)| = (x,x) 2{y,y)? .
On obtientd(x, y)* — 4{x, x) {y,y) = 0 .
Le discriminant est nul et I'on a donc une racioelde pour le polynéme
XY, Y) + 224X, Y) + (X, X).
Or, si celui-ci s'annule pour i, on a nécessaireme(x + Aoy, X+ Aoy) =0
C'est-a-direx + Aoy = 0 oU encore = —Aoy.
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Remarques 1.11

. On utilise aussi I'expression (au carré, y)* < (x, )y, y) ,
. SIiE=R", et si< > est le produit scalaire canonique, on obti(Z xiyiJ < (E X?J(E y?J
i=1 i=1 i=1
1

. Si E = #([0,1]) et si on prend comme produit scalairef,g> = j f(t)g(t) dt, on obtient
{j f(t)g(t) dtJ < { [((0)? dt}[f(g(t))z dt}.

Propriété 1.12

Soit (E,< >) un espace préhilbertien réel.
L'application||.|| E - R,
X— <xx>'2  est une norme.
c'est-a-dire i Ix=0 = x=0
i) laxIF=1AHIx]l OxOE, OAOR.
(i) lx+yll <lxIF+ Iyl DxyOdE.
De plus, on obtient I'égalité dans ) lorsquex ety sont positivement liés.

Démonstration

(i) Ix=0 = {(x,x)=0 = x=0 carle produit scalaire est défini.
1 1 1

(i) laxI=0x, A% 7 =(42)2 x(x,x) 2 =[AllIx]l

(i)  Inégalité triangulaire ou inégalité de Minkowski
Ix+yll?=x+y,x+y) = [x17+&y) +{y,x) + Iyl
= IxIZ+ O, y) + ) + 2 = IxlIZ+2 &,y + lyll?
< IxlIZ+21x y)l +lyl*>  siy=Axavech positif c’est une égalité et non sinon.
< [IxI?+2lxll x Iyl + llyll* d'aprés Cauchy-Schwarz.
< (Ixll + lIyll)?

(i)  Egalité . Supposony = Ax avecAR,.
Ix+yll = lIx+ x|l = 11+ D)xIl =11+ Al lIx]F = (@ + ) Ix]]
I+ ylF = W+ A = 1+ LA = 1+ AT = @+ 2) [l
. On a I'égalité de Cauchy-Schwarz lorsquay linéairement dépendants.

On vérifie aisément gue= Ax avecAJR_ ne convient pas.

Remarques 1.13

n 112

. La norme associée au produit scalaire canoniqiRe" @st||x|| = (Z xizj SIX = (X1,X2,X3, .. Xn)-
i=1

. Pour retenir l'inégalité de Cauchy-Schwarz , ort peuappeler dei.v = ||d|l |||l codd, V)

Rappel 1.14 (Inégalité de Minkowski)

i=1 i=1

n 12 n 12 n 12
. SiE =R", et si< > est le produit scalaire canonique, C(Z(ai + bi)ZJ < (Z a?J + (Z b?J
i=1
1

. SiE = /([0,1]) et si on prend comme produit scalairef,g> = | f(t)g(t) dt, on obtient
0

{j[f(t) +g(D)]1? dtJ < {j[f(t)] ? dt} - { [lg®1? dt}

1/2
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Définition 1.15

Soit (E,< >) un espace préhilbertien réel. Soigjytdeux vecteurs non nuls & On a<ppelle mesure de
I'angle non orienté du couphey) le réel6 compris entre O et tel que co$ =

<X, X >12 <yy>l/2 '

Remarques 1.16

. Toutes les normes ne sont pas forcement issuepdnit scalaire.
. On obtient un espace métrique en posigay) = | y—xIl.
. Interprétation dans le cas euclidien : sejtune base d'un espace euclidiEx () = (E,f).

SiA=.7(f) = 74<>) et six a pour coordonnéesdans €), alors [k||= (XAX) 2
Propriété 1.17
Dans un espace euclidien, toute famille de vecteoinsnuls et deux a deux orthogonaux est libre.
Démonstration

Soit (E,< >) un espace euclidien de dimension 1.
Soit @y, &, as, ... ,&) une famille de vecteurs non nuls et deux a dethogonauxplIN* (on aurap< n).
p p

Ziiai:O = Vj:1,p <Z/1iai,aj> =0
i=1 i=1
= Vi=1l,p 4 <a,a> =0
= vVi=1l,p 4 =0 car< > est défini donc il n'y a pas de vecteurs isotropes
Donc c'est bien une famille libre.
Propriété 1.18 (Théoréme de Pythagore)

Soit (E,< >) un espace euclidien de dimension 1.

P 2 p
Soit ()1, une famille de vecteurs non nuls et deux a dethogonaux. Alor | Y vi|| =X lv|I?
i=1 i=1
Démonstration
P 2 p p P P PP
Z i = 2 Zvi = 2 Zvj> 22<anj> Z<V|,V|> 2||V|||
i=1 i=1 i=1 i=1 =1 i=1 j=1 i=1

Remarque 1.19

Avec une notatiom au lieu de< >, on obtient

f(Xe + X+ .o+ Xy Xe +Xo + .+ X0) = f(Xe, X1) + (X2, X2) + -+ +f(Xn, %) OU

QX1 + X2 + ... +Xa) = Q(X1) + s(X2) + -+ + Qe(Xn).

Propriété 1.20  (Identité du parallélogramme)

Soit (E,< >) un espace euclidien. On &x,yOE, IIx+yl*+Ix=yl?=2(Ix/*+llyl?).

Démonstration

Voir exercice formes quadratiques 0ld(x +y) + g(x —y) = 2q9(X) + 2q(y).
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2. Orthogonaux

Corollaire 2.1

Soit (E,<>) un espace euclidien.

O¢ 0~ r(E,R) = E* = dual deE (c'est-a-dire pour toute forme linéaire Eir
OyoE / ¢(X) = <x,p> OXOE.

On aE* isomorphe Z.

Corollaire 2.2

Tout espace euclidieft < >) admet une base orthonormale et dans cette nelwaetle, le produit
scalaire est le produit scalaire canonique.

Propriété 2.3

Soit (&, &, ...,€,) est une base orthogonale d'un espace eucliljerr) de dimensiomp > 1.
P

<v, e >
Alors, IVOE,v=} =g & €.
i=1 !

Démonstration

p p p
Onav=) vie et pourtout =1,p,<v,e>=<D Vie,g>=2 Vi<€,e>=V,<g,g >
i i=1

. _|=1< v, ej > i=1
D'ou Vi = <g,g >

Remarque 2.4

. vie > <v,e> <V,8 >
Les coordonnées dedans é,, &, ..., &) sont don({<e1 6 s 36,65 <66, >j

Si la base est orthonormale, ofege) =1 pour tedtp.
Propriété 2.5

Soit (E,<>) un espace euclidien et sbiun s.e.v. dé&.
OnaE=FOF et F)"=F.
F” est appelé le supplémentaire orthogondf.de

Démonstration

On a une structure d'espace euclidien en considérasstriction de< > aF.
o Soit (&)1, Une base orthonormale Beet spoitxDE.
Pour touti = 1,p on pose\; = <x,e>eta=, J€e.
i=1
On a bieralJF et on posé = x— a.
Ona,0i=1p, <b,e>=<x,8>-<a,@>=A -\ =0.
DoncbOF” etx=a+b.
De plus, montrons guen F"~ = {0} : on sait déja que {0 F n F".
Soit maintenantOFnF”, on allx||? =< x,x>=0 et dong=0.
. PuisqueE=F O F'=E=F "0 (F", on a dinF = dim(F")".
OrF < (F")” donc £")" =F.
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Définition 2.6

Soit (E,<>) un espace euclidien et sbiun s.e.v d&€. On aE=F O F".

L'applicationpr qui, a toutx = a + b avecallF etbJF", associg:(x) = a est appelée projection strde
directionF” ou projection orthogonale sEr Avec les méme hypothéses, I'applicasarui ax associe
s=(X) = a— b est appelée la symétrie orthogonale par rappert a

Remarque 2.7

S=2p-—Ide car &a-(a+b)=a-h.

Corollaire 2.8

Alors OXOE, pe(X) =2, <X, U > U;.
i=1

Démonstration
Voir la démonstration de la propriétée 2.5.
Définition 2.9

Soit (E,<>) un espace euclidien et sbiun s.e.v dé&.
On définie les applications distances suivantes ¥x,yOE, d(x,y) = [Ix-yll.
VXOE, d(x,F) = Infyze(d(x,Y)).

Propriété 2.10

Soit (E,<>) un espace euclidien et sbiun s.e.v dé&.
1. VXOE, d¥(x,p(x)) =lIx 1% = [Ipe () 11 °.
2. VXOE, d(x,F) = d(x,p(x)) = Ix=pe()1l.

Démonstration

Lo Il = lIx=pe®) +peG) 1% = Ix—peO) [I* + p=() > d'aprés Pythagore.
C'est-a-direlx—pe() 12 = Ix11* = [pe0) 1% .
2. OyOF, d%x.y) = Ix=yll? = lIx=pe(x) + pe(x) - ylI?
= Ix=peG) 1% + pe(x) -yl carx — pe(x) € F* etpe(x) -y e F
> [Ix—=pe() II%.
Donc |Ix-pe(x) 1> est un minorant delfx,y), yOF}. Or OyOF, d(x,y) = d(x,F).
En particulier pe(X)0F. D'oud (x,p=(X)) = d(x,F) = [x— pe(x) Il

3. Méthode d'orthonormalisation de Schmidt

Exemple d'orthonormalisation 3.1

DansR*, muni du produit scalaire canonigue, on veut ortimaliser I'espadeé engendré par les
vecteurs (libres) :  u;=(1,1,1,0) u,=(1,1,0,0) us =(1,0,0,0).
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léreétape Orthogonalisations (vi,V2,V3)

L4 V1 = U;.
. V> = U, + Av; avechdR.
On av, # 0 pour toufA caru; etu, sont linéairement indépendants.
On veut <wVvi>=0
= <U2+)\U1,U1> =0
= <Up,Ur> + A<Uy,U;>=0.
On a<u,u;>#0 caru, #0.
o A= ——< Uz, Uy >
; Us,u; >
= A= -3

V.= (1,1,0,0- 5(1,1,1,0).
D'oiiv, = $(1,172,0).
. Va=Us+ Avy + UV, avech,ulR.

On av;#0 pour tous led ety caru,, U, etus sont linéairement indépendants.
On veut <v;,vi> = 0 et<v;, o> = 0.

<V3,vi> =0
- <Uz+ AVy + Uvp,u;> =0
o <Us,Up> + A<Ug,Us> + U<Vp,vi> =0
On a<w,v;>=0
= <Us,U;>+ A<U,U>=0
PN A= _—Ug, u; >
<U, U, >
- =%
<Vva,V>=0
- <Us+ Avy + v, vo> =0
o <Ug, Vo> + A<V, Vo> + U<V, Vo> = 0
On a<vy,v,>=0
= <Uz,V2> + U<V, Vo> =0
< Ug, Vp 3
° HETIV,, S
5(1) 1

- L)1 +1+4) 2
V3= (1,0,0,0- 3(1,1,1,0) 5 x $(1,1-2,0).
D'olvs = £(6-2-1,0-2-1,0-2+2, 0+ 0+0)

= %(1,—1,0,0).

2emeétape Norma\lllisation_> Q/)l,bz,bg)
1 — 1

. b1 = ||V1|| = VLV, S Vi = (1,1,1,0) ||V1|| = \/§
V. V
© b T TusE Wm0 el=378
° — V3 — V3 _l _ _l
b, = Ivall = <Vavs>22 V37 5(1,-1,0,0) lvall =52

Propriété 3.2
Toute famille &)i-1,, libre de vecteurs (non nuls) d'un espace euclideedimensiom (n=p > 1) peut

étre remplacée par une famillg),, de vecteurs deux a deux orthogonaux (famille gohale ) de telle
sorte que : Vecta,a,as,... &) = Vect (01,b,,bs,... ) pour toutk = 1 p.
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Méthode de Schmidt 3.3

L b1 = a.
. b,=a,+Ab; avecADR.
On ab, etb; linéairement indépendants pour taut
On veut <b,,b>=0
= <aa>+A<a,a>=0 on a<a,a;>#0 cara; #0
o A= ——< 8,8, >
<aa, >

s <aia>
Doub,=a; - <=7, 3, b

On vérifie aisément que Vedi(b,) = {CL de b, eth,} = {CL de a; eta,} = Vect @,a).
On a bierkb,,b;>=0.

. Supposons que I'on ait constroifo,,bs, ... Py-1.
k-1

Il faut trouver )= tels queb, = ac + 2. Aib;  soit orthogonal a chadyavec =1,n.
i=1
<b,b>=0 = <a,b>+ A <b,b>=0
4= < ay, bj >

T <b,b >
On construit aingb.
Vect (01,b,,0s,... ) = {CL de by,by,bs,... b} = {CL de ay,a,as,...a} = Vect @,a,as,...a).

Théoréme 3.4  (de la base orthonormale incompléte)

Toute famille orthonormale devecteurs dans un espace euclidiesie dimensiom (n>p) peut étre
complétée en une base orthonormal&de

Démonstration

Théoréme de la base incompléte + procédé de Schmidt

4. Endomorphisme adjoint
Propriété 4.1

Soit (E,<>) un espace euclidien.

Soit$[1~ (E) c'est-a-direb est application linéaire dedansk (ou¢ est un endomorphisme &
Alors O¢*0~(E) I <p(X),y> =<x,0*(y)> OxVIE.

Cet endomorphismé* est appelé I'endomorphisme adjointdde

Démonstration

Unicité: On suppose qu'il existe deux applicatignety, [0/ (E) telles que :
<O(X),y> = <xPu(y) > = <xP(y) > Ox,yCE.
On a don&x,Pi(y) — Ya(y)>=0 Ox,yIE.

Or un produit scalaire est non dégénéré donc deruldi;(y) — Y(y) =0 OylE.
Doncyi(y) = o(y) OylE c'est-a-dirap; = Q..
Existence  [ylE, l'application x — <¢(X),y> est une forme linéaire en
DonclyllE, OyOE/<d(X),y>=<X,p>.
Soit¢* I'application deE danskE qui, a touty, associs.
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OyoE / <¢p(X),y> = <x,yp> [OXOE.
OyoOE /<d(X),y'>=<X,yo> OXUE.
Onadonc: <¢(X),y+y>=<¢(x),y'>+<h(X),y'>=<XY>+<XYo>=<X\¥+Yo>
<O(X)AY>=A<O(X),y> = A<X, o> = <XAYo>.
D'ou I'applicationp est linéaire.

Remarque 4.2

Ox,YOE, <Id(x),y>=<x,y>=<x,ld(y)>. On a donc Id*= Id.
Propriétés 4.3

Soit (E,<>) un espace euclidien, soiantt] ~ (E) et soitALIR.
a. Uu+Vv)* =u*+ v,

b. (UoVv)* =v* o u~.
C. Au)* = Au*.
d.

u* =u.
Démonstration
a. Ux,YUE, <(U+V)(X),y>=<u(x) +v(x),y>

= <u(x),y>+<v(x),y>

= <X,U(Y) > + <x,V(y) >

= <XU(Y) + VE(Y) > = <x,(u* +VvF)(y) >.
b. Ux,YUE, <(uoVv)(x),y>=<u(v(x),y>

= <V(x),u*(y) >

= <XVE(UE(Y)) > = <x,(v* o ur)(y) >.

C. Ux,YUE, <(AUW(X),y> = <Au(x),y>

= A<u(x),y>

= A<X,U(y) >

= <XAU*(Y) > = <x,Aur)(y) >.
d. X VE, <U*(X),y> = <y,U(x)>

= <u(y), x> = <x,uy) >.
Propriété 4.4

Soit (E,<>) un espace euclidien de dimensarN*.
Soit () = (by,by,bs,... b)) une base orthonormale He
Ona //b(U*) =t //b(U)

Démonstration

Supposons/Zuw(U) = (a)ij=1n
On a donc u(b) = Zn} a;b; <u(b),b>=2g;
<b.u(b)>=
<u*(by),b> =3
u*(by) = é a;ib;
Ao(U*) = (&)ij=1n-

g 000 ¢
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Propriété 4.5

Soit (E,<>) un espace euclidien et s(@ une base dE.
Soientul ¥ (E) etu* son endomorphisme adjoint, on A(U*) =[. Ze(< >)] % [\ ZU)] X [ 7«(< >)].

Démonstration

Soit(b) une base orthonormale Beet soitSla matrice de passage d® & €).
Ne(<>) ='SX 7 (<>)x S='Sx §
#U) =S x 7(u) x S c'est-a-dire 7p(U) = Sx. 7Z4u) x S7%.
AU) =S x 7y(u*) x S,
Or _7u(u*) = 7p(u).
Donc . 7p(u*) =S x. 7Z«u) x S?)
—iGgixt ///e(U) x 1S
Et 7Z4u*) =S x 7p(u*) xS =Stx'Stx ! /u) x'Sx S=('Sx 97Ix " /¢u) x ('Sx 9.

Propriété 4.6

Soit (E,<>) un espace euclidien et saoifl “ (E), on a :

. u etu* ont méme rang.

. detu = detu*.

. uinversible = u* inversible et (*) ™ = (U™)*.
Démonstration

Tout ceci provient directement des propriétés tisposés de matrices.
Propriété 4.7

Soient E,<>) un espace euclidieR,un s.e.v. d& etull ~ (E).
Si F est stable par alorsF” est stable par*.

Démonstration

Oy[F, on au(y)UF carF est stable pan.
XOFY =  <xuy)>=0 OydF

= <u(y),x>=0 OydF

= <y,W(x)>=0 OyeF

= u*(x)OF".

Propriété - Définition 4.8

Soit (E,<>) un espace euclidien et saifl / (E).
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) <u@),uy)>=<xy> OXYIE.
(i) <u(xX),u(x)>=<x,x> [OxUE.
@i) u*ou=Id.
Si l'une de ces propriétés est vérifiée, on ditwgast une isométrie vectorielle ou quest orthogonale.
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Remarque 4.9

(i) = (i)  OxOE, uG)ll =1xI.

Démonstration
@) = (i) <u(x),u(y)> = <x,y> Ux,YUE
= <XU(U(Y)> =<xy> Ox,yUE
- <x,U(u(y))-y>=0 Ux,YUE
e u*(u(y))-y=0 OyOE car<> non dégénérée.
= u*(u(y)) =y HyUE.

(@ii) = (i) OxOF  <u(xX),u(x)> = <x,u(u(x)>=<x,x> [OxOE.

(i) = (1) <U(X+Y),u(X+Y)> = <X+Yy,X+y> Ox,yUE
= <u(X) +u(y),u(X) +u(y) > = <x+y,x+y> Ox,yUE
= <U(X),u(x) > + <u(x),u(y) > +<u(y),u(x) > +<u(y),uy) >
= <X X>+<XY>+<Y, X>+<y,y> Ux,YUE
= 2 <u(x),u(y)> = 2<x,y> Ox,YOE
= <U(X),uy)>=<xy> Ox,yOE.

Propriété 4.10

Soit (E,<>) un espace euclidien et saitine isométrie vectorielle.
Alors detu = +1 doncu est inversible aet* = u™.

Démonstration

. Nous savons que det= detu*.
1 = detld = det(u o u*) = det(u) x det(u*) = det(u)>.
. Unicité de l'inverse lorsqu'il existe @t o u = Id.

Propriété 4.11

Soit (E,<>) un espace euclidien.
L'ensembleD(E) des isométries vectorielles muni de la loi de position usuelle des fonctions vérifie :

. La loi o est une loi de composition interne 6E).

. La loi o est associative sSQ(E).

. La loi o admet un élément neutre d&iE).

. Tout élément d©(E) admet un symétrique pour la loi o.

On dit que O(E),0) est un groupe non commutatif. Il est appetéige orthogonal dE.

Démonstration

. Soientuy,u, JO(E).
Ox,YUE, < (U 0 Up)(X),(uz 0 L) (y) >
= <U(Ux(X)), U (U(y)) >
= <W(X),x(y)> caru,[JO(E)
=<X,y> car,[1O(E) doncu; o uLO(E).
. La loi o est toujours associative.
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. Soit u, JO(E).
Ox,yE, <Uz (X)L (y) >
= <Wp(U (X)), WUz (y)) >
=<(U 0 U )(X),(U2 0 U H)(y) >
=<X,y> doncu, *0O(E).

Définition 4.12

Soit (E,<>) un espace euclidien.
On appelle les éléments @&E) = SQE) = {ulO(E) / detu = 1} les rotations vectorielles de
On appelle les éléments @(E) = {udJO(E) / detu = -1} les anti-rotations vectorielles de

Propriété 4.13

Soit (E,<>) un espace euclidien.
(SQE),0) est un groupe non commutatif appelé groupeiapérthogonal dé&.

Démonstration

Cela provient directement des propriéteés :
. det(u ov) = det(u) xdet(v)

. detld =1

. det(u™) = [det(u)]™*

Propriété 4.14

Soit (E,<>) un espace euclidien de dimension 1.
Pour queu] ~ (E) soit une isométrie, il faut et il suffit que l'age d'une base orthonormale paoit
orthonormale.

Démonstration

Soit €) = (e,,e,6s,...£) une base orthonormale He

(=) Siuestune isométrie alowsest bijective et donai(e,),u(e:),u(es),.... u(e,)) est une base de
De plus<u(X),uy)>=<x,y> Ox,ylF.
D'ou<u(e),u(g)>=<e,g>= .

(@) Si (u(el),u(ez),u(eg),....u(en%) base orthononrmale de on a<u(e),u(e)>=<e,e>=19.

OxOE, on peut écrirx =Y, xie;  @(x) =2 x ule)
i=1 i=1

n n n n n n
<u(),u()>=2 2 xix<u(e),u(g)>=2 2 xx<€,6> =<2 X, Xg > = <XX>.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 =1
Propriété 4.15

Les valeurs propres d'une isométrie sont soittl-dofpour un e.v. réel).

Démonstration

Soit (E,<>) un espace euclidien et saitine isométrie vectorielle.
Siu(x) = Ax avecx # 0, on a< x,>x> = <U(X),u(X)> = AXAX> = A< X, %.

C'est-a-dire\? = xxs -1
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Propriété et définition 4.16

Soit R",<>) ouneN* et <> est le produit scalaire canonique et 84iit. /,(R).
Les 5 propositions suivantes sont équivalentes :
1 MM=I,
a @ ‘™MM=I,.
(3) Mestinversible éM =M™,
2) @ Les vecteurs colonnes Beforment une base orthonormaleRie
(5) Les vecteurs lignes dé forment une base orthonormaleRie
Une matrice qui vérifie l'une de ces conditionsdétst orthogonale.

Démonstration

Soit(e) = (e,e,6s,...£) la base canonique @&
. Etape 1: ()= (2) = (3)

Q) = detMz0 O (2).

On obtient le résultat a cause de l'unicité du $giqeée.
. Etape 2: (1)< (4)

M= (@ij1n M= @)ijztn MM = (Yiijz1a OU 7 = é iy -
Soit ()i-1n les vecteurs colones d&(donc les vecteurs ligne td).
On ab = Zn} e et<b,b>= Zn} Aidy = Y-

MM=1, « v, =8 =<bb>

Remarque 4.17
La matrice de passage d'une base orthonormale a@utmeeest une matrice orthogonale.
Propriété 4.18

L'ensembldD,(R) I'ensemble des matrices orthogonales carréadreior 1 a coefficients dariR muni
de la loi de la multiplication usuelle des matrigésfie :

. La loi x est une loi de composition interne €M(R).

. La loi x est associative s@,(R).

. La loi x admet un élément neutre dangR ).

. Tout élément d©,(R) admet un symétrique pour la bai

On dit que O.(R),x) est un groupe non commutatif. Il est appelé geocanphogonal d'ordre.

Démonstration
. SoientA etB deux matrices orthogonales.
On a(AB)AB = 'B'A AB='BIB = | doncABIO.(R).
. La loi x est associative sur/(R).
. 1,JOK(R).

. Soit MOOL(R)
(MM = (M) LMY = (MM) =1, T =1, donc MO,(R)

Propriété 4.19
Le déterminant d'une matrice orthogonaletdst
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Démonstration

SoitM une matrice orthogonale.
1 =detl = det'MM = det'M x detM = detM x detM = (detM)>.

Propriété 4.20

SoitOn(R)" = SQ(R) = {MIO,(R) / detM = 1} ol neN*,
(On(R)%),x) est un groupe non commutatif appelé groupe spétteogonald'ordren.

Propriété 4.21

Soit (E,<>) un espace euclidien. Pour quié ~ (E) soit une isométrie, il faut et il suffit que saitmice
dans une base orthonormale soit orthogonale.

Démonstration

Soit(e) une base orthonormale Eeet SoitA = 7(u).

uisométrie - u* =ut
it AU) = Zu™)
- A=AT - A orthogonale.

Définition 4.22

Soit (E,<>) un espace euclidien et saifl  (E).
On dit queu est auto-adjoint ou symétrique sst u* c'est-a-dire ssilx,yLIE, <u(X),y> = <x,u(y)>.

Exemple 4.23
SoitF un s.e.v. d'un espace euclidien

La projection orthogonale s&ret la symétrie orthogonale par rappoR sont des endomorphismes
auto-adjoints. En effef)x,x0E, Ja,alF etOb,bTF" tels quex=a+bet xX'=a'+b. Ona:

. <pe(X),x'>=<a,a'+b'>=<aa'>+<a,b'’>=<a,a>
<X,p(X')>=<a+b,a>=<aa>+<b,a>=<a,a>
. <s(X),x'>=<a-b,a+b'>=<aa>+<ab>-<b,a>-<bb>=<aa>-<b,b'>

<X,§(X')>=<a+b,a-b'>=<aa>-<ab>+<b,a>-<bb>=<aa>-<b,b'>
Propriété 4.24

Soit (E,<>) un espace euclidien. Soi) = (by,bz,bs,... b)) une base (orthonormale) Be
ull ~(E) symétrique = [i,j =1,n, <u(b),b>=<b,u(b)>.

Démonstration

(=) trivial.
(D) X,MjE, X:ZXibi etyZZy,-b,- .
i=1 j=1
Z; XibiJ. 2; yjb >=< 214 xiu(b), 214 yb, >= 21 X 21 y; < u(by), b, >
i= = i= j= =1 =
=2 %Y
=1 ]:1
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Propriété 4.25

Soit (E,<>) un espace euclidien. Pour quié ~ (E) soit symétrique, il faut et il suffit que sa niedrpar
rapport & une base orthonormale soit symétrique.

Démonstration

SoitA=_/7¢u) ou () est une base orthonormalekle
usymétrique < u=u* < A='A < Asymétrique.

Remarque 4.26
{ud “(E) / usymétrique} est un s.e.v. de’(E),+,.).
Propriété 4.27

Soit A une matrice symétrique et sBiune matrice orthogonale.
Alors A' = P*AP est une matrice symétrique.

Démonstration
'A'={(PAP) ='PAPI=PIAP = A",
Propriété 4.28

Deux vecteurs propres d'un endomorphisme symétrispleassociés a deux valeurs propres distinctes
sont orthogonaux.

Démonstration

Soitf un endomorphisme adjoint et soienetu, deux vecteurs propres de valeurs propres diffésent
respectived; etA,. On a doncf(uy) = Au; et f(u) = Azu,.

D'ou A< U, > = <A U, > =< f(Ul),U2> =< Ul,f(U2)> =< Ul,)\2U2> = )\2<U1,U2>.

Donc Q1—Az) <ug,U> =0 c'est-a-dire<u;,u> = 0.

Remarque 4.29
On obtient une propriété identique a la propriéB84our les matrices symétriques a coefficieratsré
Propriété 4.30

Soit (E,<>) un espace euclidien et saifl # (E) symétrique.
On a Kew = (Imu)” et Imu = (Keru)” etE = Keru O Imu.

Démonstration

Soitx[JKeru etyJimu.

xOKeru < u(x) =0.

yOimu < tOE/ u(t) =vy.

<X, Y2 = <x,Ut)> = <u(x),t>=<0,t>=0.
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