Chapitre 1

Espaces vectoriels

Dans tout le chapitrdS est un corps commutatif (en pratique et généraieke R ouC).

1. Espaces vectoriels, algebres

1.1 Structure d'espace vectoriel et d'algébre

Définition 1.1

On dit qu'un ensembl&f+,.) est un espace vectoriel $(rou unK-espace vectoriel, si et seulement si :

0

(E, +) est un groupe commutatif c'est-a-dire :
. La loi + est une loi de composition interne &ur
Ux, yUE, x+ yUE.
(On peut dire aussi que la leiest une application dex E versE)

. La loi + est associative :
0x,y, Z0E, (X+Yy) +z=x+(y+2).

. La loi + admet un (unique) élément neutre :
OelJE / OxOE, x+e=e+X=X.

. Tout élément admet un (unique) symeétrique pouvilé t
OxOE, OKOE / x+X=X+x=e.

. La loi + est commutative :

Ux, yUE, X+y=y+X
La loi . est une loi de composition externe E@r domaine d'opérateuksc'est-a-dire :
OxOE, OKOK, kXxOE.
(On peut dire aussi que la loi . est une applicatieK x E versk)
La loi . verifie :Oa, BOK etu, VOE,

. (a+B)u=0a.u+pB.u
. a.u+v)=a.u+a.v
. o.(B.u) = (axp).u

. lu=u

Remarques 1.2

SiE est urK-e.v., les éléments desont appelés des vecteurs et ceuK dent appelés

des scalaires.

L'élément neutre du groupk, (+) est appelé vecteur nul et est ndté ou plus simge 0.

Par abus, on ne note généralement pas la loi bA €t queE est urkK-e.v. sans préciser les lois.
Soientu etv deux vecteurs d'uik-e.v.E.

On définitu — v paru + (-v) ou—v désigne le symétrique agour la loi interne d&.
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Exemples 1.3

. L'ensemble des vecteurs du plan ou lI'ensembleat#swrs de I'espace.
. L'ensemble des suites numériques.

Propriété 1.4

SoitE un espace vectoriel st Pour tout scalaire et pour tous vecteursetv, on a :

o Ok u=0k. o a0 = Ok
. au=0 = a=0«ouu=0e . a(-u) =(-a)u=-(au).
. a(u-v)=au-av.

Remarques 1.5
. On adonc{l).u=- (Lu)=-u.
. Si E est un espace vectoriel $UrE est également un espace vectoriel sur tout sapskKode

K. Par exemple, u@-espace vectoriel est aussilRirespace vectoriel.
SiK'# K, ces deux espaces vectoriels doivent étre cogsid@mme différents.

Définition 1.6

On dit qu'un ensemblé&(+, x , .) est une algébre skrou uneK-algébre si :

. (E, +, .) est un espace vectoriel $Ur
. (E, +, xX) est un anneau.
. Pour touay, v deE et touth deK, A.(uxv) =(A.U)xv=uxX(A.v).

Si de plus la lok est commutative, l'algébEeest dite commutative.

Remarque 1.7

Par abus, on ne note pas les lois.
Ce quidonne A (uv) = (Au)v=u(Av).

Exemples 1.8

. K est un espace vectoriel sur lui-méme, la loi extetant ici le produit di.
C'est méme une algébre commutative.
. SoientX un ensemble non vide quelconqu&ein K-espace vectoriel.

Soit. 7(X, E) I'ensemble de toutes les fonctidrae X dansE.
(X, E) est urK-espace vectoriel avec les lois:
Of0. A(X, E), Ogd. #(X, E), OAOK, OxOX,
i) (f+9)(¥) =f(x) +9(x)
ii) A D) = f(X).
Le vecteur nul est ici I'application nubledéfinie parxOE, w(x) = 0.
Si E est une algébre, on définit un produit dans, E) en posant :
Of0. (X, E), Og. #(X, E), OxOX, (fg)(x) =f(X) g(x).
(X, E) est alors muni d'une structure d'algebreksur
. L'ensembleK[X] des polyndmes a coefficients datgst unek-algebre commutative.
. L'ensemble 4 (K) des matrices alignes,p colonnes, et a coefficients dad®st un espace
vectoriel suK.
Sin=p, c'est une algebre skt non commutative des que> 2.
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Propriété 1.9

SoientE, E,, ... ,E, une famille den espaces vectoriels sur un méme cétps
SoitE I'ensemble produlE = E; X E; x ... x E,.
E est un espace vectoriel $Gforsqu'on le munit des lois suivantes :

Ou = (U, Uy, ... ,U)TE, OV = (v, Vs, ... ,Vn)UE, OAOK

)] U+Vv=(U+ Vi, Uz + Vs, .., Un V).

i) AU=(AUy, AU, ... ,AUp).

Démonstration

Pas de difficulté particuliere, il suffit de védfiles 10 points de la définition : c'est donc an [ong a
rédiger.

Remarques 1.10

. Attentions aux lois.
. Si E est urK-espace vectorieE" (n = 2) est donc muni d'une structureKl@space vectoriel.
. On en déduit la structure d'espace vectoriddte {( X, X, ... ,X,) OuUxK}.

1.2 Combinaisons linéaires

Définition 1.11

Soit (A, +) un monoide additif.

Soit @)io une famille d'éléments de

On dit que la familled)in est a support fini si I'ensemble des indicds| tels quea # 0 est fini.
Pour une telle famille, on peut donc consid@res, qu'on appelle somme a support fini.

iel

On note parfoifA” I'ensemble des familles a support fini d'élémeeta.
Définition 1.12

SoientE un espace vectoriel sir (U)o une famille de vecteurs dg et (\)io une famille a support fini
d'éléments d&.
La sommeX\; u; est appelée combinaison linéaire (C.L.) des vesteavec les coefficients.

iel
Exemple 1.13

Soit. 7= (1, X, X2, ... , XP, ... )= (Xiow.
La famille. # est infinie mais tout polyndme est une C.L. déectamille.

Remarque 1.14

Siu=Y Ay estune C.L. deg alors il existe I | tel qued fini etu = A\ u.
iel ied

On peut généralement considérer un réindicageq® fa avoit = 2 AU = AUy + AUz + ...+ AyUn.
i=1
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2. Sous-espaces vectoriels et sous-algebres

2.1 Définitions et caractérisations
Définition 2.1

SoitE un espace vectoriel st SoitF une partie dé&.
On dit queF est un sous espace vectoriel (s.e.vEde muni des lois induite§, est un espace vectoriel.

Remarques 2.2

. On dit parfois sous-espace plutbt que s.e.v.
. {0} et E sont deux s.e.v. d&, appelés sous-espaces triviaux.

Exemples 2.3

. R est un s.e.v. d€ considéré commR-e.v.
. Les vecteurs d'un plan forment un s.e.v. des vextiril'espace.

Propriété 2.4

SoientE un espace vectoriel st etF une partie d&. F est un s.e.v. dE si et seulement si

1) Fz0O.
2) (u, VOF, u + vOF (F est stable par addition).
3) OADK, OudF, AudF (F est stable par multiplication par un scalaire).

Ou encore si et seulement si
1) Fz0.
2')  Ou,vOF, OA, pOK, Au+ pvOF.

ou encore si et seulement si
1") F=#0O.
2") O famille & support fini d'éléments #e O(x)iaJF, XA x0F (F est stable par C.L.).
il

Remarques 2.5

. Dans les caractérisations précédentes, on n'oalgés la conditiof # .
En général, on se contentewiifier que le vecteur nul O de appartient &.
En effet, tout s.e.v. dé contient au moins 0.

. SoitF un s.e.v. d&.
On se rend compte de l'utilité qu'une C.L. soifipour qud- soit stable par combinaisons
linéaires.

. SiF estun s.e.v. d€ et siG est un s.e.v. dE, alorsG est un s.e.v. dg (avec les mémes lois).
Plus précisément, la relation "étre un s.e.v. detire relation d'ordre.

Exemples 2.6

. Pour tout entier naturel R.[X] est un s.e.v. dB[X].
. Plus généralement, pour tout entier natarékensembld<[X] des polyndmes de degré inférieur
ou égal & est un s.e.v. d€[X].
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. Soitl un intervalle dé&R, non réduit a un point di tout entier.
Soit. 7 (1, K) I'espace vectoriel de toutes les fonction$ dansk.
Les sous-ensembles suivants sont des s.e.v(J«) :
L'ensemble” (I, K) =~ (I, K) des fonctions continues tielansK.
L'ensemble” (I, K) des fonctions dérivables dielansK.
L'ensemble” (I, K) des fonctions de clasge del dansK pour tout entier positif.
L'ensemble” *(I, K) des fonctions infiniment dérivable deansk.

Définition 2.7

SoitE une algébre su. SoitF une partie dé&.

On dit queF est une sous-algebre Hesi :

. (F, +,.) estuns.e.v. d&(+, .).

. (F, +, X) est un sous-anneau dg {, x).

Remarque 2.8

Muni des lois induites; est donc effectivement une algébreksur

Propriété 2.9

SoientE une algébre suf, etF une partie d&. On note & le neutre multiplicatif dé&.
F est une sous-algebre Hesi et seulement si :

. 1:00F (ce qui implique qué # ).
. Ou, VOF, OA, pOK, Au + pvOF.

. Uu, vOF, uviF.

Exemple 2.10

L'ensemble des matrices symeétriques4¢K).

2.2 Opérations entre s.e.v.
Propriété 2.11

Soit (Fi)io une famille non vide de s.e.v. d'ire.v.E. Alors(|F; est un s.e.v. dE.

iel
Définition et propriété 2.12

Soit X une partie quelconque d'hrespace vectoriet.
On appelle sous-espace engendré{petron note Veck) ou<X>le plus petit (au sens de l'inclusion) des
s.e.v. deE qui contientX.

Remarque 2.13

Vect(X) est l'intersection de tous les s.e.vEdgui contiennenk.

En effet, soitG l'intersection de tous les s.e.v.Egui contiennenk.

DoncG est inclus dans tout s.e.v. Bejui contientX.

On sait qués est aussi lui-méme un s.e.v. et c'est nécessaitdenplus petit.
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Propriété 2.14

Soit X une partie non vide d'ufrespace vectoridt.
Vect(X) est I'ensemble des combinaisons linéaires d'éltnueX.

Propriété 2.15
Soit. 7 = (Fy, F, ... ,Fy) une famille finie den (eN*) s.e.v. d'urK-e.v.E.
SoitF =F; +F, + ...+ F, I'ensemble des vecteurs de la fonume u, + ... + u, ou uJF pour touti =1, n.

F est un s.e.v. dg, appelé somme dés.

Remarques 2.16

. Avec les notations de la propriéepeut étre notg@; F..
i=1
. SiF etG sont deux s.e.v. d'un K-el, F+ G ={u + v, ullF, vIG}.
. On peut étendre la définition de somme a une farghl)in quelconque de s.e.v. &
Dans ce cas, la somme dg®st I'ensemblE des sommes a support fliu;, ot pour tout del,
iel
uJF;.
. SiF etG sont deux s.e.v. dg, leur réuniorH = F [0 G n'est un s.e.v. de que siF O G auquel
casH =G, ou siG O F auquel casi = F.
. En général, une réunion de sous-espaces vectdeEls'est donc pas un sous-espac&.de

Propriété 2.17

Soit. 7 = (Fy, F», ... ,Fy) une famille finie den (eN*) s.e.v. d'urK-e.v.E.
La somme-=F; + F, + ... + F, est le plus petit sous-espace vectoridEd®ntenant tous Ids.
C'est le s.e.v. dé engendré par la réunion desc'est-a-dird= = Vect(F. O F, ... O Fy).

2.3 Sommes directes

Définition 2.18

Soit une famille finig=y, F, ... ,F, de s.e.v. d'uK-e.v.E.
n
On dit que la sommE = )’ F; est directe si tout vecteurdeF s'écrit de maniére unique sous la forme
i=1
n
V=2V, ol pour tout =1, n, v0OF..
i=1
On dit quev; est la composante #esurF; relativement a cette somme directe.
n

La sommeF estalorsnotéE=P F=F, 0 F, 0 ...0F,.
i=1

Remarque 2.19

Si (F)io une famille quelconque de s.e.v. qr(ne.v. E.

On a une définition similaire : la somre= D, F; est directe si tout vecteurdeF s'écrit de maniére
i=1
unique sous la forme d'une somme a supporﬁfiuii, ou pour tout del, udF,.

iel

La sommeF est alors notée = PF,.

iel
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Propriété 2.20

Soit. 7 = (Fy, F», ... ,Fpy) une famille finie de s.e.v. d'u¢e.v.E.

La somme- =Y, F,=F, + F, + ...+ F, est directe si et seulement si :
i=1

O(Uy, Uz, ... ,u)O[ IR, onawm+u+...+u,=0 = u=0 i =1,n.
i=1

Remarque 2.21

On peut étendre ce résultat a une famiig{ quelconque de s.e.v. &e
Dans ce cas, la somrfe= D_F; est directe si et seulement si :

iel
Pour toute famillewf) a support fini ;CF; pour tout), >, u; =0 = Oidl, u; = 0.

iel
Propriété 2.22

SoientF etG deux s.e.v. dE.
La sommeF + G est directe si et seulementsin G ={0}.

Remarques 2.23

. Sila sommez’l, Fi est directe, et sl est une partie de anrsZ;Fi est directe.
le €
En particulier, pour tous les indices distinic&tj, Fi n F; ={0}.
. La réciproque est fausse.
Pour monter qué,, F», ... ,F, sont en somme directe, avee 3, il ne suffit pas deérifier que
pour tous indices distinctetj, Fi n F; ={0}.
Ce serait encore pire de se contenter&liier queF, n Fo n ... n F, ={0}.
. Une erreur classique consiste a écrire que la sofmi@ est directe si et seulement si
I'intersectionF n G est vide!
L'intersection de deux s.e.v. Ban'est en effet jamaigde car elle contient toujours O.
Il faut en faitvérifier que l'intersectiofr n G se réduit a {0}.

2.4 Sous-espaces supplémentaires

Définition 2.24

SoientF etG deux s.e.v. dE.
On dit queF etG sont supplémentaires daasiE=F [ G.
Cela signifie que tout vecteurdeE s'écrit d'une maniere unique= v + w, avecvllF et wlIG.

Théoréme 2.25

SoitF un s.e.v. d&.
Alors F possede au moins un supplémentaire &ans

Remarques 2.26

. Ce résultat est admis pour l'instant. Il sera démaans le cas particulier des espaces vectoriels
de dimension finie.
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Un méme sous-espaEaleE posséde en général une infinité de supplémeniddanest.

Il y a cependant deux cas d'unicité :

SiF = E, le seul supplémentaire &edansk est {0}.

SiF ={0}, le seul supplémentaire dedansE estE lui-méme.

On ne confondra pas supplémentaire et complémehtair

Le complémentaire d'un sous-espade E est un ensemble sans grand intérét en algébre
linéaire : ce n'est pas un s.e.v.Klear il ne contient pas le vecteur nul.

Exemples 2.27

Dans I'espace vectoriet,(K) des matrices carrées d'ordra coefficients dank, les
sous-espace’(K) et Ay(K) formés respectivement des matrices symétriquastetymeétriques
sont supplémentaires.

Dans l'espace vectorie/ (R, R) de toutes les applications BedansR, les sous-espaces

P(R, R) etl(R, R) formés respectivement des fonctions paires eairap sont supplémentaires.

3. Applications linéaires

3.1 Définitions et notations

Définition 3.1

SoientE etF deux espaces vectoriels sur un méme ddressoitf une application d& dansF.
On dit quef est linéaire si et seulement §iu, VOIE, OAOK, f(u+v) =f(u) +f(v) etf(Au) = Af(u).

Remarques 3.2

On dit aussi quéest un morphisme d'espaces vectoriels.
f est linéaire d& dansF si et seulement siJu,vOIE, Da,BOK, f(au+Bv)=af(u) + Bf(v).
Sif est linéaire, alor§(> Aiu;) = X Aif(u) pour toute combinaison linéaire.

iel

iel

Dans le cas fini, cela donne :
f(zn:}\i U) =AU+ AU+ ... +AnUy)
- =f(A1ur) + F(Aop) + ...+ F(AnUn)
= Zn))\if(ui).
Sifest Iiné;ilre d& dansF, alorsf(0g) = Ok.

En eﬁet,f (OE) = f(OKOE) = OKf (OE) = 0.
Cette remarque est parfois utilisée pour montremguapplication n'est pas linéaire.

Définitions 3.3

On note %(E, F) ou ~ (E, F) s'il n'y a pas d'ambiguité sur le cokpd'ensemble des applications
linéaires diK-e.v.E dans leK-e.v. F.

Un endomorphisme d'uk-e.v. E est une application linéaire &sdans lui-méme.

On note “«(E) ou / (E) I'ensemble des endomorphismed=de

Un isomorphisme est une application linéaire biyect

Un automorphisme d'uk-e.v.E est un isomorphisme dedans lui-méme.

On noteGL(E) I'ensemble des automorphismesde
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Exemples 3.4

SoientE etF deux espaces vectoriels $ur

L'application nulle dé& dansF est linéaire.

L'application identité ldest un automorphisme &

Pour tout scalairg, l'applicationh, : u+— A u est un endomorphisme &e

Pour tous scalairesetp, h, o h, = hy,.

SiA # 0, hy un automorphisme et alofs, ™ = hy.

SiA #0, on dit quén, est 'homothétie vectorielle de rappbrt

Soitl un intervalle d&R, non réduit a un point.

L'application qui, & une fonctidrdel dansR, associe sa dérivéeest une application linéaire de
I'espace vectoriel des fonctions dérivabled slans (I, R).

La restriction de cette applicatiorEa ~ (I, R) est un endomorphisme &e

3.2 Opérations sur les applications linéaires

Propriété 3.5

SoientE etF deux espaces vectoriels sur un méme ddrps

Soientf etg deux applications linéaires @edansF, eta, B deux scalaires.
Alors af + 3g est aussi une application linéaireEldansF.

On en déduit que’ (E, F) est un espace vectoriel dur

Propriété 3.6

SoientE, F etG trois espaces vectoriels sur un méme cBrps
Sif:E - Fetg:F - Gsontlinéaires, alorgof est une application linéaire &edansG.

Remarques 3.7

SoientE, F etG trois espaces vectoriels sur un méme cBrps
Sifi/(F, G) etsig,h0/(E, F) alorsfo(@+h)=fog+foh. En effet :

OxUE, [fo @+ h)](X¥) =f[(g+h)(X)] =f[g()+ h(X¥)]=f [g(¥)]+ f [n(x)] = (Fog)(x) + (Foh)(X)
Soitf un endomorphisme deetn un entier naturel.
Avec la conventioh®=Id: etf'=f, on af"=f of o ... of (n fois) est un endomorphisme He

Dans l'algébre/ (E), on peut utiliser la formule du bindmieH(g)" = > CX(f* 0 g™), a condition
k=0

gue les applicationsetg commutent.
Par exemple, les applicationscommutent avec tous les endomorphismeis.de

Propriété 3.8

Soitf un isomorphisme dE surF. Sa bijection réciproque™ est un isomorphisme desurE.

Remarque 3.9

Sif etg sont deux automorphismes dkire.v.E, alors f* etgof sont encore des automorphismedgde
On en déduit que{ (E), +, 0, .) est une algebre d€ir En général, cette algébre n'est pas commutative.
En particulierGL(E) est un groupe (en général, non commutatif) palwilde composition des
applications.

Francis Wlazinski 9



3.3 Noyau et image
Propriété 3.10

SoientE etF deux espaces vectoriels $urSoitf un morphisme dg& dansF.
. Si E' est un sous-espace Healorsf(E') est un sous-espace e
. SiF' est un sous-espace Bgalorsf *(F') est un sous-espace Be

Définition 3.11

SoientE etF deux espaces vectoriels $urSoitf un morphisme dg versF.

. L'ensembld (E) = {vOF / OuCJE etv =f(u)} ={f(u), uCE} est un s.e.v. dE.
On l'appelle image deet on le note Irh

. L'ensembld " *({0¢}) = {udE, f{u) = O:} est un s.e.v. dE&.
On l'appelle noyau dieet on le note Kdt

Remarque 3.12

On peut parfois montrer qu'une partie d'un espactyiel en est un s.e.v. en l'interprétant conene |
noyau ou l'image d'une application linéaire.

Par exemple, softun endomorphisme de l'espace vectdfiadt soitA un scalaire.

NotonsE, I'ensemble des vectewsleE tels quef (u) = A u.

On constate quEu) =Au = (f—-Ald)(u)=0 < ulKer(f-Ald).

On en déduit quE, est un s.e.v. dE.

C'est le cas en patrticulier pour Ifjv€ E; (vecteurs invariants) et pour Opp€ E-, (vecteurs changés en

leur opposé pd.
Propriété 3.13

SoientE etF deux espaces vectoriels $urSoitf un morphisme dg& dansF.
f est injective si et seulement si son noyau ek réduit a {&.

Remarque 3.14

Autrement ditf est injective si et seulement SIWIE) f(u) =0 = u=0e.

3.4 Projections et symétries vectorielles

Définition 3.15

SoientF etG deux s.e.v. supplémentaireskle

Pour tout vecteun deE : (IvOF, OwlOG tels queu =v +w.

. L'applicationp : u— p(u) = v est la projection su¥, parallélement &.

. L'applications: u+— s(u) = v — w est la symétrie par rapporfFaparallélement &.

Remarques 3.16

Avec les notations précédentes,
. p est un endomorphisme &equi vérifie p o p = p. L'image dep estF et son noyau e€3.
F est aussi le s.e.v. des vecteurs invariantg.par
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. sest un automorphisme @eetsos= Id. Ainsis est involutif :s™=s,
On a la relatiors = 2p — Id, qui s'écrit encorp = %(s+ Id).
G est le sous-espace des vecteurs changés en fmgéopas.
F est le sous-espace des vecteurs invariants par
. Si on notep' la projection sus parallélement &, ets'la symétrie par rapport@ parallélement
aF,alorsp+p'=Id, pop'=p'op=0ets+s'=0, sos'=s'os=-1d.

Exemple 3.17

On considere la somme direéies E [J {0}.
On pose- = E etG ={0}. Pour toutullE, on au=u+ 0.
Soient p la projection suF parallelement &
sla symétrie par rapportlaparallelement &.
p' la projection sut parallelement &
s'la symétrie par rapport@ parallélement &.
On obtient: p=1Id (c'est le seul cas ou une projection vectieriest injective)

p'=0
s=1Id
s'=-Id

Définition 3.18

SoitE un espace vectoriel skt
On appelle projecteur detout endomorphisme deE tel quep op =p.

Propriété 3.19

Sip est un projecteur dg&, alorse = Kerp [0 Imp.
L'applicationp est la projection sur Imparallelement a Kex.

Démonstration

Soitp un projecteur d&. Pour toutuJE, on au = u — p(u) + p(u).
On a bierp(u)dImp.

p(u = p(u) = p(u) = p(p(u)) = p(u) = p(u) = 0 donc u - p(u)LKerp.
C'est-a-dirce = Kerp + Imp.

Il reste averifier que Kep n Imp ={0}.

SoitullKerp n Imp.

udimp = OtOE / u=p(t).

uKerp = p(u)=0 = p(pt)) =0 = pt)=0 = u=0.

Remarque 3.20

On ne généralisera pas abusivement la profiét&erp [ Imp.

Sif est un endomorphisme &gout est en effet possible entreflst Kerf.
Par exemple, l'inclusion Il Kerf équivaut & of =0.

On montre qu& = Kerf O Imf équivaut a Kei> = Kerf et Imf?=Imf

ce qui n'équivaut pasfa=Hf.
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4. Familles libres, génératrices, bases

Toutes les sommes considérées dans cette partia sapport fini.

4.1 Familles libres
Définition 4.1

SoitE un espace vectoriel skt

On dit qu'une famillew)in d'éléments d& est libre, ou encore que les vecteurs de cettéldéasont
linéairement indépendants si, pour toute famiIk( deK" (c'est-a-dire a support fini), nous avons :
ZAiUi =0 = D|D|, }\i =0.

iel
Dans le cas contraire, c'est-a-dire s'il existefanglle (\)iJK® de scalaires non tous nuls telle que
YAl =0, on dit que la famillew)io, est liée, ou encore que les vecteurs qui la coampa®nt

iel

linéairement dépendants.

Remarques 4.2

. On ne doit pas confondre non tous nuls et tousnuts
n
. La famille @i, Uy, ... ,uy) est libre sCI(A1, Az, ... ,A)OK”, DAU=0 = A1=A2= ... =\, =0
i=1
. La famille @y, Uy, ... ,U,) est liée si :
n
Il existen scalaires\y, ... ,A,, I'un au moins étant non nul, tels gie\ju; =0 .
i=1
n
Si, par exemple\, # 0, alorsu, = — 1 > A,
1i=2

. Une famille de vecteurs est liée si et seulemelursides vecteurs qui la compose peut s'écrire

comme une combinaison linéaire des autres.
. Une famille réduite a un seul vecteuest libre si et seulementisest non nul.
. Une famille de deux vecteuusetv est liée si et seulementisetv sont colinéaires, ou encore

proportionnels, c'est-a-dire s'il existe un scaliitel queu=Avouv=Au.

Cela ne se généralise pas aux familles de plugube \ecteurs.
. Attention a ne pas dire queetv sont liés si et seulement si il existe un scabaitel queu=Av,

car c'est faux si=0 etu # 0 (en revanche c'est vrai\st 0).
. Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

Cela équivaut a dire que toute sur-famille d'umeilfa liee est liée.
En particulier toute famille contenant 0, ou deexteurs colinéaires, est liée.
. Dans I'espace vectorik[ X] des polynébmes a coefficients ddfistoute famille de polyndmes
dont les degrés sont différents deux a deux at. lib
C'est le cas pour la famill®{)..n Si degP, <degP, < ...<degP,<...
On parle alors de famille de polynémes a degréslénhés.

Propriétés 4.3

SoientE etF deux espaces vectoriels uetf un morphisme d& dansF.
Soit )i-1,p une famille finie d'éléments de

. Si la famille (x)i-1, est liee, alors la familld (u))i-1,, est liée.
. Si la famille §(u))i-1,, est libre, la famille\);-1,, est libre.
. Si la famille (x)i-1,p est libre et sf est injective, alors la familld (i) -1, , est libre.
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Remarque 4.4

On peut étendre ces résultats a une famille queled@)iq :
. Toute application linéaire transforme une famielen une famille liée.
. Une application linéaire injective transforme uamille libre en une famille libre.

4.2 Familles génératrices
Définition 4.5

SoitE un espace vectoriel skt

On dit qu'une famillelw)in d'éléments d& est génératrice, ou encore que les vecteurs tefastille
engendrenE si et seulement Vect, illl}) = E.

C'est-a-dire OVOE, O\)ioOK® /v =3 A u.

iel

Remarques 4.6

. La famille @y, Uy, ... ,Us) est génératrice dalssi :
n
Pour tout vectew deE, il existen scalaires\y, ... ,A, tels quev =2, A u.
i=1

. Toute sur-famille d'une famille génératriceElest encore génératrice.
. SoientE un espace vectoriel sdretF un s.e.v. strict d& (F < E).
Soit ()i une famille de vecteurs de
Rappel : le caractere libre ou non de cette famil@épend pas de I'espace vectoReu E,
auxquel elle est censée appartenir.
En revanche, si cette famille est génératrice &amrdle ne I'est pas dais
Lorsqu'il y a un risque d'ambiguité, on préciseyaaddans quel espace vectoriel une famille de
vecteurs est génératrice.

Propriété 4.7

SoientE etF deux espaces vectoriels $ur

Soitf un morphisme dg& dansF.

Soit ()i-1,, une famille finie de.

. Si la famille (x)i-1,, €st génératrice (d€) alors la famille {(u))i-1,, est génératrice de Im

. Si la famille (x)i-1,, €st génératrice (d€) et sif est surjective, alors la famill&(())i-1,, est
génératrice d€.

Remarque 4.8
On peut étendre ces résultats a une famille queled@i)iq.

On peut donc dire qu'une application linéaire stife transforme une famille génératrice en unelfam
génératrice.

4.3 Bases
Définition 4.9

SoitE un espace vectoriel skt
On dit qu'une familleW)in d'éléments d& est une base desi elle est a la fois libre et génératricekde
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Propriété 4.10

Une famille (1) = (uy, W, ... ,Un) est une base desi et seulement si, pour tout vecteuteE, il existe un
n

n-uplet uniqueXy, ... ,A,) deK"tel quev =Y A u.
i=1

Les coefficientd\; sont appelés composantes, ou coordonnéesdales la baseu; -1 n.

Remarques 4.11

. Une famille (quelconquelioi est une base desi et seulement si tout vectaude E peut
s'écrire de maniere unique comme une combinaigéailie des vecteuts
. Si (i, j, k) forment une base dg et si les coordonnées d'un vectedians cette base soat b, c)

(c'est-a-dire sv = ai + bj + ck), alors {, k, i) forment une base dedans laquelle les coordonnées
devsont p, c, a).

Conclusion : deux bases se déduisant I'une ded'pat modification de I'ordre des vecteurs
doivent étre considérées comme différentes.

. La famille des polynomeX()on= (1, X, X2, ... ,X', ... ) est une base #¢X].
On l'appelle la base canoniqueKi«].
. La famille des polynomeX()k=o0.n = (1, X, X2, ... ,X") est la base canonique KgX].

Propriétés 4.12

SoientE etF deux espaces vectoriels $ur

On suppose gue est muni d'une baseX-=1,n.

Pour toute famille\);-1,» de vecteurs dE, il existe une unique application linéafrée E dansF telle
que Ui =1,n,f(e) =v. De plus :

. f est injective si et seulement si la familg; (1, est libre.
. f est surjective si et seulement si la familg {; » est génératrice de
. f est bijective si et seulement si la famiNg; {1 » est une base de

Remarque 4.13

Un morphismd deE versF est un isomorphisme si et seulemeritteansforme une base &sen une
base dé-. L'applicationf transforme alors toute basellen une base de

5. Espaces vectoriels de dimension finie

5.1 Notion de dimension finie
Définition 5.1

SoitE unK-espace vectoriel.
On dit queE est de dimension finie & posséde une famille génératrice finie.

Remarques 5.2

. Avec cette définition, I'espace réduit a {0} estdimension finie.
. Si un espace vectoriel n'est pas de dimension firest dit de dimension infinie.
C'est le cas de I'espace vectokgK] des polyndmes a coefficients ddfs
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Théoréeme 5.3

Dans tout espace vectortelde dimension fini non réduit a {0}, il existe deases.

Remarque 5.4

On a précisé& # {0} car dans l'espace {0} il n'y a méme pas deifemiibre!

Corollaire 5.5

De toute famille génératrice d'un espace vectaoel nul de dimension finie, on peut extraire ungeba
Propriété 5.6

SoitE un espace vectoriel sir

Soit @)i=in ={e1, &, ... ,&} une famille den vecteurs dé&.

Si (e)i-1n est génératrice dailis toute famille contenant plus devecteurs est liée.

Corollaire 5.7
SoitE un espace vectoriel skt

Soit @)izin ={€1, &, ... ,&} une famille den vecteurs dé&.
Si (e)i-1n est libre, aucune famille de moinsmeecteurs n'est génératrice déhs

Théoreme 5.8

Si E est urK-espace vectoriel de dimension finie non réduidf élors toutes les bases Hesont finies
et elles ont le méme nombre d'éléments. Ce nonsbi@ppelé dimension deet est noté dirg.

Remarques 5.9

. Par convention, difd} =0.
. On appelle droite vectorielle tout espace vectd@tide dimension 1.

Tout vecteur non nul deE constitue alors une base BgetE = {A u, AUK}.
. On appelle plan vectoriel tout espace vectdgide dimension 2.

Deux vecteursi etv non proportionnels forment alors une bas& é¢
E={Au+pv, ALK, uOK}.

. La dimension d'un espace vectoiatiépend du corps de base.
Si E est un espace de dimsurC, c'est un espace de dimensiorsrR.
Par exemple( est une droite vectorielle sGret un plan vectoriel SiR.
Pour éviter toute ambiguité, on note parfoisiEh

Exemples 5.10

. K" est un espace vectoriel $rde dimensiom.
Une base d&" est la famille ).<«<n, oUe. =(1, 0, ..., 0)&:=(0, 1, 0, ..., 0), ...,
e=(,..,0,1).

On l'appelle la base canoniqueKie
n

Les coordonnées de= (X, ... ,X,) dans cette base SORL, (... ,X,), caru =Y, X &
k=1
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. L'ensemble[X] des polyndmes a coefficients ddfigt de degré inférieur ou égahast un
espace vectoriel sk, de dimensiom + 1.
Une base d&[X] est (1,X, X?, ... ,X").

. Si E etF sont deuXK-espaces vectoriels de dimensions respectiwtp, alors I'espace vectoriel
des applications linéaires &edansF est de dimension x p.
. SoientE etF deuxK-e.v. de dimensions respectivestp.

OnadimExF)=n+p.
Plus généralement : diff(x E; x ... x E;) =2 dim(E) et dimE™)
i=1
=mx dim(E).
Théoréme 5.11 Théoréme de la base incompléte
SoitE unK-espace vectoriel de dimension fime 1. Soit €) une famille génératrice finie de

Soit () une famille libre ddg, non génératrice. Alors il est possible de compligtéamille (1) a I'aide de
vecteurs de la familleg], de maniére a former une base=de

Propriété 5.12

SoitE unK-espace vectoriel de dimension fimie 1.
Soit () = (uy, U, ... ,uy) une famille den éléments d&.
(u) est une base- (u) est libre = (u) est génératrice.

Remarqueb5.13

La dimension d'un espace vectoriel est donc :
Le nombre minimum d'éléments d'une famille génieatie cet e.v.
Le nombre maximum d'éléments d'une famille libreekee.v.

Définition 5.14

Soit )i=1p = (Ug, Ug, ... ,Up) une famille dep vecteurs d'un espace vectolesurK.

On appelle rang de la famill&)-1, et on note r@u, U, ... ,U,) la dimension du s.e.v. deengendré par
cette famille.

C'est-a-dire, r@u, Uy, ... ,Up) =dim(Vect{uy, U, ... ,Ug}).

Remarques 5.15

. rg(uy, Uy, ... ,Uy) est le nombre maximal de vecteurs libres derfalla (uy, Us, ... ,up).
. Ona rguy, U, ... ,Uy) < p, avec I'égalité si et seulement si la familledst libre.
. Sidim(E) =n, alors rg@, U, ... ,U;) < n, avec I'égalité si et seulement si la famillg 4, est

génératrice dark.
5.2 Sous-espaces de dimension finie
Propriété 5.16
SoitF un s.e.v. d'uik-e.v.E de dimension finie.
Alors F est de dimension finie et diff\< dim(E).

On a l'égalité din¥) = dim(E) si et seulement & =E.
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Propriété 5.17

SoientF etG deux s.e.v. de dimensions finies di{se.v.E.
. Dans le cas général, difm¢ G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).
. SiF etG sont en somme directe, alors di{ G) = dim(F) + dim(G).

Corollaire 5.18

SoientF,, F, ... ,F, une famille dg s.e.v. de dimension finie d'd&e.v.E.
p p

. On a toujours dinX, F) < Y dim(F)).
i=1 i=1

p p p
. On a I'égalité dimX, F)) = D, dim(F) si et seulement si la sommeF; est directe.
i=1 i=1

i=1
Propriétés 5.19

SoitE unK-espace vectoriel (de dimensiari).

SoientF etG deux sous-espaces vectorieldglde dimension finie, en somme directe.
Soit €) = (e, e, ....,e}) une famille finie d'éléments de

Soit ") = (e", €', ....,e"y) une famille finie d'éléments d&

On forme la famille ) = () O (e") en juxtaposant les familles’) et €").

. Si les familles €) et ") sont libres, alors la famille) est libre.
. Si (e) engendrd- et ") engendrés, alors €) engendrd- [1 G.
. Si (e') est une base deet si €") est une base d&, alors €) est une base del] G.

Corollaire 5.20

SoitE unK-espace vectoriel de dimensioe 1.

SoientF,, F,, ... ,F, des sous-espacesBgde dimension finie, en somme directe.
Pour toug de {1, ... ,p}, soit (e); une famille de vecteurs de

On forme la familled) = (e). O (e). U ... 0 (e), en juxtaposant les familleg)

. Si chaque familled); est libre, la familled) est libre.
. Si chaqued); engendre le sous-espdgeorrespondantg] engendréDF;.
. Si chaqued); est une base du sous-espaceorrespondantgf est une base d®F;.

Ceci est particulierement intéressarEsi F, (0 F, [ ... 0 Fp, car on obtient alors une baseke
qui est dite adaptée a la somme directe.

Remarque 5.21
SoientF,, F,, ... ,F, des sous-espacesEgde dimension finie, qui ne sont pas en somme @irect

Méme si chaquee); est une base du sous-espoeorrespondantg] n'est pas nécessairement une
famille libre.

5.3 Applications linéaires et dimension finie
Propriété 5.22

SoientE etF deux espaces vectoriels sur un méme ddrfsétant de dimension finie.
Alors E etF sont isomorphes (c'est-a-dire il existe un isorhispe deE surF) si et seulement §i est
de dimension finie et dirt) = dim(E).
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Démonstration

(=) Proposition 4.12

(<) On choisit une base deet une base de et on considére l'application qui au premier éldnaie
la base dé& (s'il existe) associe le premier élément de & loes (s'il existe). Au deuxiéme, le
deuxieme etc....

Exemple 5.23
L'isomorphisme d& ;[ X] dansR? défini par¢p(aX? + bX+c) =(c,b,d.
Remarque 5.24

ToutK-espace vectoridt de dimensiom = 1, est isomorphela".
Si (U) = (uy, Uy, ... ,Un) est une base d& l'applicationd définie pam((xy, Xz, ... ,X1)) = 2. X U €St un
k=1

isomorphisme d&" surE. L'existence d'un tel isomorphisme faitKiel'exemple-type dik-espace
vectoriel de dimension surK, sa base canonique étant la base la plus naturelle

Théoreme 5.25 Théoréme de la dimension

SoientE etF deux espaces vectoriels $UrE étant de dimension finie.
Soitf une application linéaire dedansF.
Alors Im(f) est un s.e.v. de dimension finiefet on a I'égalité : dink) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)).

Remarques 5.26

. On appelle rang dieet on note r§la dimension de Irh
On a donc : dirk = rgf + dimKerf.
C'est pourguoi le résultat précédent est souvergléphéoreme du rang.

. On a rg < dimE avec I'égalité si et seulemenft gist injective.
. Si F est de dimension finie, on afrg dimF avec I'égalité si et seulement sist surjective.
. Les notions de rang d'une application linéaireeetasthg d'une famille de vecteurs se rejoignent.

Pour toute base(, e, ... ,&) deE,rgf=rg(f(ey), ... ,f(&)).
Propriété 5.27
SoientE etF deuxK-espace vectoriels de méme dimension.
Soitf une application linéaire dedansF.

f est un isomorphisme= f est injective
< fest surjective.

5.4 Codimension d'un espace vectoriel

La notion de codimension est un complément facdtiltat

Définition 5.28

SoientE unK-espace vectoriel & un s.e.v. d&.
On dit queF est de codimension finie Biadmet un supplémentai@de dimension finie.
On note alors codifa = dimG.
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Remarques 5.29

. La définition précédente ne dépend pas du suppl&inerchoisi pouf car ils tous isomorphes
entre eux.
. Si E est de dimension finie tous les sous-espbasE sont de codimension finie et

codimF =dimE - dimF.

6. Formes linéaires, hyperplans, dualité

6.1 Formes linéaires, espace dual
Définition 6.1

SoitE un espace vectoriel st Une forme lin€aire s est une application linéaire &edansK.
On noteE* I'ensemble de s formes linéaires Byc'est-a-dire” (E, K).
E* est appelé le dual d&

Remarques 6.2

. E* posséde une structure d'espace vectoridksur
. Soitf une forme linéaire siE. Alorsf est soit identiquement nulle, soit surjective.

Exemples 6.3

. SoitE = ([a,b], K) I'espace vectoriel des applications continuesessegmentd,b], a valeurs
b
dansK. L'applicationd qui, a un élémerftdeE, associé f(t) dt est une forme linéaire skr

. SoitE = . /(X K) I'espace vectoriel de toutes les applications dhsemble non vide vers.
Soitx, est un élément particulier de
L'applicationd qui, & un élémerftdeE, associe son imadéx,) enx, est une forme linéaire skr

. SiE=. 7(K) est I'espace vectoriel des matrices carréesrd'nr coefficients dank,
I'application trace qui a tol deE associe ti{l) est une forme linéaire skr
. Soit A1, Az, ... ,An) un élément d&".

L'applicationf : K" - K
(X1, Xo, ... ,X%0) — 2 A X est une forme linéaire sf.
k=1

Propriété 6.4

SoitE unK-espace vectoriel de dimension fimemuni d'une base) = (e, ... ,€).
. Soita=(ay, a, ... ,a,) un élément d&".
n

n
L'applicationf, qui au = ), X & associe, a, X est une forme linéaire skt
k=1 k=1

Notons qu'avec cette définition, nous avansf(e) pour touti de {1, ... ,n}.
. Réciproquement, sditune forme linéaire SLk.
Alors il existe un vecteuwa unique de&K " tel quef =f..
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Démonstration

n n
. Soientu = ), X & etv =2, yi & deux vecteurs dE et soienf etp deux scalaires de.
k= 1 k=1

AU+ V= Z()\Xk+uyk)a<

faAu+pv) = 2 ac(A X+ Py = AZ A + uZ Yk = Aa(U) + pfa(v).

. Cela prowent d|rectement du falt gu'une appllcratlnealre est entiérement déterminée par les
images des vecteurs d'une base.

Exemples 6.5

. Les formes linéaires sik® sont les applications qui s'écriverty(, zZ) — ax+ by + cz, ou
(a, b, ¢) est un triplet quelconque @&¢.
. Les formes linéaires s X].

6.2 Hyperplans et formes linéaires
Propriété-Definition 6.6

SoitE un espace vectoriel st SoitH un s.e.v. dé&.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un vecteun dansk \ H tel queE =H [0 Ku.
b) Pour tout vectewn deE\H, onaE=H O Ku.
c) Il existe une forme linéaire non nufiéelle queH = Kerf.

Si l'une de ces conditions est réalisée, on ditrtjest un hyperplan de.

Démonstration

On rappelle qu&u = <u>.
b)= a) trivial.
a)=c) On considere l'applicatidrgui, a tout vecteux = x; + ku (décomposition unique) de
avecx;[JH etkJK, associe.
f est bien une forme linéaire.
En effet, six =x; + ku ety =y; + K'ualorsAx + gy = Ax; + gy + (Ak + pk’)u.
Et donc,f(AX + pny) = Ak + pk' = Af(X) + uf (y).
f est non nulle puisqu€u) = 1.
x=% + kulKerf <« f(X)=0 = k=0 = x=xOH.
c)=Db) SoitF un supplémentaire d¢ danskE.
Nous allons montrer que ne contient que des vecteurs colinéaires entre@gixjui
signifiera que tous les supplémentaire$idsont de dimension 1.
Supposons quE contiennent deux vectewsetv non colinéaires (donc non nuls),
Soienta=f(u) etb =f(v).
On aa# 0 etb # 0 carF n Kerf ={0}.
u- %v OF carF est un s.e.v. et— %v # 0 caru etv ne sont pas colinéaires.

Orf(u- %v) —a- %b =0 Cc'est-a-direl - %v OKerf.
Ce qui est contraire aux hypothesesFsur
Pour tout vecteun deE\ H, on a dimku> = 1.

De plus,<u> n Kerf ={0} car pour toutk[JK non nulf (ku) = kf(u) # 0.
Donc<u> est un supplémentaire de
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Remarques 6.7

. L'énoncé précédent signifie que les hyperplans sent les s.e.v. dé qui sont supplémentaires
d'une droite vectorielle, ou encore que ce somdgsux des formes linéaires non nullesi&ur

. SidimE=nz=1, les hyperplans de sont les sous-espacesklde dimensiom — 1.

. Deux formes linéaires non nulléstg sont proportionnelles si et seulement si elled®ntéme
hyperplan noyau.

. SiH est un hyperplan de et sif est une forme linéaire non nulle telle ddie Kerf, alors

I'égalitéf (x) = 0 (oux est un vecteur quelconque Eeest appelée équation de I'hypergtan
Cette équation est unique a un facteur multipfigags.

. SoitE unK-espace vectoriel de dimensioz 1, muni d'une base)(= (e, ... ,&).
SoitH un hyperplan d&.
L'équation deH s'écrit de maniere unique (a un coefficient mlitgtif non nul prés) :
X +ax;+ ... +ax, =0, ou ki, X, ... ,X) Sont les coordonnées daesd'un vecteux
guelconque d&.

6.3 Bases duales
Propriété-Definition 6.8

SoitE unK-espace vectoriel de dimensioz 1, muni d'une base)(= (e, ... ,€n).
Pour touti de {1, ... ,n}, on notee* la forme linéaire définie sUE par :

. e*(e) = 1.

. Oj{1, ... ,n}, aveci #j, e*(g) = 0.

La famille €*) = (e*, ... , &%) est une base de*, appelée base duale de la bage (

Démonstration

Il faut montrer qued*) est libre et génératrice.
. Ae* +he* + ...+ \e* =0.
= Are*(u) + A,e*(u) + ...+ Ae.*(u) = 0 pour touu deE.
C'est vrai pour :
u=e, on obtien\;e*(e) + A.e*(e) + ...+ Ahe*(e) = 0 c'est-a-dird; = 0.
U =&, on obtieniA, =0

u=e, on obtieni,=0
. Soitf une forme linéaire.
Onaf=f(e)e* +f(e)e* +.. +f(e)e*
En effet, pour touk = X;& + Xo& + ... + X.€, = 2. %86, 0na:
i=1
(fle) e +f(e) e +... +f(e)e)(X)
=fle) e (x) +f(&)er(x) +... +f(e)er(X)
=fle)e* (X xe) +tfe)er(Xxe)+.. +f(e)e (X xe)
i=1 i=1 i=1

=f(e) L x er(e) + (&) Tx &¥(e) + .. +T(e)Exer(e)

=fle)x+tf(e)x+.. +f(e) X
=f(xe+X &+ ... +X6)
=f(x)

Francis Wlazinski 21



Remarques 6.9

. On peut résumer la définition @& avec la notation de Kroneker :
Oj0{1, ... ,n}, e*(g) =& =1 sii =j
=0 sii #]
. SidimE =n, la proposition précédente montre que &M= n, ce qui découle en fait d'une

propriété plus générale : Bj F sont de dimensions finies, alors dinfE, F) = (dim E) x (dim F).
En particulier dinE* =dim ~/ (E, K) = (dim E) x (dim K) = (dim E)x1=dimE.

. Pour tout indice dans {1, ... n}, et pour tout vecteux = Zxka(, on ae*(x) = x.

e* est donc la forme linéaire qui envoie toude E sur saleme coordonnée dansg)(
C'est pourquoi on désigne parfois les formes IneSai*, ... , e,* de la base duale{) comme les
formes linéaires coordonnées dans la bgse (

. Les composantes d'une forme linéaire dans la hede @*) sont les images pdides vecteurs
n
e, &, ... ,6 de la based] c'est-a-dird = Y’ f(e) a*.
k=1
. Si (e) est une base deet si €*) est sa base duale, alors la bageest déterminée de maniere
unique par la donnée @& C'est pourquoi on dit que les basesdt €*) sont duales I'une de
l'autre.

Exemples 6.10

. Soita un élément d&. Les polyndmes\ = (X — a)¥, avec (x k < n, forment une base d&[X].
La base duale est formée des applicatiafs P — %P(")(a).

L'égalitéP = ZAk*( P)A« n'est autre que la formule de Taylor :

P= P(a)+P(a)(X a) +5p P"(a)(X a)’ + %P‘“)(a)(x—a)“.

. Soientay, ay, ... ,a, une famllle den + 1 points distincts d&.
X—g
Pour toutk de {0, ... ,n}, notonsL« =] 3 a],

j£k

La famille L) = Lo, Ly, ... ,L, est une base d&[X] dont la base duale est constituée des formes
linéairesL* : P +— P(ak)

L'égalitéP(X) = Z L*(P)L«(X) = ZP(ak)Lk(X) est appelée formule d'interpolation de Lagrange
pour les pomtsao, ai, ... ,an.
Plus généralement, et pour tont{1)-uplet (o, a1, ... ,ay), le polyndmeP(X) = > aL«(X) est

k=0

l'unique polyndme de degré inférieur ou égalcui prend les valeurs,, g, ... ,0, aux pointsay,
ai, ... ,dn.

6.4 Equations d'un sous-espace en dimension finie
Propriété 6.11

SoitE unK-espace vectoriel de dimensioz 1, muni d'une base)(= (e, ... ,&).
SoitF un s.e.v. d&, de dimensiorm, avec & p<n.
Il existe une famille de — p formes linéaires indépendantes... ,f., telles que :
XOF = fi(X) =f(x) = ... =fp(X) =0.
Réciproguement, un tel systemerde p équations indépendantes définit un sous-espaderdmsionp
deE.
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Remarques 6.12

. Le systeme (S)fi(X) =0, f(x) =0, ... ,f.(X) = 0 est appelé un systeme d'équations du
sous-espack.
. On suppose que est rapporté a une bas® € (e, &, ... ,&).

Si on exprime les formes linéairkslans la base duale*] c'est-a-dire en fonction des formes
linéaires coordonnées dam, @lors (S) prend la forme d'un systéme linéainadgeéne de - p
éguations aur inconnues, Xz, ... ,X, (les coordonnées darg @'un vecteux quelconque de
E)
. Si on noteHy, H,, ... ,Hn, les hyperplans noyaux des formes linédisefs, ... ,f.p, le résultat
n-p

précédent s'écrft = [ | H..
k=1

Autrement dit, tout sous-espace de dimengidans un espace vectoriel de dimensieut
étre considéré comme l'intersectionndep hyperplans indépendants.
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