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1. Analyse
Exercice 1.1

La fonctionsin est continue suR donc, a fortiori, 8r tout intervalle de la form[e—% + 2krm; % + 2kn]

ouk est un entier strictement ptki

Il en est de méme de la fonctibx) = sinx — —=

x+1°
On a, de plussin(—% + 2k7z) =-1 etsin(% + 2k7z)

=1.
- 1_._X e, X —q__1
Or5|x>1,2<X+1<1carlafonct|orx x+1_1 r 1
_T _ n
Doncf( 2+2k7r)< 1etf(2+2kn)>0.

Doncf s'annle au moins une fois sur toim/ervalle[—% + 2kr; % + 2kn].

est strictement croissante et tend vers 1.

Exercice 1.2

Posonsx=Z +h,

2
1
On ajim (sinx)cozslzx =lim (sin(% + h)) cos¥(3 +h) — lim (cosh)W12h =lim g snii 1)
Orcosh~y1-— %
2
Puisqueln(1 + X) ~o X, on aln(cosh) ~o —%.

. . 1 1
PuisguesinX ~g X, 0N a—=— ~o ==
g 0 sn?h ° h?

[P 1 1 H : B - 1
D'ou — In h) ~o —= et donc lim (Sinx) cs* = g2 = ——,
gnir, 'nfeosh) ~o -3 lim (sinx) 7
Exercice 1.3

1°) Lafonctionarcsineg définie sur £1;1], continue surH1;1] et dérivable surL;1][.
f est dérivable sur tout intervalle efi < <1c'esta-dire-1-x2<2x<1+Xx2

1+x2

La premiére inégation nous donne +2x+ 1 >0 c'esta-direx = —1.
La deuxieme iné&gation nous donne —2x+ 1 >0 c'esta-direx = 1.

f est donc dérivable surd,-1[, sur }F1;1[ et sur ]1+oo].
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2><(1+x2)—2x(2x)>< 1
ey 1-(125)

On aalorg'(x) =

1+x2
_ 2+ 2x>—4x? 1
= > X
(1+x2) 1_L
o (1+X2)2
:(1; 2)2X >
X (1+x2)" —4x2
i (1+x2)?
1-x 1
=2 X
><(1+x2)2 J1+2x2 + x4 — 4x2
2 1rx
=9y —L=X —x 1+x
b
_ -X _
=2X Tz X 1—x) =2X T35

2°) Onadond'(x) =2(arctarx)' et doncf (x) = 2arctarx sur }eo,—1[, sur }1;1[ et sur ]1too].
De plus (1) = arcsinl = % =2x % = 2arctan1. De mémef(-1) = 2ardan-1.
D'ou f (X) = 2arctarx surR.

Exercice 1.4
u=¢e* V' =sint
u'=3e* v =-cost
| = —e% cost + 3 [ (e* cost) dt.
u=¢e* V' = cost
u'=3e* Vv = sint

| = —e% cost + 3[e*sint - 3 f(e* sint)dt | = e* cost + 3e¥ sint - 9 f(e* sint)dt
| = —e*cost +3e*sint—9l .\
10l = e*(3sint — cost) Doncl = %(BQnt—cost).

Exercice 1.5

Siu= /e alorst=Inu?=2lnu et dt = 24u.
U

e _ u? 2 _ u _ 1 B _ _ )
J e a=l g dau=af g =2l 1- gl a=2u-misu) =2/¢ -2+ (@),
2. Algébre
Exercice 2.1

Muni des lois usuellesy” est unR-e.v.On a %, c % et %, est muni des nmdes lois que~.
Donc, pour montrer qué’ est unR-e.v, il suffit de montrer que#; est uns.ev. de .

# La suite nulle 0 appartient@; (en effet, on a bietim 0, = 0 puisque P= 0 VneN).
Donc. % # &.

# Soientu etv deux suites de/, et soienfA et deux réels.
OnalimAu+pv)s = liIMAu+puve) =A limun + L limva =A.0+1.0=0
DoncAu+pve #.

FrancisWlazinski



Exercice 2.2

Puisque dinR® = 3 et puisque la fanié (uy,U,,Us) contient 3 vecteurs, cette famille sera une base si et
sedement si c'est une famille libre.
On cherche donc ici les valeursrdgour lesquites la famille(us,u,,us) est liée.

# Méthode 1  On résout le systéme ek, A, etA; induit par I'équatio; u; + AUy + Azus = 0.
La famille sera lié€uy,u,,us) Si ce systeme admet des solnsimon nulles
it Méthode 2 On calwle le déterminarde la famille(us, Uz, Us).

La famillesera liéedet(u,,u,,us) = 0.

12m

det(ug,u,uz) = 2 3 15 Lo« L,— 2L etls« Ls+ Ly
-13-3

12 m

=1 0-115-2m | Lz« Lz3+5L,

05 m-3

12 m

={0-1 5-2m |=9m-72

0 0 -9m+72

Doncdet(u,u,us) =0 & 9IM-72=0 < m=8.

Exercice 2.3

)\1f1 + )\2f2 + )\3f3 =0.
= VXEIR, )\1f1(X) + )\2f2(X) + )\3f3(X) =0.
= VXeER, A|X = 1]+ Az|Xx— 2|+ A3|x—3|=0.

Vrai pourx=1= A, + 2A\; = 0.
Vrai pourx=2 = A1 +A;3=0.
Vrai pourx=3= 2\; + A, =0.

Hll + 23 =0
O 22 + 223 =0 Ly« Ls—2L;
5221 + 4o =0
Hil + 23 =0
= Ul Ao + 2453 =0
H /12_2/13:

= )\1:)\2:)\3: 0.
Exercice2.4

1°) # La famille (u;,u,) est libre donc dirf = 2.
G ={(xx,0)eR?} ={x(1,1,0) ouxeR}.
Soitu; =(1;1;0), on & = <uz>.
us = 0 donc dinG = 1.
# SoitveF nG.
veF o v=au; +bu, ouaetb réels.
o v=a(2;-1;1)+b(3;2;,0)=(2a+ 3b, —a+ 2b, @)
veG < v =(c,c,0) oucréel.

H*
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2a+3b=c HBb:c
DoncO-a+2b=c < J2b=c < a=b=c=0.
H a=o0 Ha=0
D'ouF nG ={0}.
2°) dim(F +G)=dimF +dimG -dimF ~G =3
F + G est donc us.e.v.deR? de dimension 3 c'esidireR*=F + G.
PuisqueF NG ={0}, la somme est directe.

Exercice 2.5

AnBnC) =(AnB)nC associativité de la loi
={0} nC car la sommé\ + B est directe.
={0}

Donc la sommé + (B n C) est directe.

Il reste @ montrer que tout éhent deC peut crire comme la somme d'un élémenAds d'un élément
deBn C.

SoitxeC.

PuisqueC est une partie de, x peut s'écrire de facon unique sous laex = x; + X, oUx;€A etx,eB.
Il reste a vérifier que,cC car alors,eB m C et on a bien le résultat voulu.

On ax; =X — . OrxeC etx;e A c C. Doncx —x;eC carC s.ev.
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