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1. Analyse
Exercice 1.1
a. |(¢=5%X) = (4)| = | = 5x+ 4| =|(x-1)(x—4)| = |x—1||x — 4]
Ix-1]<1
R -1<x-1<1
= -4<x-4<-2
= 2<|x-4]|<4

Donc x—-1|<1 = |x—-1||x-4|<4 |x—1].

D'ol Ve>0, on posen = inf(%,l).
Onabien: |x-1|<n
= |x—1|<%et|x—1|<1
= |x—1|<%et|x—4|<4
= IX=1||x-4]|<e
= |(¢-5%) — (-4)| <e.

_ X _ x|
b x=4 2|_‘M+2‘_|Jﬁ+2|'
|x]<1
< -1<x<1
= 3<x+4<5
= J3</x+4</5
= 2+1\/§<«/x+41+2<2+\/§ .
- 2+\/§<4/x+4+2<2+\/§<2
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D'ol V&0, on posen = inf(2¢, 1).
Onabien: |x|<n
= IX|<2¢etx]<1

1 1
= X|<Z2et——> <5
Xl | /x+4 +2| 2
= |/x=4 -2| <&
Exercice 1.2
1. a. D = ]0;+0[
b. f est continue sur )80 car c'est la composée de fonctions continues.
lim /X Inx =0 doncf peut étre prolongée par continuité en 0.
C. f est dérivable sur @[ car c'est la composée de fonctiogsivhbles.
/X Inx-0

- Inx _
|)![](;] X= O - |X»O \/—

—oo doncf n'est pas dérivdden O.
2. a. Dy = ]0;+o0]
g est continue sur ]@QO[ car c'est la composée de fonctions continues.

e —1~, xdonc& X__ etI|m X)=0

doncg peut étre prolongee par continuité en 0.
C. g est dérivable sur ]@QO[ car c'est la composée de fonctiogsivhbles.

im €=t~ =lim €5t =1
donc la prolongee dgen O est dérivable en 0.

o

Exercice 1.3

\/E . . T . . A

smx—T _ SInNX—9SN-, SlnX—San X—Z

=lim———————— X
x> J2 x5 cosx—cost  x% x=7 cosx—cos%

snx—sin; 5 COSX— COS"; >
- —snZ = cosZ = i 4 _ o5 =—gnZ =-
On alim Z =8€n 7, =C0sy =5 etlﬂ;\ x—% =00Sy =-Sny =5

smx—T

Exercicel.4

On posau = €.

On ax= Inuetdx:ldu.

1+e2X 1+u®_ 1

j 1+1€X+ A 11+u ><1 o 1 b
u> 1 _ -u _ -u_ _

Tru XU~ ey = yr T =1+4 TTeu

En identifiant on trouva =1 etb=-2.

Douj 1+exdx u+Injul - 2In|1+u| = € +x-2In(1+¢€").

Ona



Exercice 1.5

Par int@ration par pdie :
u=ardanx V'=Xx
1 = 1 V = lxz

1. 21 X?
| = 5xtarctanx -5 | 755

= %[(x2 + 1) arctanx — x]

1
1+x2

-1 _1lq- -1l _Liy—
dx = 5xCarctanx -5 | 1 dx = 52 arctanx - 5 (x - arctanx)

2. Algebre

Exercice 2.1

Muni des lois usuellesy” est unR-e.v.
On a.%, c . et % est muni des mémes lois gue
Pour que¥; soit unR-e.v, il suffit que %, soit uns.e.v.de

o La suite nulle 0 apptent a.%, donc.%, = 0.
. Soientu etv deux suites de/, et DientA,u deux réels.

ue % < ImeN/vn>n, u,=0

ve ¥y < dneN/Vn>n, v, =0

On posen, = sup(ng,ny).

VN > Ng, Ur = Vi = 0 doncAu, + pv, = 0.

Ce qui signifie que I'ensemble des termes non nuls de la\sauttav est fini.
C'esta-direAu + pve “o.

Exercice 2.2

1. Soitf uneC.L. des(ya)acr.
Il existe un sous-ens®le finiJ = R tel quef =3 4.y

asJ

Ona f=0.

= f(x)=0 vxeR

o (Z la)(aJ(X) =0 VxeR
asJ

S Y Aga(¥) =0 vxeR

asJ

Vrali, en particulier, pour to= bel

= D jaxa(b) =0 Vbel
asJ
U Ab=0 Vbel
2. (Xa)acr €St UNe famille infinie libre donc diEh= +.

Exercice 2.3

On a dimA + B) =dimA + dimB — dim(A n B). OrA+ B c E donc dimA+B) <n.
D'ou dimA + dimB - dim(A n B) < n avec dimA + dimB > n.
On a nécessairement dif B) > 0 c'esta-direA n B = {0}.



Exercice2.4

1. )

La fonction nulle 0 appartientfa DoncF = @.

Soientf,geF etA,peR.

(Af +pg)(1) = (ADH(Q) + (ng)(D) =Af(1) + n.g(l) =A.0+p.0=0.
DoncAf + pgeF.

La fonction nulle 0 appartient@. DoncG = &.

Soientf,geG etA,peR.

feG = JaeR /f(X) =ax VxeR

0geG = JbeR /g(x) =bx VxeR

(Af + pg)(¥) = (AH)(X) + (M)(X) = A.F(X) + H.g(X) = A.ax+ p.bx =(A.a + p.b)x.
avech.a + p.beR.

DoncAf + pgeG.

2. On doit montrer i) VgeE; 3gieF etdg.eGtelsquag=g1 + @

Exercice 2.5

iy F~G={0}

SoitgeE.
Onposdb=9g(1) etg.: R > R

X — bx

On a biemy,<G.

Onposedi=g—-0. Onagi(l)=9g(1)-g(1)=b-b=0.
Doncg.eF.

SoitgeF n G.

geG = JaeR /g(x) =ax VxeR.

Org(1) =0 cargeF donca=0 etg=0.

1. VteR, yi(t) = cost, y'1(t) = —sint ety"(t) = —cost
Donc,VteR, yi(t) +y"4(t) = 0.

2. VteR, yu(t) = sint, y'5(t) = cost ety",(t) = —sint
Donc,VteR, y,(t) +y",(t) = 0.

3. Il faut vérifier la liberté de y.,y).

famg
famg

Ay + Ay =0
Ayi(t) + Ay() =0 VteR
Aicost + Apsint=0 VteR

Vrai en particulier poux = 0 doncA;= 0 et pourx = % doncA,=0.



