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Exercice 1
1. Démonstration par I'absurde.

On suppose la négation de I'expressioreF et3yeG/ x +ygG
C'esta-diredxeF et3yeG/ x+yeF

PuisquexeF, on a—xeF (carF est sthle par multiplication par un scalaire t€l).
D'ou (-x) + (x +y)eF (carF est stable par addition).

On a dong/eF : ce qui est contraire aux hytpéses.

2. SiF = E, on aCcF = &. DonciyeG.
SiF=U, G=EetVect(G) =E.
SiF # J, nous allons montrer qlec Ved(G).
VxeF, x+yeG (d'apes le 1°).
= x+yeVed(G) (carG c Ved(G)).
OryeVed(G) (toujours carG c Ved(G)).
Donc-yeVed(G) (carVed(G) est urs.e.v).
D'ou x+Yy) + (-y)eVedt(G) (Vect(G) est stable par adubn).
On a donxeVed(G).
PuisqueF  Ved(G) etG c Ved(G), E=F u G c Ved(G).
On aVed(G) c E (carE est uns.ev. qui contieniG).
D'ou le résitat.
Exercice 2
1. Vyelmu, 3teE /[y = u(t).
On a donai(y) = u(u(t)) = u(t) = 0(t) = 0.
DoncyeKeru.
2. On a dinE = dimKeru + dimimu.

Or dimimu < dimKeru car Imu c Keru.
D'ou dimE< 2xdimKeru < dimKeru > %dimE = %
Puisqu'une dimension est un entier, on obtientainu > 2.
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SidimKeru = 3, on au =0 et I'expression est vraie aweg 0 etf quelconque.
Si dimKeru = 2, soit py, b,) une base deeru.

On complée cette base en une babg I, bs) deE.

Pour toutx de E, 3 (Xl, X2, X3)€K3 [ X=xby + X0, + X3b3

On a donai(X) = u(Xiby + Xb, + X3b3) = Xau(bs).

On posea = u(hy).

On vérifie aussi que l'appationx — x; est une forme linéaire.

Exercice3
O ab . O
1. Onaz =M= ;a,b,cetdréels/ AM =MA
O cd O
ab 2 -1
Or cd et {3 5}
2 -1 2a-c 2b-d ab 2a+3b —a+5b
35 3a+5c 3b+5d cd 2c+3d -c+5d
U 2a-c=2a+3b U c=-3b
. U ob-d=-a+5b Ud=a-30 0 c=-3b
Dou  AM=MA < B3a+50:20+3d < Bd:a+c < Ed:a—3b
3b+5d=-c+5d n ¢c=-3b
0o [ a b ., O
Et%’—%l\/l—[_Bb a_BbJ/aetbreels%L
_ (10 01 N
2. Me% < M—a{o 1J+b{ 3 —BJ oua,beR.
(10 (01
Onposd\Al—{OlJet Mz—{_B —BJ'
E;/ = VeCt(Ml, Mz)
{Mi, M3} est une famille libre donc c'est uneskades et dimz™ = 2.
Exercice4
1. SoitueE de coodonnéed) = eR3dans ¢).
0 10x+5y 15z=0
ueKerf « f(uy=0 « AU=| 0 | = D -2X-y+3z=0 < -2x-y+3z=0
0 H 6x+3y-9z=0
X
= Uu| —2x+3z |dans €
z
1 0
Sion posen| -2 | et u,| 3 |dans¢), on obtient :
0 1

ucKerf = uC.L.de {u, u}. D'ouKerf = <uy, u,>.
Puisque {1, uy} est une famille libre, c'est une basekasf.

On a donc dinKkerf = 2.



dimE = dimKerf + dimImf.
Donc dimimf = 1.

Soitv=f ().
5

On avlIimf,v| -1 |dans é) et v 0.
3

Donc {v} est une bae de Inf. On a donc dinmf =1.

On a(Kerf n Imf) O Imf avec dimimf =1 d'oudim(Kerf n Imf) =0 ou 1.
On adimKerf n Imf) =0 < det(uy, U, v) # 0.
105 105
Ordet(u;, U, V) =| =2 3 -1 | =| 0 3 9 | =0donc dimKerf n Imf) = 1.
013 013
(ug, Uz, V) est une famille liéePlusprécisemmenty est uneC.L. deu, etu,.
On obtient @nc Imf O Kerf etKerf n Imf = Imf.

Kerf + Imf = Kerf.
fe=fof.

OxOE, (f o f)(X) =f(f(x)).
Maisf (x)OImf O Kerf doncf (f (x)) = 0 c'esta-diref? = 0.



