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Exercice 1

1. Soit f une forme bilinéaire symétrique et antisymétrique.
On a donc, 

�
x,y � E, f (y,x) = f (x,y) = − f (x,y) c'est-à-dire 2 f (x,y) = 0.

Si � (K) �  2, lesformes bilinéaires symétriques et antisymétriques sont les mêmes.
Si � (K) �  2, la seule forme bilinéaire à la fois symétrique et antisymétrique est la forme nulle.

2. ( � ) On suppose que ϕ est alternée.�
x,y � E,  ϕ(x + y,x + y) = 0 

� ϕ(x,x) + ϕ(x,y) + ϕ(y,x) + ϕ(y,y) = 0
� ϕ(x,y) + ϕ(y,x) = 0
� ϕ(y,x) = − ϕ(x,y) donc ϕ est antisymétrique.

( � ) On suppose que ϕ est antisymétrique.�
x,y � E, ϕ(y,x) = − ϕ(x,y).

C'est, en particulier, vrai si x = y.
On a donc ϕ(x,x) = − ϕ(x,x) c'est-à-dire 2 ϕ(x,x) = 0 et (puisque � (K) �  2) ϕ(x,x) = 0.

3. Soit f une forme bilinéaire sur E.
Supposons que f = a + s où a est antisymétrique et s est symétrique.
C'est-à-dire, 

�
x,y � E, f (x,y) = a (x,y) + s (x,y).

On a donc 
�

x,y � E, f (y,x) = a (y,x) + s (y,x) = − a (x,y) + s (x,y).

D'où  a (x,y) = (f (x,y) − f (y,x)) et s (x,y) = (f (x,y) + f (y,x))
�

x,y � E1
2

1
2

Pour toute forme bilinéaire f, soient a et s définis comme ci-dessus.
Il reste à vérifier que l'on a : # a antisymétrique

# s symétrique
# f = a + s

� �
x,y � E, a (y,x) = (f (y,x) − f  (x,y)) = − (f (x,y) − f (y,x)) = − a (x,y).1

2
1
2� �

x,y � E, s (y,x) = (f (y,x) + f  (x,y)) = (f (x,y) + f (y,x)) = s (x,y).1
2

1
2� �

x,y � E, a (x,y) + s (x,y) = (f (x,y) − f  (y,x)) + (f (x,y) + f  (y,x)) = f  (x,y).1
2

1
2

4. � f = 0 ∈ � (E) donc � (E) �
	 .
� Soient f,g∈ � (E) et λ,µ∈K.�

x,y � E, (λf + µg) (y,x) = λf (y,x) + µg (y,x) = − λf (x,y) − µg (x,y) = − (λf + µg) (x,y).
Donc (λf + µg) ∈ � (E)

. � f = 0 ∈ � (E) donc � (E) ��	 .
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 Soient f,g∈ � (E) et λ,µ∈K.�
x,y � E, (λf + µg) (y,x) = λf (y,x) + µg (y,x) = λf (x,y) + µg (x,y) = (λf + µg) (x,y).

Donc (λf + µg) ∈ � (E)
 Donc � (E) et� (E) sont deux s.e.v. de � (E). De plus, on a �  (E) = � (E) �  � (E).

Exercice 2

1. A =  = � e(f) où (e) désigne la base canonique de � 3.
25 −15 5

−15 18 −24
5 −24 46 + �

2. q(x) = .(5x1)2 + 2 � (5x1)(−3x2 + x3) + 18x2
2 + (46 + � )x3

2 − 48x2x3

       = .(5x1 − 3x2 + x3)2 − 9x2
2 + 6x2x3 − x3

2 + 18x2
2 + (46 + � )x3

2 − 48x2x3

       = .(5x1 − 3x2 + x3)2 + 9x2
2 − 42x2x3 + (45+ � )x3

2

       = .(5x1 − 3x2 + x3)2 + (3x2)2 − 2 � 3x2 � 7x3 + (45 + � )x3
2

       = .(5x1 − 3x2 + x3)2 + (3x2 − 7x3)2 + ( � − 4)x3
2

f est un produit scalaire si et seulement si sa signature est (3;0) c'est-à-dire si et seulement si .� > 4

3. Si , on a A = .� = 5
25 −15 5

−15 18 −24
5 −24 51

Les vecteurs de la famille (b) = (b1,b2,b3) forment une base orthogonale si et seulement si � b(f) 
est une matrice diagonale.
Si P = Pe �  b, alors � b(f) = tP � e(f) P = tP A P.

P = , tP = , A P =  et  tP A P = .
1 3 18
0 5 35
0 0 15

1 0 0
3 5 0
18 35 15

25 0 0
−15 45 0
5 −105 15

25 0 0
0 225 0
0 0 225

Exercice 3

1. Rappel : GL(E) est un groupe (Groupe Linéaire).
Réflexive ∀q∈ �  (E), q = q o IdE avec IdE ∈GL(E). Donc q �   q.
Symétrique ∀q1, q2∈ �  (E)

q1 �   q2
� ∃ u∈GL(E) / q1 = q2 o u
� q2 = q1 o u � 1  avec u� 1∈GL(E)
� q2 �   q1.

Transitive ∀q1, q2, q3∈ �  (E)
q1 �   q2  

� ∃ u∈GL(E) / q1 = q2 o u
q2 �   q3  

� ∃ v∈GL(E) / q2 = q3 o v
� q1 = (q3 o v) o u = q3 o (v o u)  avec (v o u)∈GL(E)

2. ( � ) On suppose que  q1 �   q2  c'est-à-dire qu'il existeu∈GL(E) tel que q1 = q2 o u.

∀x,y∈E, f1(x,y) = (q1(x + y) − q1(x) − q1(y))1
2

 = ((q2 o u)(x + y) − (q2 o u)(x) − (q2 o u)(y))1
2

 = (q2(u(x + y)) − q2(u(x)) − q2(u(y)))1
2

 = (q2(u(x) + u(y)) − q2(u(x)) − q2(u(y)))1
2

 = f2(u(x),u(y)).
( � ) On suppose que ∃ v∈GL(E) /   ∀x,y∈E,  f1(x,y) = f2(v(x),v(y)).

On a : ∀x∈E,  q1(x) = f1(x,x) = f2(v(x),v(x)) = q2(v(x)) = (q2 o v)(x).
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