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Exercice 1
1. Soitf une forme bilinéaire symétrique et antisymétrique.

On a doncyx,yeE, f(y,x) =f(xy) = - f(xy) c'es-a-dire X (x,y) = 0.
Siy(K) = 2, lesformesbilinéaires symétriques et apimétriqus sont les mémes.
Siyx(K) # 2, la seule forme bilinéaire a la fois symétrique et antisymétrique est ka fioitte.
2. (=) On suppose qu est alterge.
vx,yeE, d(x+yx+y)=0
= 0(xx) +d(xy) + d(y.X) + ¢(y.y) =0
= o(xy) +¢(yx) =0
= d(y,X) == d(x,y) donc¢ est antigmétrique.
(<) On suppos qued est antigmétrique.
VXYeE, d(y.x) == d(xy).
C'est, en particulier, vrai gi=y.
On a dona(x,X) = — d(x,X) c'es-a-dire 2¢(x,x) = 0 et (puisque(K) = 2) d(x,x) = 0.
3. Soitf une forme Binéaire suiE.
Supposons f = a + soua est antisymétrique stest symeique.
C'est-a-dire, Vx,yeE, f(x,y) = a(xy) + s(x,y).
On a doncvx,yeE, f(y,X) =a(y,x) +s(y,x) = —a(xy) + s(x,y).

Dod - a(xy) = 3(T(xy) = (1) ets(xy) = (T (xy) +1(x)  VxyeE

Pour toute form bilinéairef, soienta ets définis canme ci-dessus.

Il reste a vériier que l'ona : # a antisymétrique
# s symétrique
# f=a+s

e WxyeE a(yx = %(f (%) = f (x3)) = =5 (F (xy) = F(yX) = - a(xy).

o UxyeE s(yX) = 3(FX) +f (xY) = S(F(xy) + FyX)) = S(x).

o UxyeE a(xy) +s(xy) = S(F0ey) —f () + S(E(xy) + (X)) = (x).
4. . f=00.o7(E) donc.«/(E) = &.

o Soientf,g0.o7(E) etA,u0K.

UxyeE, (Af +pg) (v.X) = A (y,X) + ug(y.x) = = Af(xy) = ug(xy) = = (Af + pg) (xy).
Donc (Af + pg) O.</(E)
o f=00AE) doncAE) = @.
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o Soientf,g0 AE) etA,u0K.
VxyeE, (Af +ug) (y.x) = Af(y,X) +ug(y.x) = Af(xy) +pg(xy) = (Af + pg) (xy).
Donc (Af + pug) O AE)

Donc.«/(E) et E) sont deus.e.v.de % (E). De plus, on &% (E) = .«/(E) ® AE).

Exercice2
25 -15 5

1. A=| =15 18 -24 |=_/f) ou (e) désigne la base canoniqueRfe
5 =24 46+aq

2. g(x) = (5X1)2 + 2 (5X1)(—3Xz + X3) + 18X3 + (46 + a)x3 — 48X,Xs .
= (5X1 — 3Xo + X3)? — 9X3 + 6XoX3 — X3 + 18x3 + (46 + a)X3 — 48X,X5 .
= (5X1 — 3Xo + X3)? + 9X3 — 42X,X5 + (45 + a)x3 .
= (5X1 — 3Xo + X3)? +(3X2)2 — 2x 3%y X TX3 + (45 + a)x3 .
= (5X1 — 3Xo + X3)? + (3%, — 7X3) % + (a —4)X5.
f est un produit scalaire si et seulement si saafiige est (3;0) c'est-dire si et seulement s> 4.
25 -15 5
3. Sia=50naA=| -15 18 -24 |.
5 -24 51
Les veteurs dea famille p) = (by,b,,bs) forment une base throgonale si et seulement gy (f)
est une matrice dignale.
SiP =Pe_,p, alors.7y(f) =P _#Z«f) P ='PAP.

1318 1 00 25 0 O 25 0 O
P= 053 |,P=| 3 5 0 [AP=| -15 45 0 |et'PAP=| 0 225 O
0015 18 35 15 5 -105 15 0 0 225

Exercice3

1. Rappel :GL(E) est un grope (Groupe Linéaire).
Réflexive 0g0« (E), g = q o Ide aveclde OGL(E). Doncq .% q.
Symeétrique Oy, 07 (E)
(o} H (07}
& OuOGL(E) /g1=qz0u
= g:=qg.ou’ avecu ‘OGL(E)
= 0 % Qu.
Transitive 0oy, Gz, 0007 (E)
O #%q < OUOGL(E) /qi=q.0u
0 % gz < VOGL(E) / =gz 0V
= h=(zrov)ou=qgso (vou) avec ¢ ou)lGL(E)
2. (=) Onsuppose que; % g, c'est-a-dire qu'il existeIGL(E) tel queg; =g, o u.
OxYOE, fi(xy) = 3 (X +Y) = G(¥) — cu(y))
= %((Qz ou)(x+y) — (G2 0 U)(X) — (G2 O L)(Y))
= %(Qz(U(X +)) ~ G(U(x)) — g(u(y)))
= %(Qz(U(X) +u(y)) — 0(u(x)) — a(u(y)))
= f(u(x),u(y)).
(<) Onsuppose quevdGL(E) / OxyOE, fi(xy) = f2(v(X),v(y)).
On a :OxOE, qu(X) = fi(x,X) = f2(v(X),v(X)) = go(V(X)) = (020 V)(X).
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