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Exercice 1

Soientx = (X;,X2,%s) ety = (Y1,¥2,ys) deux vecteurs dé.

1 1+3 1 Y1
1. f(x,y):(xl Xz X3> 1-3i 19 4-6 || V,
1 4+6i 5-a )| Vs

= X1Y1 + (1 + 3)X1Y2 + XaY3 + (1 = 3)Xoy1 + 19X,Y; + (4 — 61)XoY3 + XaY1 + (4 + 61)X3Y; + (5 — @)X3Ys.

() =f(xx)
- Xj_)(_j_ + (1 + 3|)X1X_2 + Xl)Tg + (1 - 3|)X2X_1 + 19X2X_2 + (4 - 6|)X2X_3 + X3X_1 + (4 + 6|)X3X_2 + (5 - a)X3X_3.

2. i(X) = (X1 + (L= 3i)Xz + X3) (X1 + (1 + 3i)X; +X3) — L10XX; — (1 — 31)XX5 — (1 + 3i)X3X; — X3X3
+19%,X; + (4 — 61)X2X5 + (4 + 6i)XaX; + (5 — @)XsX3
= Xy + (1= 3% + Xal? + XXz + (3= 3i)XX3 + (3+ 31)XaXz + (4 — Q)XaX3
= Xy + (1= 3%z +Xal? + (3o + (1 +1)X3)(3%z + (1 = 1)X3) — 2XsX3 + (4 — Q)XsX3
= Xy + (1= 3%z + X312 +13%, + (1 +i)xs| + (2 Q)XaX3
=[xy + (1= 3i)%z +Xal? + 3%, + (1 +i)xs| + (2 a)Ixs]°.

f est un produit sdaire si et seulementai 2.
Exercice 2

1. SoientxeKerf < f(X) =0 < (lde—-u)(X) =0 < x—-u(X) =0 < u(x) =x
et yelmf o JteE/f(t)=y © y=u(t) -t

<X;y>=<x;u(t) —t>=<x;u(t)> - <x;t>=<u(X); u(t)> - <x;t>=<x;t>-<x;t>=0.

2. On a : dimKerf +dimimf =dimE (propriété de toute application linéaire)
et dim(Imf)” + dimimf = dim E (car un produit scalaire est norgdééré.
Donc dimKerf = dim(Imf)".
D'aprés le 1°), on Kerf < (Imf)".
D'ou l'égalité.
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Exercice3

1. a. {XOE / ua(x) = x}
={xOE/x+f(x,@a=x}
={xOE/f(x,a)a= 0}
={xOE /f(x,a)= 0}
={a}"
=<a>",
b. Puisquef est non dégénérée, oEa <a> @ <a>".
On adinka>=1 et dinE = 2.
Donc dim<a>"> 1.
Il existe donc des vecteursnon nuls tels ques(x) = x c'est-a-diré\, = 1 est une valeur
propre deus.

2. Soitx; un vecteur mpre deu, de valeur propre; i.e. Us(X1)) =A% etx; # 0.

Sixe<a>", alorsus(xy) = x; et donci, = 1.

Sixg<a>", puisqueE = <a> @ <a>", alorsx,e<a>.
Donc il existe un réek tel quex; = ka.
De plus, pusquex, # 0, on ak = 0.
Puisqie Ua(X1) = A1x1, on a doncg + f(X,a)a = A
D'ouka+f(ka,a)a=A.ka et ka+kf(a,a)a=kA;a.
Soita+f(a,aa=MAa.

p

Siaest isotrop, f(a,a) = 0 et don@ = A;a c'esta-direA; = 1.
Sian'est pas isotrap [1+f(a,a)] a=AadoncA; =1+ f(a,a).

=3
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