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Exercice 1
1. Six =0, alorsu, = 0 pour tout entier non nalet donc), u,(0) = 0.

nx1
; 1
Six# 0, alorsu,(X) ~. Tarix-
Puisquex +1 >0, la série numérique de terme gén%lﬁ est convergente.

1

na+1

Donc, pour tout réel non ny| la série de terme génél%lx

généralun(X) sont convergentes.
Pour tout entier non nul, on asupyer |Un(X) | = SUPker: | Un(X) | = SUPxer- Un(X)
(en effet, la fonctiom, est imp&e).

La fonctionu, est dérivable suR. et, pour tout réet positif, on a :

2 —_ 2
u;1()():n_1ax1+nx xx2nx _ 1 1-nx

et, m@r suite, la série

(1+mx3)2 N X (1 +nxd)2”
Doncuy(x) >0 < 1-n>0e 0<x< =)

n

e 1 1 1 1

D'ou supxer |Un(X) | = Un = =5 7 -
Peee | ()| [mJ D S 2

Sia< % alorsa +% <1, la série de terme géné@l}ﬁ diverge et la sérig’ u,(x) ne converge
pas uniformément (a fotiori pas normalement) siR.
Sia> % alorsa +% > 1, la série de terme génélﬁd}ﬁ converge et la séri¥ u,(X) convege
normalement suR.
Puisquelim % =0, pour tout réel strictement positif il existe un entier nature) tel que
n>ne= 1. b.

/n
1 1.1

On a alors1 > Ny = SUPxer |Un(X) | = Un(b) ~,, nib = X he
La série numériqug; u,(b) converge et donc la sée u,(x) converge uniformément sus,foo.

Exercice 2

Xx>a = —(n+1)x<-(n+l)a = eMx<gmx
n n

S(X) = X ek dnx=sinx X, e (X,
k=0

n n n
1S()| < |sinx| et | <Y etena =Y (e?) " =
k=0 k=0 k=0

k=0
1 _ (e_a) n+2

T-ga X e
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Sia>0, alorssra<0 ete®< 1. Donc la serle de terme génédl est convergente.
—X(N+2)
SX) =2 e™sinx = [im Si(x) = lim sme et = lim syt € | gx = SNX.
= 1-ex ex—1°
Exercice3

On aD: = R* maisf estprolongeablepar continuité en 0 cdg'[pf(x) =1
On pose doncE(O) 1.
On af(x) = 5‘” X =L x(1-cos29.

On acosu = Z (2 )| u2n avec un rayon de convergeriRe +o.

1" o _ D™ ) - D™
()] (2x) etf(x)—— (1+2 on) (2X) J (2 )1 =Dy J

a9 § C oo

Donccos2x = Z

Exercice4

On posea, = n",

="
On ala,|"" =efnn =g n
Puisquelim “5- Inn =0, on alim|a,

Inn

|" =1 et le rayon de convergence est dBre 1.

SX = Z anX" = 2, amx® + Z T Gl

n=0

— Z(Zn)( 1)2”X2n + Z(zn + 1)( 1)2”*1X2n+1

n>0

2n 2n+1
= %(Zn)x +Z 2n+1X

= Z 2nx>" + argthx

n>1

= x Y, 2xn(x?)"™" +argthx

nz1
= X(Z (xz)”J +argthx
n=0
1 !
=X 7= +argthx
(1 2x2)

- _ 22X
T (1-x2)2

+argthx.

Exercice5

On posey = anX"

n=0

Onay =2 na.x"tety’ =2 n(n—1)ax"2= Z(n +2)(n+ Dan. X"

n=1 n=2
(1 - X2)yH — 4Xy! 2y O
y' =Xy —4xy' =2y=0
Z(n +2)(n+ Dan X" - x? Z n(n—1)a,x"2-4x >, na,x"* -2 a.x"=0
n=1 n=0
2a2 +6azx+ 2, (n+2)(n+ 1)an+2x - n(n-1)a.x" -2 4na,x" - >, 2a,x" =0
n=2 n=2 n>1 n=0
2a, —2a, + (6a; —4a; —2a;)x+ 2 [(n+2)(n+ 1)an, - n(n— 1)a, — 4na, — 2a,]x" =0
n=2

2a, —2a, + (6a; —6a,)x+ X [(n 4;2)(n + 1)an, —[n(n-1) +4n+2]a,]x" =
n=2

¢ 0 ¢ 0°¢
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2a, - Zao =0

Donc 06as;—6a; =0
H(n+2)(n+)an, - [n(n-1)+4n+2]a, =0
H > = Qg

< Das=ay
H(n?+3n+1)an. - (n*+3n+1)a, =0
Hm:%
o Da=a
H(n?+3n+1)an. - (n*+3n+1)a, =0
& e =an, VneN.

y0)=1= a=1
y0)=2 = &y =2

Doncy =2 a,Xx" =Y anx"+ Z Ao X2 = Z ax? + Y ax?t =a, Z X" +a xZ NGk
n=0 n=0 n=0
_ o + axX _1 + 2X
1-x2 1-x2 1-x2°

Exercice6
1. f est continue suR.
VxeR, f'(x-0) = +1 etf' (x+0) = +1.
D'apres le thareme deDirichlet, la série dé-ourier def converge vers

f est palre donb, =0 Vne]N

1 1,.77_1 1
ao—2 jf(x)dx—nfn xdx——[ X—Exz]ozﬁ(ﬂz_iﬂfz):%.
_1 _2 _of 27
== jf(x) coskxdx = jncoskx—xcoskxdx—zj coskxdx— % | xcoskxdx
e 0 0
:2[%sinkx] ——jxcoskxdx
u=x V' = coskx
u'=1 V= %sinkx
a=0- %“x% sinkx]O —% £ sinkxde = —%(—%[—% coskx]o) = —ﬁ((—l)k -1)
- — 4
DOﬂCazp = Z eta2p+1 :—L m VpEN.
f(x) = Z N+ 1)z 1)2 cos(2n + 1)x.

2. f(O)— 4 2 (2n+1)2

L
Doncr =5 +7 % @+ D
2

- m_ T
CestadlrenzO (2n+1)2'4 5=
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