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Exercice 1

1. Si x = 0, alors un = 0 pour tout entier non nul n et donc .
�
n � 1

un(0) = 0

Si x �  0, alors .un(x) � � 1
n � +1x

Puisque , la série numérique de terme général  est convergente.� + 1 > 0 1
n � +1

Donc, pour tout réel non nul x, la série de terme général  et, par suite, la série1
x � 1

n � +1

général un(x) sont convergentes. 
2. Pour tout entier non nul n, on a sup x �
	  | un(x) | = sup x �
	 �  | un(x) | = sup x �
	 �  un(x) 

(en effet, la fonction un est impaire).
La fonction un est dérivable sur � �  et, pour tout réel x positif, on a :

.un
 (x) = 1
n � � 1 + nx2 − x � 2nx

(1 + nx2)2 = 1
n � � 1− nx2

(1 + nx2)2

Donc .un
 (x) � 0 � 1 − nx2 � 0 � 0 � x � 1
n

D'où sup x �
	  | un(x) | = .un
1
n

= 1
n n � (1 + 1)

= 1
2 � 1

n � +1/2

Si , alors , la série de terme général  diverge et la série  ne converge � � 1
2

� + 1
2 � 1 1

n � +1/2

�
un(x)

pas uniformément (a fortiori pas normalement) sur � .

Si , alors , la série de terme général  converge et la série  converge� > 1
2

� + 1
2 > 1 1

n � +1/2

�
un(x)

normalement sur � .

3. Puisque , pour tout réel strictement positif b, il existe un entier naturel n0 tel que lim
n � + � 1

n
= 0

.n � n0 � 1
n

< b

On a alors  sup x �
	  | un(x) | = .n � n0 � un(b) � � 1
n � b = 1

b � 1
n �

La série numérique  converge et donc la série  converge uniformément sur [b,+∞[.
�

un(b)
�

un(x)

Exercice 2

x > a  �   − (n + 1) x < − (n + 1) a  �   e−(n+1)x < e−(n+1)x.

Sn(x) = .
�
k=0

n

e−(k+1)x sinx = sinx
�
k=0

n

e−(k+1)x

| Sn(x) | .� sinx
�
k=0

n

e−(k+1)x � �
k=0

n

e−(k+1)a =
�
k=0

n

(e−a )k+1 = 1 − (e−a )n+2

1 − e−a � e−a
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Si a > 0, alors − a < 0 et e 
−

 
a < 1. Donc la série de terme général e 

−
 
a est convergente.

S(x) = .
�
n � 0

e−(n+1)x sinx = lim
n � + � Sn(x) = lim

n � + � sinx
�
k=0

n

e−(k+1)x = lim
n � + � sinx 1 − e−x(n+2)

1− e−x � e−x = sinx
ex − 1

Exercice 3

On a Df = � *  mais f est prolongeable par continuité en 0 car .lim
x � 0

f(x) = 1

On pose donc .f(0) = 1

On a .f(x) = sin2x
x2 = 1

2x2 � (1 − cos2x)

On a cos u =  avec un rayon de convergence R = +∞.
�
n=0

+ � (−1)n

(2n)!
u2n

Donc cos 2x =  et .
�
n=0

+ � (−1)n

(2n)!
(2x)2n f(x) = 1

2x2 � 1 +
�
n=0

+ � (−1)n+1

(2n)!
(2x)2n = 1

2x2 �
�
n=1

+ � (−1)n+1

(2n)!
22nx2n

D'où .f(x) =
�
n=1

+ � (−1)n+1

(2n)!
22n−1x2n−2

Exercice 4

On pose .an = n(−1)n

On a .an
1/n = e

1
n lnan = e

(−1)n
n lnn

Puisque , on a  et le rayon de convergence est donc R = 1.lim
n � + � lnn

n = 0 lim
n � + � an

1/n = 1

S(x)  = 
�
n � 0

anxn =
�
n � 0

a2nx2n +
�
n � 0

a2n+1x2n+1

        =
�
n � 0

(2n) (−1)2n
x2n +

�
n � 0

(2n + 1) (−1)2n+1
x2n+1

        =
�
n � 0

(2n)x2n +
�
n � 0

1
2n + 1x2n+1

        =
�
n � 0

2n x2n +
�
n � 0

1
2n + 1x2n+1

        =
�
n � 1

2n x2n + argthx

        = x
�
n � 1

2x n (x2)n−1 + argthx

        = x
�
n � 0

(x2)n � + argthx

        = x 1
1 − x2

� + argthx

        = .2x2

(1 − x2)2 + argthx

Exercice 5

On pose .y =
�
n � 0

anxn

On a  et y � =
�
n � 1

nanxn−1 y � � =
�
n � 2

n(n − 1)anxn−2 =
�
n � 0

(n + 2)(n + 1)an+2xn

(1 − x2)y � � − 4xy � − 2y = 0
   � y � � − x2y � � − 4xy � − 2y = 0
   � �

n � 0
(n + 2)(n + 1)an+2xn − x2

�
n � 2

n(n − 1)anxn−2 − 4x
�
n � 1

nanxn−1 − 2
�
n � 0

anxn = 0

   � 2a2 + 6a3x +
�
n � 2

(n + 2)(n + 1)an+2xn −
�
n � 2

n(n − 1)anxn −
�
n � 1

4nanxn −
�
n � 0

2anxn = 0

   � 2a2 − 2a0 + (6a3 − 4a1 − 2a1)x +
�
n � 2

[(n + 2)(n + 1)an+2 − n(n − 1)an − 4nan − 2an ]xn = 0

   � 2a2 − 2a0 + (6a3 − 6a1)x +
�
n � 2

[(n + 2)(n + 1)an+2 − [n(n − 1) + 4n + 2]an ]xn = 0
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Donc 
 

 
 
 

 

2a2 − 2a0 = 0
6a3 − 6a1 = 0
(n+ 2)(n + 1)an+2 − [n(n − 1) + 4n + 2]an = 0

   �
 

 
 
 

 

a2 = a0

a3 = a1

(n2 + 3n + 1)an+2 − (n2 + 3n + 1)an = 0

   �
 

 
 
 

 

a2 = a0

a3 = a1

(n2 + 3n + 1)an+2 − (n2 + 3n + 1)an = 0
   �    � n � � .an+2 = an

y(0) = 1     a0 = 1
y'(0) = 2     a1 = 2

Donc y = !
n" 0

anxn = !
n" 0

a2nx2n + !
n" 0

a2n+1x2n+1 = !
n" 0

a0x2n + !
n" 0

a1x2n+1 = a0 !
n" 0

x2n + a1x !
n" 0

x2n

 = .
a0

1 − x2 + a1x
1 − x2 = 1 + 2x

1− x2

Exercice 6

1. f est continue sur # .
� x � # , f' (x − 0) = $  1 et f' (x + 0) = $  1.
D'après le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de f converge vers f.

f est paire donc bn = 0  � n � � .

.a0 = 1
2%

&
− '
'

f(x) dx = 1%
&
0

'
% − x dx = 1% % x − 1

2x2

0

'
= 1% % 2 − 1

2 % 2 = %
2

ak = 1%
&
− '
'

f(x) coskxdx = 2%
&
0

'
% coskx − xcoskxdx = 2

&
0

'
coskxdx− 2%

&
0

'
xcoskxdx

    = 2 1
k sinkx

0

'
− 2%

&
0

'
xcoskxdx

u = x v' = cos kx 

u' = 1 v = 1
k sinkx

ak = 0 − 2% x1
k sinkx

0

'
− 1

k

&
0

'
sinkxdx = − 2% − 1

k − 1
k coskx

0

'
= − 2

% k2 ((−1)k − 1)

Donc a2p = 0 et a2p+1 =  � p � � .4
% (2p + 1)2

f (x) = .%
2 + 4% !

n" 0

1
(2n + 1)2 cos(2n + 1)x

2. f (0) = .%
2 + 4% !

n" 0

1
(2n + 1)2

Donc .% = %
2 + 4% !

n" 0

1
(2n + 1)2

C'est-à-dire .!
n" 0

1
(2n+ 1)2 = %

4 (
%
2 = % 2

8
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