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Exercice 1

un = .n − n 4 1 − 1
n4 = n 1 − 1 − 1

n4

1/4

Or .(1 − h)1/4 = 1 − 1
4h+ o(h)

Donc un = .n 1 − 1 − 1
4

� 1
n4 + o 1

n4

  = .n 1
4n4 + o 1

n4 = 1
4n3 + o 1

n3

D'où un �   et  un converge.1
4n3

�

Exercice 2

Si , alors (ln x)2 > 1 et fn(x)  1.x � 0; 1
e � ]e; + � [ n� + ��

Si , alors (ln x)2 < 1 et fn(x)  −1.x � 1
e; e

n� + ��
Si , alors .x = e fn(e) = 1 − 2

1 + 2 = − 1
3

Si , alors .x = 1
e fn

1
e =

(−1)2n − 2
(−1)2n + 2 = − 1

3
Pour tout entier non nul n, la fonction fn est continue. 
Ce n'est pas le cas de la limite. Donc la convergence n'est pas uniforme.

Exercice 3

1. # Si x = 0, gn(0) = 0 	 n 
 �
Si x �  0, gn(x) �  1

n2x
n� + �� 0

Donc gn  g = 0.cvs�
# supx 
���� | gn(x) − g(x) | = supx 
���� gn(x)

	 n 
 � , gn est dérivable sur � �  et 

	 x 
 � � , gn'(x) = .
n(1 + n3x2) − nx(2n3x)

(1 + n3x2)2 = n + n4x2 − 2n4x2

(1 + n3x2)2 = n − n4x2

(1 + n3x2)2

gn'(x) �  0  �   .x � 1
n3

= 1
n n

gn .1
n n

=
1
n

1 + 1 = 1
2 n

n� + �� 0

Donc la convergence est uniforme.



2. Si x = 0, gn(0) = 0 � n � �
Si x �  0, gn(x) �  1

n2x
Donc la série  gn est convergente.

�
3. .

kxn

1 + k3xn
2 =

k 1
n n

1 + k3 1
n n

2 = k
n n 1 + k3 1

n3

=
kn n
n3 + k3

.
�

k=n+1

2n kxn

1+ k3xn
2 = n n

�
k=n+1

2n
k

n3 + k3 � n n � n � n
n3 + (2n)3 =

n
9

4. Le critère de convergence uniforme de Cauchy n'est pas vérifié.

5. Pour n assez grand i.e. n �  n0, xn = � [a;+  [.1
n n

Donc, pour tout entier p, .
�

k=n0

n0+p

gn(x) ! �
k=n0

n0+p

gn(a)

Puisque la série (numérique)  gn(a) est convergente, la convergence est normale.
�

Exercice 4

f (x) = (Re(eix)) ex + e−x

2 = 1
2 Re(ex(1+i) + ex(−1+i) ) = 1

2 Re
�
n" 0

xn(1 + i)
n

n! +
�
n" 0

xn(−1 + i )
n

n!

       = 1
2

�
n" 0

xn

n! Re((1 + i )n + (−1+ i )n)

Or (1 + i )n = ( 2 ei # /4)n = 2n/2ein# /4 = 2n/2 cos n$
4 + i sin n$

4
et (−1 + i )n = ( 2 ei3# /4)n = 2n/2ei3n# /4 = 2n/2 cos 3n$

4 + i sin 3n$
4

Donc .Re((1 + i )n + (−1 + i )n) = 2n/2 cos n$
4 + cos 3n$

4 = an

Si n %  0[8], alors an = 2.
Si n %  1[8], alors an = 0.
Si n %  2[8], alors an = 0.
Si n %  3[8], alors an = 0.
Si n %  4[8], alors an = −2.
Si n %  5[8], alors an = 0.
Si n %  6[8], alors an = 0.
Si n %  7[8], alors an = 0.

Donc f (x) = .
�
p" 0

2(−1)p x4p

(4p)!

Exercice 5

f est continue donc f est réglée.
On a f (0−) = f (0+) = 0 et f (1−) = f (−1+) = 1.
De plus, � x � & , f'(x + 0) et f'(x − 0) existent.
Donc S(f) = f.

Puisque f est paire, on a bn = 0 pour tout entier n.

a0 = .2
2

'
−1

1

f(x) dx = 2
'
0

1

f(x) dx = 2
'
0

1

xdx = 1

( = 2$
2 = $



an = )
−1

1

f(x) cosn * x dx = 2 )
0

1

x cosn * x dx

    = 2 x
n * sinn * x

0

1
− 2 )

0

1
1

n * sinn * x dx

    = 2 1
n2 * 2 cosn * x

0

1

= 2
n2 * 2 ((−1)n − 1)

Donc si n = 2p avec p > 0 alors an = 0 et si n = 2p + 1 alors an = .− 4
n2 * 2

D'où, + x , - , f (x) = .1
2 + .

n / 1
an cosnx = 1

2 − 4* 2 .
p / 0

1
(2p + 1)2 cos(2p + 1) * x


