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Exercice 1
-7 -4 -4 X
SoientA=| 16 9 8 |etX=| X,
-8 -4 -3 X3
X
Le systeme équivaut édpation%—)t( = AX ou%—f =X'=| X
X
-7-X -4 -4 1-X1-X 1-X 1 1 1
m(X) =det(A-Xlz)=| 16 9-X 8 = 16 9-X 8 =(1-X)| 16 9-X 8 |.
-8 -4 -3-X -8 -4 -3-X -8 -4 -3-X
1 0 0 7_x -8
=(1-X)| 16 -7-X -8 =(1—X4 4 5_X‘=(1—XH07—XX5—X)+3ﬂ.

-8 4 5-X
=(1-X)(X?+2X-3) = (1 - X)(X-1)(X+3).

SpA) ={-3;1} -3 valeur propre simple
1 valeur propre ddle

Soitf I'endomorphisme dR? dont la matrice dans la base canonige$tA = _7Z.(f).

# A=-3
-4x - 4y - 4z =0 Oy = -2
u=(xy2eKer(f+3ld) & O16x + 12y + 82 =0 < O __ .
_ 0 £Z=X
H-8x - 4y =0

Es = Ker(f +3Id) = <b;> ot b, = (1--2;1).

# A=1
—8x — 4y - 4z =
u=(xy,2eKer(f-1d) < J16x + 8y + 82 =0 < {z=-2x-y.

H—Sx—4y—4z=



u=(xy,2eKer(f-Id) < u=(xy,—2x-y) =x(1,0,-2) +y(0,1,-1).
E: = Ker(f - Id) = <bp,bs> oub, = (1,0;-2) eths = (0;1;-1).

La famille ) = (by,b,bs) est e base.

1 10 -300
OnaP=Pe,,=| -2 0 1 |etB=_#((f)=| 0 10 |.
1 -2-1 001
2 1 1
OnaB=P'AP avecP*=| -1 -1 -1 |.
4 3 2
Y1 Yi
SoitY=| y, |tel queY=P™*X c'esta-direX =PY. Donc%—>t( = Pcé—\t( = Y,
Y3 Ys
pAY =apy = S =piapy = I =py.
Hyi=-3y: Oy =cie™
Doncdy;=Y: cesta-dire[Jy, =C,e*  0UC, C,, CeR.
Hys=ys Hys = cse*
Xq = C1€7 +C e
X=PY = Ox,=-2c.e¥+cse* ouCy, Gy, CzeR.

Hxs = c,e7% = (2¢, + c5 )€
Exercice 2
Soitf I'endomorpisme deR* dont la matrice dans la base canonigg&léR* estA.

1-X -1 0 -1
0 2-X 0 3
-1 0 2-X 6

0 0 0 -1-X
-X -1
0 2-X
=(X+1)(X-1)(X-2)°

1-X -1 0
=(-1-X)] 0 2-X 0
-1 0 2-X

det(f - X1d) =

= (—1—x)(z—x)‘ 1 ‘ = (-1-X)(2-X)(1-X)(2-X)

SpA) = Sp(f) ={-1,1,2}

# A=-1 (valeur propre simple)
2X -y -t =0 H x=0
u=(xyzt)eKer(f+1d) < 0O 3y +3t =0 < [Oz=2%
H-x + 3z + 6t =0 Ht=-y
E. =Ker(f +Id) =<b,>oub, =(0;1;2-1).
# A=1 (valeur propre simple)
0 — -t =
0 ) _ Hy=0
B y + 3t =0 _
u=(xyzteKer(f-1d) < 0O _ < Jz=x
—X + z + 6t =0
0 - Ht=0
B -2t =0

E:; =Ker(f - I1d) = <b,> oub, = (1;0;1;0).



A=2 (valeur propre ddule)

[]=x — — =
oo 3tt :8 Hx=0
u=(xyzt)eKer(f - 2id) O _ < Oy=0
—X + 6t =0 _
O _ Ht=0
0 =3t =0

E, = Ker(f — 2ld) = <bs> oub; = (0;0;1;0)= es.

On adim E; = 1. Donc la dimension de l'espace propre esédiffte de lanultiplicité de la valeur
propre :A n'est pas diagonalisable.

On va détaniner une bse deJordanpourf.

110 1
000 -9
— 21,2 =
A=29°=1 1 1017
000 9
Ux + vy + t =0
0 - o =0 Oy=-x
— _ 2
u=(xy,zt)eKer(f — 2Id) @BX iy _ 17t =0 © EI:O
O 9 =0

N, = Ker(f — 2Id)? = <bs,b,> olib; = (0;0;1;0)= e; etb, = (1,-1;0;0).
Soitg =f - 2Id. On a dond; = Ker(g), N, = Ker(g?) etf =g + 2Id.
On ab4€ N2, b4$ E, etg(b4)eE2.

g(by) = (0;0;-1,0) = —es.

La famille (g(b4);bs) est une base d¢.

f(ba) = (g + 21d)(bs) = g(bs) + 2D,
f(g(ba)) = (g + 21d)(g(ba)) = g*(bs) + 29(ba) = 29(by).

PuisqueR*=E_; @ E; ® N, la famille @) = (by;bz;g(bs);bs) est une base d¥.

010 1 -1000
| 100 -1 _ |l o100
Ona:P=Pe,,= 5 1-1 0 etB = _#(f) = 0021
-100 O 0 002
00 0 -1
110 1
— D1 -1 —
Donc B=P AP avecP™ = 11 -1 -1
0-10 -1
D'ou A=PBP* etexpA) = Pexp(B) P™
-1000 0000
o100 |ooo0o0
OnpoeD=l v 120 [%NZ 0001 |
0 002 0000

N2=0 et dond\* = 0 pour tout entiek > 2.

OnaB=D+NavecNxD=0=D x N (les maticesD etN commugént).



Doncexp(B) = exp(D) x exp(N)

et00 0 1000
| 0e00O 3 10100
exp(D) = 00& 0 etexp(N) =l,+ N= 0011
000c¢€ 0001
et000
| 0e00O
Doncexp(B) = 0 0e?e?
0 00 ¢
e e-e 0 e-¢e?
_ 0 e 0 —e™
—_ —1 —
Enfin, exp(A) = Pexp(B)P™ = e—e? e e -Jpl+e+2e?
0 0O O et

Exercice3

Ona Kerf®=Kerld ={0} .
On doit montrer : 1) xOKerf?P 0O xOKerfP™! pour tout ccp<q- 1.
i) KerfP# KerfP™!pourtout csp<q-1.

. xOKerf? O fP(x)=0 O f(fPx)=f(0)=0 0 f**}(x)=0 O xO KerfP*%,

. Par I'absurde, on suppos@rf? = Kerf?** pour un certain @ p<q- 1.
SoitxOKerf?P*2 onafP*4x) = 0 c'est-a-dirdg ***(f(x)) = 0.
Doncf(x)OKerfP*t d'ouf(x)CKerf? O fP(f(x)) =0 O xOKerfP*™
Donc Kerf?P*2 [0 KerfP*! c'est-a-direKerf?*2 = KerfP ",
On montre ainsi par récurrence d(erf? = KerfP"*=KerfP*2= ... =Kerf?=E.
c'est-a-dird nilpotented'ordre inférieur g : contraire aux hypothéses.



