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Exercice 1
01 -1 X1
SoientA=| 2 -1 2 |etX=| X,
8 4 -3 X3
X1
Le systeme équivaut &duation ?j)t( =AX ou ?j)t( =X'=| X
X
X 1 -1 -xX 1 0 -X 1 0
m(X) =det(A-Xlg)=| 2 -1-X 2 |=| 2 -1-X1-X|=(1-X)| 2 -1-X 1
8 4 -3-X 8 4 1-X 8 4 1
-X 1 0 1
=(1-X)| -6 -5-X 0| =(1-X)| ‘z(l—X)[(—X)(—S—X)+6].
8 4 1 6 =X

= (1-X)(X2+5X+6) = (1L -X)(X+2)(X+3).

SpA) ={-3;-2;1}
Les réels-3;-2;1 sont ds valeurs propres simples de

Soitf I'endomorphisme dR? dont la matrice dans la base canonige$tA = _7.(f).

# A=-3
X+ y -2z =0

Uy=-2x
u=(xy,2eKer(f+3ld) & O2x+ 2y + 22=0 < [ :
Hex + 4y =0 Oz=x
E; =Ker(f + 3Id) =<b;> oub, = (1;-2;1).
# A=-2
X+ y -z =0

—2X

0
u=(xydeKer+2id) <> O+ y +22=0 < Dy o

Hex + 4y - z =0
E_; =Ker(f + 2Id) = <b,> oub, = (1;-2;0).



# A=1
X+y —-2z=0 Ox
u=(xyzeKer(f-Ild) @ O02x -2y + 22=0 < [
H8x+4y—4z—0 b

E: = Ker(f — 1d) =<bs> oub; = (0;1;1).

La famille ) = (by,b,bs) est e base.

110 -3 00
OnaP=Pe,,=| 2 -21 |etB=#((f)=| 0 -2 0 |.
1 01 0 01

-2 -1 1
On aB =P*'AP avecP*=| 3 1 -1 |.
2 1 0

7 ax _oav_| 7
SoitY=| y, |tel queY=P*Xc'esta-direX=PY. Donc—=" a =P = Y5
g Y3 g g Ys
pdY dY _pa dy _
dt =APY = dt_P APY = dt_BY'
Y1 =-3y Hy:=cie™
Doncy,=-2y, cesta-dire[Jy,=c,e® o0uC, C, CeR.
Hys=ys Hys = cse*

X1 =C e ¥ +ce7¥
X=PY = [OX,=-2c,6*-2c,e2+Cc3e* 0UC, G, C:eR.
Hxs = cie™ +cqe”
Exercice2

Soitf I'endomorpisme deR* dont la matrice dans la base canonigg&léR* estA.

3-X 1 -1 -1

3-X 1 -1
det(f - XId) = 2 2;)(19)( 2 =(-1-X)| 0 2-X 0
0 0 0 -1-X o2 1=X
3-X -1
:(—1—x)(2—x)‘ 1 1ox|=E1=X@-XIE-X)1-X)+1]

= (X+1)(X-2)[X2-4X +4] = (X+1)(X-2)°.

SpA) = Sp(f) ={-1,2}

# A=-1 (valeur propre simple)
X +y - z-1=0 Hx=0
u=(xyzzt)eKer(f+1d) < O 3y +3t =0 < [Oz=2%
Hx +2y + 22+ 6t=0 Ht=—y

E.. =Ker(f + 1d) = <b,;> ol b, = (0;1;2-1).



A=2 (valeur propre triple)
Ux +y -z -t =0

O 3t =0 q2=x
u=(xy,zt)eKer(f - 2ld) < BX s 2y -z + 6t =0 = E)t/:g
0 -3t =0 -

E, =Ker(f — 21d) = <b,> oub, = (1;0;1;0).

OnadimE,=1= 3.

Donc la dimension de I'espace propre esédiffte de lanultiplicité de la valeur propreA n'est
pas diagonalisable.

On va détaniner une bse deJordanpourf.

11-1-1 0-10 -1 000 O
_..,_l 000 3 . w_| 000 -9 . w_| 000 -81
(A-24)= 12-16 (A=20)°= 0-10-19 (A=20)= 000 -162

00 0 -3 000 9 000 81

u=(xyzt)eKer(f-2d)® < t=

0
u=(xyzt)eKer(f - 2ld)? < [
0

N, = Ker(f — 2Id)® = <by,bs,b,> otib; = (1;0;0;0)= e, eth, = (0;1;0;0)= e..
On chercheyeKer(f - 21d)3 tel quea;gKer(f — 21d)%

Par exempleg, = e, = b, = (0;1;0;0).

Soitg=f-2Id i.e. f=g+ 2ld.

On a dond; = Ker(g), N, = Ker(g?) etf =g + 2Id.

g(a1) = (1;0;2;0Ker(f - 2Id)? et g¥(a) = (-1;0:-1;0) = —b,eKer(f - 2Id).
La famille (g%(a1);g(au);a) est une base dé.

f(as) = (g + 2ld)(a) = g(aw) + 2&

f(g(a) = (g + 21d)(g(an)) = g*(as) + 29(an).
f(g*(ar)) = (9 + 21d)(g*(a)) = g*(an) + 29%(ar) = 2g*(an).

PuisqueR* = E_; ® N,, la famille p) = (b;;0%(a1);0(a1);a1) est une base d&.

0-110 -1000
- |1 001 _ 1 0210
Ona:P=Pew=| , _ 4 |etB=Zf)= J 55|
-1 00O 0002
000-1
201 2
— D1 -1 —
Donc B=P AP avecP = 101 2
0101

D'ou A=PBP* etexpA) = Pexp(B) P™

~1000 0000
| 0200 looz1o0
OnpoeD=| 550 |%NZ| 0001 |

0002 0000



0000

0001 .
2 — 3 — k —
On aN° = 0000 , N°*=0 et dondN“= 0 pour tout entiek > 3.
0000
0000
0020 :
OnaB=D+NavecNxD = 0002 |~ D x N (les maticesD etN commugent).
0000
Doncexp(B) = exp(D) x exp(N)
et 000 100 0
| 0e 00 _ 1,1 01112
expD) = 0 0 e 0 etexr(N)—I4+N+2N— 001 1
0 0 0¢€? 000 1
et 00 O
| 0 e ;e
Doncexp(B) = 0 0& &
0 0 0 e

de* e -2¢? 3e?
: a ._1 0 22 0 -2e'+2¢
Enfin, exp(A) = Pexp(B)P™ = 2| 262 362 0 —del +3e?

0O 0 O 2et

Exercice3

On supposéog=gof.

Soitx[Kerf c'est-a-dird(x) = 0. On veut montrer qugx)IKerf.
f(a(x)) = (f o 9)(x) = (g 0 )(¥) = g(f(x)) = g(0) = 0.

ydIm f c'est-a-dird IXTE / y =f(x). On veut montrer queg(y)Imf.

a(y) = 9(f(x)) = (g of) (x) = (f 0 9)(x) =f(9(x)) avecg(x)LIE.
Doncg(y) est I'image pafrd'un élément dE.



