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Exercice 1

C'est une équation (non linéaire) homogène.

On pose y = t x et on obtient y' = t' x + t .
D'où 3x t x (t' x + t) = x2 + 4(t x)2

      � 3x3
 t t' + 3x2 t2 = x2 + 4x2

 t2

      � 3x t t' = 1 +  t2

      �  = 3tt
�

1 + t2
1
x

      � 3
2 ln(1 + t2)

�
= [lnx]

�

      � où c � �
ln(1 + t2) = 2

3 lnx+ c

      � où c � �
1 + t2 = eln 3 x2 +c

      � où k � �
 � où k � �

.t2 = k 3 x2 − 1 +� t = � k 3 x2 − 1 +�
Enfin où k � �

.y = � x k 3 x2 − 1 +�

Exercice 2

C'est une équation de Bernouilli.

Remarque : y = 0 est solution.

On pose u . On a donc y = u2 et y' = 2u'u et l'équation devient :2u'u = u2 + xu.= y1− 1
2 = y

1
2 = y

Si u = 0, on retrouve y = 0.

Si u �  0, sur tout intervalle où u ne s'annule pas, on a alors 2u' = u + x c'est-à-dire .u
�
− 1

2u = 1
2x

C'est une équation linéaire en u qui se résout en trois étapes.

# Equation sans second membre.

Une primitive de  est .1
2

1
2x

Les solutions de l'équation sans second membre sont donc  où � �
.u = � e

1
2 x �
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# Solution particulière.

On cherche une solution particulière de la forme u0 = ax + b. 

On a u0' = a et .− 1
2ax + a− b

2 = u� − 1
2u = 1

2x

Donc  c'est-à-dire . On obtient u0 = − x − 2.
 

 
 
 

 

a = −1

a− b
2 = 0

 

 
 

a = −1
b = −2

# Equation avec second membre.

Les solutions de l'équation avec second membre sont donc  − x − 2 où 	 
 .u = � e
1
2 x �

D'où y = u2 = (  − x − 2)2 où 	 
 .� e
1
2 x �

Exercice 3

On a y = xy' − .y � + 4

C'est une équation de Clairaut.

On pose y' = t et on obtient y = xt − .t + 4

Donc y' = t + xt' − .t �
2 t + 4

Puisque t = y', on a xt' −  = 0 et enfin t' .t �
2 t + 4

x − 1
2 t + 4

= 0

Si t' = 0, alors t = c 	 
  et y = cx − .c + 4

Si t' �  0, alors, sur tout intervalle où t ne s'annule pas, on a  c'est-à-dire .x − 1
2 t + 4

= 0 t = 1
4x2 − 4

D'où .y = xt − t + 4 = 1
4x − 4x − 1

2x = − 1
4x − 4x

Exercice 4

On se place dans une repère  orthogonal. On appelle Γ la courbe.(O; 
 ; � )
La courbe Γ est définie sur 
 .

x est 2π-périodique et y est 2π-périodique donc il en est de même de Γ.
On peut réduire l'intervalle d'étude de Γ à un intervalle de longueur 2π. 
On prend E1 = [−π;π].

E1 est symétrique par rapport à l'origine.
x est paire et y est impaire ( � t 	 E1, x(− t) = x(t) et y(− t) = − y(t)).
M(− t) est obtenu à partir de M(t) par la symétrie d'axe Ox.
On peut réduire l'intervalle d'étude de Γ à E1 � 
 �  ou E1 � 
 � . On prend E2 = [0;π].

E2 est symétrique par rapport à .
�
2

� t 	 E2, x(π − t) = − x(t) et y(π − t) = y(t).
M(π − t) est obtenu à partir de M(t) par la symétrie d'axe Oy.

On peut réduire l'intervalle d'étude de Γ à E2 �  ou E2 � . On prend E3 = .− � ;
�
2

�
2 ;+ � 0;

�
2
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E3 est symétrique par rapport à .
�
4�

t � E2, x  = 3 cos  + 2 cos  = 3 sin t + 2 cos  = 3 sin t − 2 cos 

�
2 − t

�
2 − t 3�

2 − 3t � +
�
2 − 3t

�
2 − 3t

    = 3 sin t − 2 sin  = y(t)3t

        et y  = 3 sin  − 2 sin  = 3 cos t + 2 sin  = 3 cos t − 2 sin 

�
2 − t

�
2 − t 3�

2 − 3t � +
�
2 − 3t

�
2 − 3t

    = 3 cos t + 2 cos  = x(t)3t

M  est obtenu à partir de M(t) par la symétrie d'axe la droite d'équation y = x.
�
2 − t

On peut réduire l'intervalle d'étude de Γ à E3 �  ou E3 � . On prend E4 = .− � ;
�
4

�
4 ;+ � 0;

�
4

Il n'y a pas de formule intéressante pour x  et y .
�
4 − t

�
4 − t

On prend donc pour intervalle d'étude E4 = .0;
�
4

Exercice 5

On munit le plan euclidien d'une repère orthogonale .(O; � ; � )

Pour h proche de 0, on a :

cos h =  et sin h = .1 − 1
2h2 + 1

24h4 + o(h4) h − 1
6h3 + o(h4)

D'où  avec .x(h) = h2 1− 1
2h2 − 2h + o(h4) = h2 − 2h3 − 1

2h4 + h4 �
1(h) lim

h � 0
�

1(h) = 0

et  avec .y(h) = 3 − 2 1 − 1
2h2 + 1

24h4 − 2h3 + o(h4) = 1 + h2 − 2h3 − 1
12h4 + h4 �

2(h) lim
h � 0

�
2(h) = 0

D'où .
x(h)
y(h) =

0
1

+ h2 1
1

+ h3 −2
−2

+ h4 −1/2
−1/12

+ h4
�

1(h)
�

2(h)

Le point M0 (= M(0)) a pour coordonnées (0;1) dans .(O; � ; � )

Soient  et  les vecteurs de coordonnées respectives (1;1) et (−6;−1) dans .u1 u2 ( � ;� )
Soit  le vecteur de coordonnées  dans .� (h) ( �

1(h); �
2(h)) ( � ;� )

On a  avec .
→   

M0M = (h2 − 2h3)u1 + h4

12u2 + h4 � (h) lim
h � 0

� (h) = 0

Le vecteur  se comporte localement comme  : le point M0 est un point de rebroussement
→   

M0M h2u1 + h4u2

de seconde espèce.

M
u

u

1 2-1

-1

1

2

1

2
0
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Exercice 6

DΓ = �  \ {0;1}
On suppose a,b � DΓ avec a   b.

M(a) = M(b) !
 

 
 

x(a) = x(b)
y(a) = y(b)

!
 

 
 
 

 

1
a − a2 = 1

b
− b2

a2

a + 1 = b2

b + 1

!
 

 
 
 

 

1
a − 1

b
+ b2 − a2 = 0

a2 " (b + 1) = b2 " (a + 1)

!
 

 
 
 

 

b − a
ab

+ (b − a)(b + a) = 0

a2b − b2a + a2 − b2 = 0

!
 

 
 
 

 
(b − a) 1

ab
+ (b + a) = 0

(a − b)ab + (a − b)(a + b) = 0

!
 

 
 
 

 

1
ab

+ (b + a) = 0

(a − b)[ab + (a + b)] = 0

!
 

 
 
 

 

1
ab

+ (b + a) = 0

ab + (a + b) = 0

On pose S = a + b et P = ab.
Les réels a et b sont solutions de X 2 − SX + P = 0.

!
 

 
 
 

 

1
P + S = 0

P + S = 0

!
 

 
 
 

 
P − 1

P = 0

S = −P

!
 

 
 

P2 − 1 = 0
S = −P

Si P = 1 alors S = −1 et l'équation X 2 + X + 1 = 0 n'a pas de racine dans � .

Si P = −1 alors S = 1. 

L'équation X 2 − X − 1 = 0 possède deux racines réelles  et .X1 = 1 − 5
2 X1 = 1 + 5

2
On a { a;b}  = { X1;X2} .
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