Fonctions de plusieurs variables
et dérivées partielles

1. Notions générales.
Définition
On appelle fonctiomumériqueden (CIN*) variables réelles toufenctiondeR" dansR.
Ona: f:R"-R
(X1, %2y ee e X)) = T (X1, X2y %) = L

Exemples

. f(x)=3x+5
. f(xy) =2x+ 3y
. f(xy,2) = cos(xyz)

Remarque

Lesfonctions(vectorielles) deR" dansRP pewert étre considérescomme ésdonnés dep fonctions
numériqueslen variables

On a,par xkemple f: R" - RP

M — (f (M), f(M),......... , fo(M))
avecfy,f,......f, des fonctions numériques B€ - R.

Définition

Soitf une fonction de variables réelles.
On appelle ensemble de définitionfde on noteD; I'ensemble des points M @& tels que(M) existe.

Remarque

Sif est undonction vectorielle deR" dansRP défine parf = (f.,fa,......f,) avecf,f,,......f, des fonctions
numériques d&" - R, I'ensemble de définition deest l'intersection des ensembles de définitiorfides

Exemples

. f(xy,2 =x+y+z Di=Rx R xR

. f(xy) =xly Di=R xR*

. fixy) =y/1-x*-y? Dr = {M(xy)OR xR /% + y*< 1}

Ds = Disque fermé de centre O et de rayon 1.

. f(x,y,2) =[W12+22; Jl—xz—yz—zzj

Di={M(x,y,20R xR xR / (x,y,2) # 0 etx® + y* + Z2< 1}
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Définition
Soitf une fonctiomumeérque de 2 variables réelles.

Soit Mo(XoYo) un point deD I'ensemble de définition deou de sa frontiére.
On dit quef (x,y) a pour limitel quand(x,y) tend vergx,Yo) et on not(a(xy)lj{xrgyo) f(x,y) =1 si et seulement si

Oe>0,00>0 /x—x|<aety-y|<a O [f(xy) —-Il<e.

Remarque

Les théoremes sur les sommes et produits de limites sont utilisables de la méme facoR que sur
Exemples

. Soitf(x,y) = x +y etMo(1;1).
Di=RxR etm a :(lei)m/I f(x,y) =2

. Soitf(x,y) =1/ X +y) et Mo(0;0). N R
Dr = {M(xy)ORxXR / x + y # 0} Y
Si MOP;, alorsf(x,y) tend versteo quandM tend versM,
Si MOP,, alorsf(x,y) tend vers-co quandM tend versvlo P
Définition
Soitf une fonctiomumériquede 2 variables réelles.
. Soit Mo(Xo,Yo) un point deD I'ensemble de définition de
On dit quef est continue eM, s et seulemensi f(M) tend verd(Mg) quandM tend verdM.
. f est dite continue surl] D si et seulement giest continue en tout point tle
Exemple

H Y 5y 20
On veut véfier la continuité de la fonction suivani f(x,y) = [ X2 +Yy? Y,

H 0si(xy)=(0;0)
f est continue suRxR \ {(0;0)} car c'est la comp@e de fonctions continues.
Probleme er0;0).
Six=y, on af(x,x) = 2 et don(:(xl)imo) f(x,x) = 2.
Six=0, on af(0,y) =1 et donc(oly)imo) f(0,y) = 1.
Doncf n'est pas continue en 0.

2. Dérivees patrtielles.

Définition

Soita = (ag,ay,......A,) Dx.
On appelle dérivée partielle d'indicdef au pointa le nombredérivéena; (Sil existe)del'application
¢i R 5 R
X — f(aq, a,..n080-1,%,841, -+ ,an)
Cenombredériveé est notéaa—)z(a) ou f, (a) ou Dif(a).
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Remarque

Pourn = 3, sit f une fonctiomumeériquede 3 variables réelles.
Soit Mo(Xo,Yo0,20) un point deD; I'ensemble de définition de

on a: - (x,,y5,20) = lip 1Yo 20) Mo, Yo, )
ay(XOaYO,Zo) =lim (Y, ZO))/:;(?o,yo, Z)
E(Xo’y"’ Z) = IZLrZrO1 f(xo'yo’z)zzfz((?(o,yO,Zo)
Exemple

Soitf: R? - R définie parf(xy) = yx*/ (y* + x*) et f(0,0)=0

. f n'est pas continue en,Q). En effet, pour tout réeq, f(x,x¢) =1/2
. f admet des dérivées partielles suivaaty en (QO).

%(01 0) =i f(x, 0))(—f(0, 0) =lim 250 o 0_g

%(o,o) =iy —f(o y))/ fo(o 0 =i oyo 0
Définition

Si une fonctiorf numériquede 3 variables réellegimet des dérivées partielles en tout point d'un

domaind [ Dy, ses dérivées partielles sont des fonctions définielscesta-dire :
of of of

X 5 R 8_)/ Dl s R 5z S RN ]Rf;
a— < (a) a— @(a) a— %(a)
Exemple

Soitf: RxRxR* - R définie parf(xy,2) = xzzarctan(%)

el y
Ona: % = 2xzarcltan(22 »
- _ X%z
a_y—XZZX7X +y_2 = y2+22
2
of _ y YN 1
2z —xzarctan(z) +x22( 22) "
Définition
Soitf une application dR" dansR® définie parf : M — ( fy(M), f2(M),......... , Fo(M))
ou fi: R" - R pouri =1p. ofy of,
X X
On appellanatricejacobiennedef et on note); la matricepxn: : :
@
a_fl 8f1 oXy OXn
X X,
Sin=p, lejacobiendef est le déterminant| : :
A
X oX.
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Exemple

Soitf: R? - R?

(r,0) — (rcosf,rsing)
cosf -rsinf
sinf rcosé

cosf —-rsing ‘

]et lejacobiendef est sné rcosh

La matricgacobiennalef est{

Définition

Soitf une fonctiomumeérigue den(CON*) variables réellest iert i,jl{1, 2,.....,n}.
2

On définit les dévées m@rtielles dordre 2 pa 0f__ 0 [ of J

oxi0x; — Ox; \ 0%,
Remarque
On note afizafxi = g—;‘;
Exemple
Soitf: R® - R définie parf(x,y,z) = x cosy + zsiny.
% = -Xxsiny +zcosy a?(;fy = %(%J =-gny g—; = a%[%} =—-XCcosy-—zsiny
Remarque

On peut définir par récurrence les dérivées partielles d'ordre
f _o([ofofo(ofaof
Parexemple‘@x%‘y@ﬁ a ax[ax[ax(ay(éz(azDDJ'

Exemple

Soitf: R®* - R définie parf(x,y,z) = x*cosy + Inz
if=—x“siny of =-4x3siny of =-12x*siny
oy oxoy ox2oy

Théoréme (De Schwar)

Soitf une fonctiomumériqieden variables réelledifférentiable(ou dontles dérivéesontcontinues)
. ’ . k RN - - 7z 1
La dérivée partlelleaxalaxaazf o QU1 a2t Fn = k, si elle existe, ne dépend pas de I'ordre dans
1 2 +...0Xn
lequel on effectue les dérivation par rapport gux

Exemple

Soitf: R® - R définie parf(x,y,2) =x*cosy +Inz

o _ 4x3 cos ot 12x2 cos of__ -12x?sin
oX y ox? y OyoX?2 y
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