Formes bilinéaires et
formes quadratiques

Dans tout ce chapitr& est un corps commutatif de caractéristique diffirele 2 (en pratigu€ =R ou
(), E est unK-e.v. etn est un entier non nul.

1. Généralités
Définition 1.1

Une forme bilinéaire sUt est une application dex E dansK linéaire par rapport a chaque variable
C'est-a-diref : Ex E - K bilinéaire <  [0Ox,x,y,yUE etOAOK, on a:

f(x+x.y) =f(x.y) +f(x.y)
f(AX,y) = Af(X,y)
fixy+y) =f(x.y) +f(xy)
f(XAY) = Af(X,y)

Remarque 1.2

On a donc I'égalitéf(Ax,y) = f(x\y) OAOK etOx,yCE.

Exemples 1.3

a. Mm:RxR - R
(Xy) — xy

# R est unR-e.v.
Ox,x"y,yOR et OAOR.

# mx+X.y) = (x+ X)y =xy + Xy =m(x,y) + m(x,y)
# M(AX,Y) = (AX)y = A(xy) = Am(X,y)
# mXx,y+y) =x(y+y) =xy+xy'=mx,y) + m(x,y)
# mM(XAY) = X(Ay) = A(xy) = Am(x,y)

b. Soit 7 I'ensemble des vecteurs du plan.

s:/ x7 5 R
(a,v) — 4GV ou"." est le produit scalaire usuel de dewteers.

# 7 est unR-e.v.

Ou,u',v,v7 et DADR.

# su+u,v)=(u+u)v=uv+u.v=suV +su',v
# s(Au,V) = (Au).v=A(u.v) = As(u,v)

# s(uv+Vv)=u(v+V)=uv+uv=su\ +su,Vv)
# S(UAV) = U.(AV) = A(u.V) = As(u,V)
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Propriété 1.4

Soitf une forme bilinéaire SLE.
Soitv un vecteur d& et soient(y, u,, ...u,) une famille dg > 2 vecteurs de&.

p P p P
Alors f (Z ui,vJ = f(u,v) etf (v, > uiJ = f(v,u).
i=1 i=1 i=1 i=1
Démonstration
Démonstration par récurrence :

# Vrai au rang 2 f(uy+uyV) =f(ug,V) +(uy,V)
# On suppose vrai au rapg- 1.

p p-1 p-1 p-1 p
f (E ui,vJ = f[(E uij + up,vj = f{Z ui,vJ +f(up, v) = X f(ui, v) +f(up, v) = 2 f(u;, V).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
La deuxiéme propriété se montre de la méme facgon.

Corollaire 1.5

Soitf une forme bilinéaire SIE.
Soient (i, U, ...Up) une famille dep > 2 vecteurs d& et (1, v,, ...Vy) une famille deg > 2 vecteurs de.

Soientdy, A2, 4s,...o Ap, Lttt - ..+ Llg dES SCalaires.
q

p q p
AlorSf{z iiui,Zijj =22/1i,ujf(ui,vj).
=1 i=1j

i=1 i=1 j=1
Propriété 1.6

Soitf une forme bilinéaire sut.
Ox,yOE, f(x,0)=0=1(0,y).

Démonstration
f(x,0)=f(x,0x)=0f(x,x) =0 (faire attention a la nature des 0).
Propriété 1.7

L'ensemble”7 (E) des formes bilinéaires skrest aussi uk-e.v.
De plus, sk est de dimension finie surK, alors. 7 (E) est de dimensior?.

Démonstration (Exercice a la maison)

- La structure d'espace vectoriel est obtenue aglois usuelles :
- (f+g)(x.y) =f(x.y) +g(x.y) Ox,yOE et Of,g00. %7 (E).
(kE)(x,y) = k.f(x,y) Ox,YOE, Of0. % (E) et OKOR.

En premier lieu, on montre que'(E) est un s.e.v. de I'espace vectoriel des apptinatdeE x E
dansk muni des dites lois.

. Pour la dimension, il faut trouver une based¢E).

- On suppose digk = n.

- Soit ) = (e,,&,6,....6)) une base dE.
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Siu=D U = e+ U+ UsEs+ ... + UG,
k=1
n

et V= vie = e+ Ut Uslst ... + Un€,
1=1

on abij(u,v) =Wy
Il faut donc vérifier :
# Les ©y)ij =107 (E).
Les y)ij-1,n forment un systéme générateur.
Les ;)ij -1, forment un systeme libre.
Les )i =10 SONt au Nombre de.

H R H

Propriété 1.8

Soitf0. 7 (E).
Les applications suivantes sont des applicatiogzalres.

. OxOE, fx: E - K . OyOE, fy - E - K
y— f(x.y) x— f(x.y)
C’est-a-direfy(y) = f(x,y) et, de mémd,(x) = f(X,y).
. Fi:E- E* . F2iE - E*
X — Ty y—f,

C’est-a-dire F1(X))(y) = f(x,y) et, de méme(y))(X) = f(X,y).
Démonstration

. Oy,y'0E et OA,u0K, fOy+uy’) = f(x y+py’)
=f(xAy) +f(x,uy)
=AY +ufxy)
= AE(y) + ufdy’)

. Ox,x',yOE et O\, u0K, ELOX+xXNY) = Frce we(Y)
= f(AX+pux’y)
=Af(xy) +uf(xy)
= AE(Y) + pfe(y)
= A (F209) () + r(Fu(X'))(Y)
= (A F() + pFa(X))(Y)

C’est-a-direF;(Ax+ux’) = AF1(X) + pFi(X').

Propriété 1.9

Soientf 0.7 (E).

On supposé& de dimension fini@ et soit(e) = (e,&,6s,...,6,) Une base dE.
Ona:f=g < f(e,e)=9(e,e) Oi=1lnetdj=1n.

Démonstration

Soientx= Y, x;& ey= Y, yie deux éléments Bavec k)i, et §)i-1n des éléments dé.

i=1,n i=1,n

(=) Trivial.
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(C) DX,yE E, f(X,y) = f{z Xi ei,_z yjejj = 2 2 Xiyj f(ei,ej).

i=1n j=1n i=lnj=1n

=2 X xyde,e) =g(2 Xiei,jgnyjel]

i=1,n j=1n i=1n

=g(x,y).
Remarques 1.10

f est donc entierement déterminée paf (e).
X1 Y1

Si I'on poséA = (f(€,8))i=tnetj=1ny X=| : |etY=| : |OK" on af(x,y) = XAY='(XAY) ='Y'AX
Xn Yn

Définition 1.11

La matriceA obtenue dans la remarque précédente est appeléecnagsociée Bidans la base) et est
notée 7 (f) = (f(€,8))i=1n j=1n-

Exercice

, . : X X s )
Soit (€) la base canonique & et smenU[ yl J etv[ y2 J deux éléments dR? dont les coordonnées
1 2

sont données dans la bgee
1. Soitf : R2xR? - R
(U,V) — X1Xo + 2X1Y2 — Y1 X2 +4y1Y»
a. Vérifier quef est bien une forme bilinéaire.
b. Donner la matrice associéé dans la basg).

2. Soit la forme bilinéairg surR? dont la matrice associée ests(g) = [ _11 g J

Expliciter g(u,v) en fonction des coordonnéesidet dev dans €).
Propriété 1.12

Soitf[0.% (E).

On supposé& de dimension fini@ et soit(e) une base dE.

L'applicatione : .7 (E) - . 7«(K) est un isomorphisme d'e.v.
f— 7¢F)

Exercice

Faire la démonstration
Propriété 1.13  (Effet d'un changement de base)

On suppose que dil = n et que €) et ) sont deux bases de

SoitSla matrice de passage @ a(e’).

Soitf une forme bilinéaire sl (idem f[1..#(E)).

SoitA la matrice associéefalans la basg) etA la matrice associéef@lans la basg).
C'est-a-direA = . 7«(f) = (f(&,8))iz1netjz1n €A = Ze(f) = (f(€',€}))i=1netj=1n-

On aA ='SAS

Francis Wlazinski 4



Démonstration

Soientx ety deux éléments dg.

SoientX etY OR" les coordonnées respectiveskay dans la base).

SoientX' etY' R" les coordonnées respectivesxdgy dans la basg’).

Nous savons qué = SX'etY =SY'donc X=X"'S

f(x,y) = XAY=X''SASYE X' (‘SASY".

De plus, f(x,y) = 'X'AY"

DoncA ='SAS car I'égalité est vraie pour touty) deE x E (donc entre autres pour lese);-1.).

Remarques importantes 1.14

Si detA#0, alors deA#0.
Car defA = det'S x detA x detS
= detSx detA x detS avec de6# 0 carSinversible .
Si E est de dimension finie, le déterminant de7(f) s'appelle le discriminant de
rgA=rgA.
Rappel : Spg eth sont deux applications linéaires, avec les hysabeui s'imposent, on a
h surjective= rg(g) =rg(goh) (carg(F) = (goh)(E))
g injective = rg(h) =rg(goh) (car les images pades vecteurs d'une base
de Imh restent libres)
Une matrice peut étre considérée comme celle dippkcation linéaire.
Donc, en particulier, si I'on multiplie une matr&gauche ou a droite par une matrice inversible,
on ne change pas le rang de la premiére.
Sétant une matrice inversible, il en est de méme {$oOn obtient alors le résultat.

Définition 1.15

Soit une forme bilinéairél.#(E) ou dimE = n.
On appelle rang dé et on note rdf le rang de toute matrice représentativé. de

2. Formes hilinéaires symétriques et formes quadrajues.

Définition 2.1

Soitf[0.% (E).
On dit quef est symétrique si et seulement si ;. Ox,VE, f(y,X =f(X,y).
On dit quef est antisymétrique si et seulement siCIx,yIE, f(y,X) =-f(x,y).

Notation 2.2

On note /(E) I'ensemble des formes bilinéaires symétriquesselr -/ (E) 'ensemble des formes
bilinéaires antisymétriques shr

Exemples et contre-exemple 2.3

f:RxR - R f(x,y) =5xy f est symétrique.
f:R2xR? - R f ((X1,y1), (X2,¥2)) = 3X1Y2 — 3Xay1 f est antisymétrique.
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. f:R*xR?* ~ R f((x1,y1), (X2,¥2)) = 2X1%2 + 3y1y> = 2X1y2 = XoY1
f n'est ni symétrique ni antisymétrique.
En effet, sie;= (1,0) ete;= (0;1), on d (e, &) = -2 etf(ey,e) = -1.

Propriété 2.4

On supposé& est de dimension finie et s¢d) une base dE.
Soient f[1. 7 (E) etA=_7f).

a. f est symétrique- ‘A=A c'est-a-dird symétrique.
b. f est antisymétrique- ‘A=-A c'est-a-dird\ antisymétrique.
Démonstration

On suppose que)= (e,e2,6s,....,6).
SoitxOE de coordonnéeseK" dans €).
SoitylJE de coordonnéescK" dans €).

a. O)  f(xy) =XAY=(XAY) =Y ‘AX
= YAX=1(y,X.
=) fxy)=f(y,x OxyE

= vrai entre autre pour ld¢e,g)
= A=A

b. (@) f(xy) =XAY=(XAY) = Y 'AX
= 'Y(-A)X = — 'YAX= —f(y,%)

=) fxy)=-f(y,X OxyIE
= vrai entre autre pour lé¢e,g)
= ‘A=-A

Définition 2.5

Soitf 0.7 (E).
On dit quef est définie si et seulement six(E, f(x,9) =0 < x=0.

Remarque 2.6

Le sens important dans la définition est)(
L'autre sens étant toujours vérifié.

Exemple et contre-exemple 2.7

Soit 7 I'ensemble des vecteurs du plan.
. f: 7 X7 5 R
(,v) — 30V
f est définie caf (0, 0) = 3|0|P et3|p|F =0= |[0]|=0=>U=0.
. f: 7X7 5 R
(@, V) — uvi —uv, ol (ug,uy) etV (vy,v,) danf,7) base orthonormale.
f n'‘est pas définie.
En effet, si on prend’ (-1,1) dafg;j) ,owa0 f(@ w)=0.
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Définition 2.8

On suppose qu€ =R ou queK est un corps totalement ordonné. $0it~ (E).
On dit quef est positive si et seulement silIXOE, f(x,X) = 0.
On dit quef est négative si et seulement silxOE, f(x,X) < 0.

Remarque 2.9
Pour les formes bilinéaire, négatweas positive.
Exemple et contre-exemple 2.10
. f:RxR - R
(x,y) — 5xy f est positive cafr(x,X) = 5x* = 0, OxOR.

. f:RxR - R
(X,y) — —3xy f est négative cdi(x,X) = —3x*< 0, Ox[R.

. Soit 7 I'ensemble des vecteurs du plan.
f: 7X7 LR
(O, V) — UzVi — UaVs ou T (uy,uy) etv(vy,v,) dang?,7) base orthonormale.

f n'est ni positive ni négative. En effé@,7) =1 f6t))=-1
Théoreme 2.11

Soitf une forme bilinéaire sl de dimension fini@ et soit(e) une base dE.
SoitA=_/7.(f), les propriétés suivantes sont équivalentes :

() (f(x,y) =0 OxUE) = y=0 c'est-a-diref,=0 = y=0.

(i) (f(x,y) =0 OyOE) => x=0 c'est-a-direfy=0 = x=0.

(i) detA#0.

(iv) Oé0Y(EK)=E*, OyJE/ d(x) =f(x,yp) OXUE c'est-a-direb = fyo.

Démonstration

SoientxJE de coordonnéexs dans €) ety[lE de coordonnéeg dans €).
Onadoncf(x,y) =0 = XAY=0.
(i) = (iii) [(f(x,y) =0 OxOE) = y=0]
e [XAY=0 OXOK" = Y=0]
e [AY=0 = Y=0]
o detA# 0.
(i) = (i)  [(f(x,y)=0 OydE) = x=0]
e [(XAY=0 OYOK" = X=0]
e [XA=0 = X=0]
o detA# 0.
(i) = (iv)  Soitd ¥ (EK) et soitM = . 7).
d(X) =MX=XM (G(X)OK).
f(x,y) = XAY.
f(x,y)=0(x) OXOE - XAY=X'M [OXOK"
e AY=M
- Y=A"x'M carAinversible.
Donc, pour touth1 ~ (E,K), on posey, de coordonné A™x ‘M dag)sdt on obtient
le résultat.
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(iv) = (1) Soit¢ :E - K
X+— 0.
On a¢J / (EK).
Doncy,E/ 0= ¢(x) =f(x,y) OxXOE.
Or f(x,0)=0 OxOE doncy, =0.

Remarque 2.12

La relation {jii) ne dépend pas de la base choisie.

Définition 2.13

Lorsqu'une forme bilinéairevérifie I'une des 4 propriétés du théoreme, omuktf est non dégénérée.
On dit qu'elle est dégénérée dans le cas contraire.

Exemple 2.14

SoientF un e.v. réel,lf) = (b1,b,) une base dE etf la forme bilinéaire suF définie par :

f(U,V) = 3xXe + 24V — YiXe + ViYs Iorsqueu[ X J etv[ ;2 J dans b).
2

Y1
_31 ij D'Ol]det///b(f)=‘ 32 =3+2=5,

On a 7(f) :[ 11
Doncf est non dégénérée.
Propriété 2.15

Soitf une forme bilinéaire s de dimension finia.
f définie = f non dégénérée.

Remarque 2.16

La réciproque est généralement fausse.
Démonstration

On suppose querxE/ f(x,y) =0 OylE.

On prendy = %, on obtientf(x,x) =0
= x=0 carf est définie.

Définition 2.17

Soitf une forme bilinéaire (généralement symétrique dahiterature) suk.
On appelle forme quadratique associég@néralement noté@ ou g, I'application dee dansk définie
parQ¢u) = f(u,u) OullE.

Remarque 2.18
Les définitions précédentes deviennent :

f définie si et seulement six(JE, Q(X)=0 < x=0.
f positive si et seulement siIXOE, Q(x) =0 (K=R).
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Exemples 2.19

200
SoitA=| 0 5 0 |la matrice dans la base canoniquéRde’'une application bilinéaire
001
X1
Soientx un vecteur d&®*® de coordonnéeX=| X, |OJR?*dans la base canonique.
X3

On a don@(x) = f(X,X) = XAX=2x3 + 5x3 + X3.
Soit 7 I'ensemble des vecteurs du plan.
Soitf: 7 X7 5 R
(@,v) - av
Sid(x,y) dandi,7) base orthonormale, orQx(T) = x? +y2.

Propriété 2.20

Soitf une forme bilinéaire symétrigsairE.
Alors OuMIE, 2f(u,V) = gdu + V) — glu) — gi(v).

Remarques 2.21

On peut trouver la formule sous la forme :

2t(x,y) = f(x+yx+y) —f(xx) —f(y.y)

On af (uy) = 3(a(u +v) - g(u) - (V).

f est donc entierement déterminée par sa forme gliquie associee.
On dit quef est la forme polaire dg

Si E estde dimension finie, on parle parfois du discriminéaqg; pour le discriminant de
(Ainsi que d'autre termes)

Démonstration

OuMIE, gu+v) =f(u+v,u+v) =f(u,u) +f(u,) +f(v,u) +f(v,y) = g(u) + 2 U,V + (V).

Remarques 2.22

Le comportement dg nous fait penser au développement d'un produit.
On suppose que dilm=n et quele) = (e,e,6;,....6,) st une base de

X1
n
. . o X
Soitf O /(E) non nulle et soixIE tel quex = . x;e c'est-a-direfle=| .
i=1
Xn

On posey; =f(e,6) pouri,j =1n (a0K) etA=_7¢f) = (a)ij-1n (Ia matriceA est symétrique).
qf(X) = f(X,X) = 2 Z XiXj f(ei, ej) = 2 aiiXiZ +2 Z Xinaij .
i=1

i=1 j=1 1<i<j<n
gi(X) est donc un polynébme homogéne de degré K sur (;,X2,Xs, ... %)
(c'est-a-dire tous les monémes sont de degré 2).
(Réciproque)
Soitq est un polyndme homogene de degré Ksemn i, Xz,Xs,....Xn).
q= ZI QX7+ 2 gyXiX

I<i<j<n
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. . i = i . .
La matriceA = (a;)ij-1, définie par _1. est bien symétrique.

aj =5 Uy = &
X1

SiX= x:2 OK", on vérifie aisément qug(x) = XAX.

Xn
g est donc la forme quadratique associée a la foiim&airef dont la matrice dans la base
canonique d&" estA.

Exemple 2.23
Soitq la forme quadratique définie SRP par g(x) = x§ — X3 + 4x3 + 6X1X, — 8X1X3 + 10X2X5 Si X a pour
X1
coordonnées X, dans lg) pase canonique d¥’.
X3
1 3 -4
La matrice dd la forme polaire dg dans ) est. 7(f)=| 3 -1 5
-4 5 4

Propriété 2.24
Si g est une forme quadratiqui(Ax) = A%qy(X) pour tout scalair@ et tout vecteux.
Propriété 2.25

L'application qui, a une forme bilinéaire symétacurE, associe sa forme quadratique associée est un
isomorphisme d'espace vectoriel.

Remarques 2.26
On a en patrticulier que I'ensemble des formes aiigdes (muni des lois usuelles) est un e.v.
Démonstration (Exercice a la maison)

. morphisme d'e.v.
. bijection

3. Orthogonalité associée a une forme bilinéaire syétrique
Définition 3.1

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtir
* On dit que deux élémemsty deE sont orthogonaux relativement &i et seulement $§(x,y) = 0.
* On dit que deux partidset G deE sont orthogonales relativementtssif(x,y) =0 OxOF etOyOG.
« SoitMOE, on appelle orthogonal dé relativement d et on noteM - I'ensemble défini par
M ={xOE/f(x,y) =0 OyOM} ={yOE/f(x,y) = 0 OxOM}.
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Exemples 3.2

J Soitf: R?xR? - R
(x4, Y1); (X2, Y2)) — 2X1X2 = X1Y2 —Y1Xz + 3Y1Yo2.

a. Les vecteurs (1,1) et £4,) sont orthogonaux relativement éar
f((1,2);(2,-1) =2x1x2-1x(-1)-1x2+3x1x(-1) =4+1-2-3=0.
b. Soitu = (1,-1), on chercheu>".

v = (x,y)0<{u}>" = f(v,w)=0 Owl<u>
= f(v,Au) =0 OAOR
= f(vu)=0
e X+x-y-3y=0
= 3X—-4y=0
= y= %x.
Donc <u>" ={v=(x,y)0R?/ y= %x}
= {v=(x.3% / XOR} = <(4,3)>.
. Soit 7 I'ensemble des vecteurs du plan muni d'une bdsermrmalg,j) et softle produit
scalaire usuel.
SoitH = {0, U} ou (1, 1) etd,(3,3) dand7,7) .
OnaH"={u}"=<u>"=<U;>ouls (1;-1) dand7,7) .

Remarques 3.3

. On parle aussi d'orthogonal relativement & une éagoadratique.

. Soitf une forme bilinéaire symétrique dtiet soienfF etG deux parties orthogonales He
OnaF OG"etGOF".

Propriété 3.4

SoitMune partie non vide d& M" (relativement d[./ (E)) est un s.e.v. dE.

Démonstration
. M " non vide car M ",
A SOientxl,XQDM D.

OyOM, (X1 + Xo,y) = f(X,Y) +T(X,y) =0+ 0=0.
Doncx; + x.[IM".

. Soientx(OM “ et ALIK.
OyOM, f(AX,y) =A.f(x,y) =A.0=0.
DoncA.xOM ",

Propriétés 3.5

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtiet soientA etB deux sous-ensembles BeOn a :
{0}"=E

(AOB)"=A"n B

AO(AD"

(AnB)" OA”+B"

AOB = B'OA

(Vect(A))” = A”

~oao0op
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Remarque 3.6
On n’a pas nécessairemént= {0}.
Démonstration

OxOE, f(x,0)=0.
xJ(AOB)” ~  OydAOB, f(x,))=0
- OyOA, f(x,y)=0 et 0OyOB, f(x,y)=0
- xOA" et xOB"
= xOA” n B
c. A'={xJE/ f(x,8 =0 DalA}
(A = {xTE/ f(x,y)=0 OyOA%}
xOA = OydA"™ f(x,y) =0
= xO(A")".
d. Versionl: XIA"+B” = OadA" etObOB"” / x=a+h.
OyOANn B, f(xy) =f(a+b,y) =f(ay) +f(b,y).
Orf(a,y) = 0 car yLJA etallA” etf(b,y) = 0 car yIB etbIB".
D'ol f(x,y) =0+ 0=0. C'est-a-direxCd(An B)".
Version2: ABOA = A'0O(AnB)"
AnBOB = B’0(AnB)’
— APOB"0O(AnB)°
= <A"0B’>0(An B)- car An B)” s.e.v.
= A’+B"0(An B)".

oo

e. y1B-
OxOB, f(x,y)=0
—  DxOA f(xy)=OcarAOB =  yOA"
f. « (O) ADOVectAdonc (Vec)"OA".
* (O) Pourtoutx(IVectA, xest une C.L. d'éléments Ae
C'est-a-direx= Y, 1ix; avetfini, A\OK etxOA
i€l
yoOA” = 0i0J, f(x,y) =0 camxOA
= 0, Afx,y) =0
= ZJ,)\if (x,y)=0
= f(zj /liXi,yJ: 0

= f(xy)=0 =  yO(Vecth)“.

8

Propriété 3.7

Soitf une forme bilinéaire symétrique dufl].~ (E)).

SoientF etG deux sous ensembles orthogonau¥ddors toute combinaison linéaire d'élément§ ast
orthogonale a toute combinaison linéaire d'élémeae.

C'est-a-dire, VecK) et Vect() sont orthogonaux.

Démonstration

Soit X1,X2,%s,....%,) une famille de d'éléments &eet soit §/1,Y2,Ys,....Yp) Une famille de d'éléments @Ge
Soientis, A2, 4s, ... An, th,flo, 11, .. o 1 DES SCalaires.

n p n p
Ona Zf[}; j«iXi,%ﬂjyj] = z; z; A F(Xi, ) -
i= 1= =1 =
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Remarque 3.8

Cette propriété pouvait montrer gMe’ est un s.e.v. dg.

Corollaire 3.9

Soitf une forme bilinéaire symétrique dufl].~ (E)).

SoitH un s.e.v. d& de dimension fini@ > 1.

Soit ) = (by,b,bs,...,0) une base de.

On aH"=<b>"={b}" =Db".

Démonstration

. (b) OH doncH" 0O b”

. (b) et(b)” sont orthogonaux donc Vebj(et Vectp”) sont orthogonaux.
C'est-a-direH etb” sont orthogonaux.
D'oub”"0OH"

Remarque 3.10

Dans le reste du cours, nous considérerons uniqudeseorthogonaux de s.e.v.

Définition 3.11

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtir

On dit qu'un élémentdeE est isotrope relativement &i et seulement ${x,x) = 0.
On dit queF s.e.v deE est (totalement) isotrope si et seulemei siF- # {0}.

Remarques 3.12

. x non isotrope= f(x,X) # 0.
. SoitF un s.e.v. (isotrope) de
SiF n F" # {0} alors tout vecteur d& n F" est isotrope.
. Sif est définie, il n'existe pas de vecteur isotropertis le vecteur nul.

Définitions 3.13

Soitf une forme bilinéaire symétrique dufl].~ (E)).

On appelle noyau deou degr généralement noté: 'ensemble des élémentsEerthogonaux & tout
entier c'est-a-dird = E".

On dit qu'un s.e.\r deE est non singulier si la restriction laF x F est non dégénérée.

Remarques 3.14

. On a en particulier : pour tout s.éwdeE, N O M".
. En dimension finie f non dégénérée N; = {0} =E".
. On a:Fnon singulier= Fn F?={0} <= F non isotrope.
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Propriété 3.15

On suppose gue est de dimension finie.
Soitf une forme bilinéaire symétrique dtir
L'application linéaird-, : E — E*
X — fy vérifie les propriétés suivantes :

a. rgf) = rg(F)
b. N; = KerF,.

Onadonc: fnondégénérée- N;={0}
= KerF; = {0}
= Fyinjective.

Et dimE =dim KerF; + rg(F.) =dim N + rg(f)
=dim E" + rg(f).
C'est-a-dire dinE"” = dim E - rg(f)

Démonstration

a. Soit €) = (e,&,,....£) une base dE.
Soit ) = (&*, &*,.....e%) la base dé&=* définie pare*(e) =& (=1 sii =], = 0 sii #])
SoitA = 7(f) = (a;)i=1netj-1n |2 Matrice associéefaans la basee).
SoitB = ZeedF1) = (by)i=1netj=10 la matrice associéera dans les bases)(et €*).
Pourtous=1netj=1n ona: &= f(e,ﬁ).

et: Fl(e) = E{ bkie;.

Doi (Fi(@))(@) = 2 buei (@) = 3 biei(e) =,

Or (Fu(e))(e) =f(e.8) = &
DoncA='B
Il s’en suit que rdj = rgA = rgB = rg(F).
b. KerF; = {xOE/Fi(x) = 0}
= {xUE / OyeE, (F«(x)(y) = 0}
= {xOE / OyeE, f(y) = 0}
= {xUE / OyeE, f(x,y) = 0}
=E"=N;

Définition 3.16

SoitM un s.e.v. d& ou E est de dimension finie.
L'’ensembleM ° = {gOE* / g(x) = 0 OxeM} est appelé annulateur dé&

Lemme 3.17

SoitM un s.e.v. d& ou E est de dimension finie.
Alors dimE = dimM + dimM?®.

Démonstration

Soit () = (by,b,bs,...,b) une base dis!.
On complételf) pour obtenir une base)(deE : (by,bz,bs,.....00,Vpi1,Vpr2, ... Vi).
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Soit €) = (b*, bo*, bs*,...., 0%, Vpa*, Voio*,...,Wn¥) la base duale dE* obtenue a partir des).

Nous allons montrer qu&*) = (Vpi1*, Vpi2*,...,Vn*) €st une base dd °.
On aura alors que diM°=n-p=dimE - dimM

Puisque ) est une famille extraite d’'une base, elle estparticulier, extraite d’une famille libre. C’est
donc une famille libre. Il reste a montrer qu® st une famille génératrice d&°.

Remarquons d’'abord que Oi=p+1netdj=1p, ona v*(b) =0 douvi*(x) =0 OxeM
c’est-a-direv* M.

SoitglIM° et SOItXLIE et (X1, Xa,..., X0, Xoi1,,-+-Xn) SES cOOrdonnées dam. (
D’apres la définition deef), x =b*(x) ODi=1lpetx=v*(X) Qi=p+1,n.

On ag(x) = g(xubr+ X+ ... + Xbp+ Xo:1Vpr1+ ... + XaVi)
= %10(b1) +x19(2) + ... +%,9(Dp) + %6:19(Vp+1) +-.. + XQ(V)
= Xp+10(Vp+1) + Xpr20(Vps2) +... + XaQ(V) car lesb, sont dani
= g(Vor1)Xpr1+ 9(Vp:2)Xpr2 ... + G(Vn) X
= 9(Vor)Vora*(X) + I(Vor2)Voi2* (X) +... + 9(Va)Vi*(X)
= (9(Vort)Vp:1* +0(Vor2)Vp:2* +... + 9(Va)Vn*) (X)

C’est-a-direg = g(Vp:1)Vpr1r* +9(Vpr2)Vp2® +... + g(Vn)Ve* avecg(v) DK Oi=p+1,n.
Lemme 3.18

(E*)* = ~ (E*,K), le bidual deéE est canoniguement isomorph&.a

Démonstration

Pour toutx deE, soitox: E* - K c’est-a-direpd (E*)* et ou(f) = (X).
f—f(X)
Soite : E - (BE*)*
X — @
Il faut montrer quep est un isomorphisme

# Ox,yeE, OA,uOK,
OfeE, (@(AX+py))(F) = Grucw(f)
= f(Ax+py)
= M) +pf(y)
=1 0«(f) + noy(f)
= (A () + o)) ()
Autrement ditp(AX+py) = A o(X) + puo(y).

# PuisqueE etE*, il en est de méme deet E*)*.
Il suffit de montrer que est injective.
o(X)=0 = ox=0 = o«f)=00feE* = f(X)=00fecE*.
Soit ) = (e,,e,,....£) une base dE et soit €) = (e*,&*,....,&*) sa base duale.
Soit (1,X,.... %) les coordonnées dedans €)
En particulier, I'égalité(x) = O doit étre vraie pour tout les élément 9. (
D'ouli=1n, e*(x) = 0 c'est-a-direx = 0 et doncx = 0.
D'ou Kerp = {0}
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Lemme 3.19

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtide dimension finie et sdil un s.e.v. dé&.
Alors dimM" = dim(Fy(M))°.

Démonstration

F.:E - E*
X — fy

F1(M) = {f, olixeM}

(F1(M))° = {gO(E*)* / g(fy) = 0 Ofke F1(M)}
={g,0(E*)* / g,(f,) = 0 OfkeF1(M)}
~ {yOE / f(y) = 0 UfceF(M)}
={yOE /f(x,y) = 0 OxeM} = M".

Théoreme 3.20

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtide dimension finie. SoM un s.e.v. d&. On a:
a. dimE=dimM +dimM" —dim(M n Ny
b. M™ =M + N

Remarque 3.21
Sif est non dégénérée, on a ddmc” =M.
Démonstration

a.  OnadinM®= dim(Fy(M))°.
Alors dimE = dim E* = dimFy(M) + dim(F1(M))°.
SoitF la restriction dé-; deM.
D'aprés le théoréme du rang, din= dim KerF + dim ImF.
Donc dimM = dim (M n Ng) +dim Fy(M).
= dim (M n N +dim E—dim (Fy(M))°
= dim (M n N))+dim E—dim M°®
b. OnadimE=dimM +dimM" - dim(M n N).
AvecM" a la place dM, on obtient dinE =dim M "+ dim (M")” = dim(M" n Ny)
PUiSQUd\lf U MD, dlm(M “n Nf) =dimN;.
Par soustraction, ditdl — dim(M n Ny) + dim (M")” + dim N;= 0.
Donc dim M™)”=dim(M n N;) —dim Ny—dim M
Or dim(M+Np)=dimM + dimN; — dim(M n Ny)
D'oli dim M")"= dim(M +N;).
D'aprés de précédentes propriété et remarqueMid @) etN; O (M°)".
DoncM+N; O (M")~,
Il s'en suit quev +N; = (M")".

Corollaire 3.22
Soitf une forme bilinéaire symétrique dtide dimension finie (fO.~ (E)).
SoitM un s.e.v. d& de dim finie.

Pour avoirE =M O M ", il faut et il suffit queM soit non isotrope.

Francis Wlazinski
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Démonstration

. Admis dans le cadre général.
. Si E est de dimension finie.
(=) évident
() MnM"={0}.
OrN: OM" doncM n N = {0}.
dim E=dim M + dim M"” - dim MnN;).
D'ot dimE=dimM +dimM".

Remarque 3.23
M etM " ne sont pas nécessairement supplémentaires.
Exemple 3.24

Soitf :R¥xR3—> R
(X1, %2,%a), (Y1,Y2,¥3)) — Xay1 + XoY2 = XaYs.
SoitH = {(Xg,%2,%s) (R 3 / x; = X3 etx, = 0} : dim H =1 etu = (1,0,1) est une base He
yOH" = yOu" = f(uy)=0 = y1—ys=0.
D'otuH " = {(y1Y2ys) OR®/ y; = ya}.
OnaHOH" et dimH"=2. La restriction déaH est dégénérée.

Remarques 3.25

. f définie= (i) du corollaire.
. On suppose gue est de dimension finie.
Soit(e) = (e,,&,63,....6,) une base dE.
Soit (b) = (by,by,bs,...,b,) une base dil.
En particulierM" = (b)".
(b)" est I'ensemble des vecteurs (Xi,X,Xs,....%,) deE tq f(x,h) =0 aved = 1.
Nous sommes donc en présence d'un systeme ligdainconnue ep équations, I'espace des
solutions est donc de dimension supérieur ou &galep.
dim (b)” =dimM"=n-p
= dmM +dimM">n.

Définition 3.26

On suppose que est de dimension finie et soitf une forme bilinéaire symétrique dtir
. On dit qu'une bas) = (by,b,bs,....,bn) est orthogonale relativement asif (b,b) = 0 quand #j.
. On dit qu'une basg) = (by,b,,bs,....,by) est orthonormale relativement ai et seulement si :

)] elle est orthogonale.

i) f (bi,b) =1 sii=j.

Remarque 3.27

Avec les notations de la définition précédente :
. (b) orthogonale si et seulement gi,(f) est une matrice diagonale.
. (b) orthonormale si et seulement gi,(f) est la matrice identité.
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Exemple 3.28

Soitf : R2x R? > R

((X1,Y1),(%2,¥2)) — XaX2 + V1Yo — XaY2 — XoY1.
On af ((X1,Y1),(Xe,Y1)) = XaXa + YY1 — 2%ay1 = XZ + Y2 — 2X1Ys.
Soientb; = (1,-2) etb, = (-1,-1). La famille p) = (by,b,) est bien une base &&.
Ona:f(b,b)=-1+2+1-2=0, f(b,b)=1+4+4=9etf(b,b)=1+1-2=0.
Donc(b) est une base orthogonale relativemeint a

Propriété 3.29

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtir
SoitxOE non isotrope relativementfa
Alors <x> n <x>"={0} et E=<x> 0 <x>".

Démonstration

Soitul<x> n <x>" (c'est-a-dirau isotrope).

ud<x> = [ALOK /u=Ax

flu=0 = fAXAX)=0 = ANf(XX=0= AN=0= A=0 = u=0.
Donc<x> n <x>" = {0}.

On adimkx>=1.

Il suffit donc d'utiliser le corollaire précéderdyy obtenirE = <x> 0 <x>".

Propriété 3.30

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtir
Sif = 0 alors il existe un vecteur non isotrope relatieat af.
C'est-a-dire [cOE / f(c,0 # 0.

Démonstration

Sif= 0 alorstu,MIE /f(u,v) £ 0.

. Sif(u,u) # 0, on prena = u.

. Sif(v,v) £ 0, on prenct = v.

. Sif(u,u) =0 etf(v,y) =0, on prenc =u + V.
f(u+v,u+v) =f(u,u +f(v,v + 2f(u,v) = 2f(u,v) # 0.

Théoreme 3.31

On suppose gue est de dimension finie.

Soitf une forme bilinéaire symétrique dtir

Alors il existe une base orthogonale relativemeit a

De plus, sif # 0, alors cette base contient au moins un vectauisotrope.

Démonstration

Par récurrence.
. Sin=1, il n'y arien a montrer.
. On suppose vrai jusqu'au ramg
C'est-a-dire si la dimension de I'espacenedbrs il existe une base orthogonale relativeraént
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Soit un espack de dimensiom + 1.
# Sif =0, alors toute base deest orthogonale relativement.a
# Sif= 0, alorsCcE/f(c,0#0
OnaE=<c>0<c>"
Or dim<c>" = ndonc il existe une bagb) = (by,b,,bs,....b,) orthogonale relativementfa
Soit(b") = (c,by,by,bs,....b) : (b") est une base de
Oi=1n, f(c,h) =0.
Donc(b") est une base orthogonale relativemeft a

Application 3.32

SoitE un e.v. de dim 3 stk (on a bierx(R) # 2) et soit(e) = (e1,&,63) une base dE.

2 -11
Soitf la forme bilinéaire symétrique skrdéfinie par 7(f)=| -1 2 1 |.
1 12

Dans la suite toutes les coordonnées sont donaésdal bases).
Il existe un vecteur non isotrope.
Siu (xy,2) etv (X,y',z), f(uVv) =2xx'—xy'+ xz'-yx' + 2yy' + yz'+ zx'+ zy' + 2z7'
f(uu) = 2(x? +y? + 2> — Xy + X2+ y2).
f(e,e) = 2.
Donc on prendb;, = e.
On aE =<b;> 0 <b>"
w (a,b,c) Ob," o f(w,b) =0
= f(w,e) =0
- 2a-b+c=0
- b=2a+c.
Si on pose; (1,2,0) et (0,1,1), on a<b;>" = <uy,up>.
f(u,u) =f(e,e) + 4f(e,e) + 4f(e,6) =62 0.
Donc, on prend, = u;.
On aE = <b;> 00 <by,> [J { orthogonal dei, dans<u,,u,>}
E=< bl,b2> ] <b1,b2>D.

f(w,b,) =0 flw,e,) =0
w (a,b,c) < by, lo,>" = fEW. bS =0 < fEW, ei)+ 2e,)=0
_ flw,e,) =0 _ 2a-b+c=0
flw,e,) =0 -a+2b+c=0
2a-b+c=0 ~ a=b
3a-3b=0 c=-b

Si on poséd; (1,1,-1), on a<by,b>" = <bs>.
(B) = (by,b2,bs) est une base orthogonale relativemeint a

200
f(bsbs) = 0 donc Z(f)=| 0 6 0 |. On a det/(f) = 0.
000
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4. Décomposition d'une forme quadratique en sommeedcarrés

Remarque 4.1

E de basefe) = (e,&,,63,....,.6) et(e) = (e',e%e5%,....e5) ou(e') est une base orthogonale relativemeit a
n n
Soientx =Y, xie; = 2 X €} €E, X= (XX, Xs,.... %) ER" €X' = (X'1,X'2,X’3,....X'n) €R".
i=1

i=1
SoientP la matrice de passage @ a(e), A= 7(f) etA' = 7.(f).
Pour simplifier, on suppose gééest rangée de telle facon que pgeremiers termes de la matrice sont
non nuls p deS|gnant rd}) et que I'on dispose les posmfs en premler

Ona q(x)= Z Z xixf(e,e) mais auss q(x) = 2 x2'fle’, e’) = 2 xZqle’)

e = q)l(el,ez,eg,,lj,e]) X' = q) (Xl,Xz,Xg,....,Xn)
e, = q)z(el,ez,eg,, s ,Q]) X' = ¢2(X1,X2,X3, e ,Xn)
en = ¢n(ene6s,....6) xn = On(X2,X2, X350+ 0 %)

Comment trouverd() a partir degy,¢,,...,¢,? Réponse X = PX' et X'=P7X.
Propriété 4.2

Soitf une forme bilinéaire symétrique daunR-e.v. de dimension finie.

On suppose queest de rang.

Il existe une base) = (e1,62,€3,...,6n) Orthogonale relativementfat un entier tels que :
f(eie) =1 sii=1,..r.
f(e,e)=-1 sii=r+1,.p.
f(e,e)=0  sii>p.

Corollaire 4.3 Loi d'inertie de Sylvester : cas particulierb& R.

Soitf une forme bilinéaire symétrique daunR-e.v. de dimension finie.

Soit (b) = (by,by,bs,...,b) une base orthogonale relativemeifit a

Le nombre d'indices tels quef(b;,bi) > 0 et le nombre d'indiceg tels quef(b;,b) < 0 sont des
invariants dd (ne dépendent pas de la base orthogonale choisie).

Le couple (,s) s'appelle la signature dle

Remarque 4.4
On a de plus + s=rang de¢ = rang de la matrice associéé=arang de la forme quadratique associée a
Démonstration

Soit () = (by,bz,bs,...,b) une base orthogonale relativemeifit a
Si on posd (bi,b) = a, pour tout=1,n.
P

On aq(x) = Y, aix? avec &)i-1n les coordonnées dedans ).
i=1

On peut arranger les termes de fagcon a mettrebtffiaents positifs en premier.
Il existe donc un entiartel quea; > 0 pour toui=1,r eta, < O pour toui=r+1,p.

OnaawW =3 ax- 3 (-ap=3(/ax) - 3 (Fax)’

i=r+1

r p
En posank’; = /a; x; pour touti=1, etx’ = /=a; X; pour touti=r +1,p, on obtieng(X)=2 x?- >, x?'.
i=1

i=r+1
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Il reste a montrer quene dépend pas de la base orthogonale choisie.

Soit ") = (b',b';,b',...,b%) une autre base orthogonale relativement a
r! p

On suppose quigb’,b') = ¢, pour touti=1,netq(X) = >, cix?— Y, (—¢;)x? avec K')i-1n les coordonnées
i=1 i=r'+1

dex dans ).
On pOSé: = <b1,b2,....,br > G= <br+1,br+2,....,bp>, F = <b'1,b'2,....,b'r' >etG' = <b'r+1,b'r+2,....,b'p>.

SixOF \ {0} ou F' \ {0}, alors q(x) > 0 etq(x) < O sinon.

DoncFnG'={0}.

PuisqueF etG' sont deux s.e.v. deen somme directe, on a dift- dimG' < n.
C'est-a-direr + (n—r') <nou encore <r'.

En utilisant le méme raisonnement a#c G, on obtient”’ <r.

5. Méthode de Gauss

Théorie 5.1

q(x) = g aXP+2 Y aiXiX;

I<i<j<n

Nous allons modifieq en appliquant les critéres suivants :

# C1 0oz 0, q(X) = aw[x2 +2x[L]] +Q
ouL est une forme linéaire er Kz,Xs, ..., %) Saufx.
et Q est une forme quadratique e@Xz,Xs,....%,) SaufX.
() = oulxy + L)* —al?+Q
ou X+ L est une forme linéaire ery Ko, Xs,...X%n)
etoxL?+ Q est une forme quadratique e Xs,....%,) saufx.

#C2:0k=1n, ax=0 Ok, tgax 0
(%) = 20[%x + XdLa] +x[L2] ] +Q
ou L, etL, sont des formes linéaires eq,Xz,Xs,....%,) saufx etx.
etQ est une forme quadratique emX,Xs,....%,) saufx, etx.
q(x) = 201 [(% + L2) (% + L1) — Lalo] +Q
q(x) = %Gk,l [[(%+ L) + (x + Ly)]? = [(%+ L2) = (% + L1)]7] = 200, Lalo + Q

ou—2ay L, + Q est une forme quadratique eqXz,Xs,....%,) saufx, etx.
Remarque 5.2
(X% + L) + (X + L1) et k+ L) — (x + L) sont linéairement indépendants.
Application 5.3

q(X) = X2 + 4X2 + X3 + 4X: X, — 2X1Xs — 12XoX3

Q(X) = X% + 2X1(2X2 - X3) + 4X% + X% - 12)(2X3

a(x) = (X1 +(2%2 - Xs))2 -(2x2 - X?,)2 +4x3 + X3 — 12X2X3

a(X) = (X1 + (2%2 = X3))? = (4X5 — 4XoXs +X3) +4X5 + X5 — 12X:Xs
g(X) = (X1 + (2%2 — X3))? — 8XoX3

d(x) = (X1 + (2X2 = X3))? = 2(X2 +X3)? + 2(X2 — X3)2.

X1+ 2X2 — X3, X2 + X3 €tX; — X3 sont linéairement indépendants.
La signature deg est (2;1).
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On posex's =X + 2% — X3, X2 = X + X3 €tX's = X — Xa.

12-1 X1 X1
SiS=| 01 1 [, X=]| X, |etX'=| X, |,onaX'=SX
01-1 X3 X3
Sest inversible et peut-étre considérée comme taaaale passage d'une baged la base canonique.
2-1-3
Onas'= 3/ 0 1 1 |=P.s
01 -1
Y1
Siy a pour coordonnéesy, damg, @lorsq(y) = y? — 2y3 + 2y3.
Vs

Propriétés 5.4

Soitf une forme bilinéaire symétrique de signaturg) SurE unR-e.v. de dimension finie.

. r+s=n = non dégénérée.

. s=0 = qpositive.

. r =0 = qnégative.

. Si la signature esh(0) alors la forme est définie positive.
. Si la signature est (), alors la forme est définie négative.
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