Formes hermitiennes
et espaces hermitiens

Dans tout ce chapitr&, est unC-e.v.

1. Formes hermitiennes
Définition 1.1

SoitF unC-e.v. On dit qu'une applicatidn E - F est semilinéaire (ou antilinéaire) si et seulensént

i) f(x+y)=f(x) +f(y) Ox\yIE.
i) fAX)=Af(X OAOC et OxOE.

Remarques 1.2
Une forme semilinéaire est une application semlirged’'unC-e.v. dan<_.
Exemples 1.3

. f:C - C
Z— Z
Onabien: # C est unC-e.v.
# f(x+y) =x+y=x+y=1(x) +f(y) OxylC
# fAX) = Ax = Ax X = 1f(X) OADC et OxOC.
. f:C[X] - C
P— P(z) ol z0C
Onabien: # C[X] et C sont de<-e.v.
# f(P+Q)= (P+ Q)(Zo) =P(z) + Q(Zo) = P(z) + Q(Zo)
=f(P) +f(Q) [P,QUC[X]
# f(AP) = (AP)(z0) = AP(2) = 1 x P(z,) = 2 (P) OADC et OPOCX].

Propriété 1.4
Soitf: E » F une application semilinéaire étiest unC-e.v.

Kerf est un s.e.v dE.
Imf=f(E) est un s.e.v. de.

Démonstration

. OxOE, f(X)=f(x+0g) =f(X) +f(0r) = f(0e) =Or.
Donc Kerf Z00 et Imf #01.
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. Ox,yOKerf et ON,uOC, f(Ax+uy) = f(AX) +f(py) = AF(x) +af(y) = 0 donchx+pyOKerf.
. Oz,0f (E) et OA,uC

XVIE/f(X) =z et f(y) =t

A z+pt = f(Ax) +f(ay) = f (Ax+ay)Of (E) doncA z+ ptf (E).

Propriété 1.5

SoitF unC-e.v.

L’ensemble des applications semilinéaireEdtansF (muni de la somme usuelles des fonctions et de la
multiplication usuelle des fonctions par un scalpést urC-e.v noté * (E,F) (a ne pas confondre avec
I'ensemble” ¢(E,F)).

Démonstration

A faire a titre d’exercice (10 propriétés a vérifie

En particulier :f + g0~ *(E,F) Of,gd " (E,F)
MO Y (E,P) OADC etOf0 v (E,F)
x— O 0 *(E,F)

Définition 1.6

On dit qu'une applicatioh: EXE — C est une forme sesquilinéaire §usi et seulement si :
i) f est linéaire par rapport a la premiere variable

i)  festsemilinéaire par rapport a la deuxieme vagiabl

C'est-a-dire : f(x+x,y) =f(x,y) + f(x,y)  Ox,x,VIE.

f(AX,Y) = Af(X,y) OADOC etOx,yUE.
fooy+y) =f(xy) +f(xy)  OxyyUE
f(XAyY) = Af(X,y) OAOC et Ox,WE.

Remarque 1.7

Pour la définition d'une forme sesquilinéaire, encontre parfois dans la littérature :
i) f est linéaire par rapport a la deuxiéme variable.
i) f est semilinéaire par rapport a la premiére vagiabl

Définition 1.8
On dit qu'une forme sesquilinéafrsurE est une forme hermitienne dassif (y,x) = f(x,y) Ox,yE.

Exemples 1.9

L4 f . CZ — C
(z,2) — 217,

# VAOC etUz,2,z',z'0E, on a:
f(z+2.2)=(@+2)=202+27; =f(z,2) + (2 2)
f(\z,2) = (A21)Z = 22,7, = /.1 (2,2)
f(z,2+2) = 21(22 + 2,2) = Z1(2_2 + Z_,z) =u7+22 = (z2) +f(z2.2)
f(z\2) = 2142, = 2207, = Af(z,2) doncf est une forme sesquilinéaire.
# Oz,z0E, on af (z,z) = 2,Z; = L7 =27 = f(z1,z;) doncf est une forme hermitienne.
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. f . CZ — C
(z1,22) — 1217,

# On vérifie de la méme fagon gfiest une forme sesquilinéaire.

# Mais 0z,z0E, f(z,z) =iz.Z1 et f(z1,25) = 2.7 = 1212, = —iz,Z;
Doncf n'est pas une forme hermitienne.

Remarques 1.10

. Pour montrer qu'une application est une forme hesnme, de la méme facon que pour une forme
bilinéaire symétrique, il suffit de vérifier la Barité par rapport a la premiére variable et \@rifi
I'égalité : f(y,%) =f(x,y) Ox,OE.

Car alors[JAOC etx,y,ylE, on a :
# f(x,y+y) = fly+y,x) = fly,x) +f(y’,x) = f(y,x) + f(y’,x) =f(x,y) + f(X,y)
# f(x\y) = f(ly, x) = Af(y, x) = 2f(y,x) =7 (x,)
. Rappel : SK' 0K, alorse K-e.v. = EK’-e.v.
En particulier, urC-e.v. est urR-e.v.
Si I'on considere une forme bilinéaire sur un gel on peut remarquer qu'elle vérifie toutes les
conditions des formes sesquilinéaires.

. La notion de formes hermitiennes est donc a railrec la notion de forme bilinéaire symétrique

et on peut considérer celle-ci comme une exterdgsrformes bilinéaires symétriques.

Propriété 1.11
L’ensemble des formes sesquilinéaires sur unEg muni de la somme usuelle des fonctions et de la
multiplication usuelle des fonctions par un scala@st urC-e.v.

L’ensemble des formes hermitiennes sur unk.muni des mémes lois que précédemment, est un
R-e.v. et, sk #{0}, alors ce n’est pas u@-e.v.

Démonstration
A faire a titre d’exercice.
Propriété 1.12

Soitf une forme sesquilinéaire sar
Alors, Ox,\VE, 4f(x,y) = f(x+y,xty) —f(x—y,x=y) +if(x+iy,x+iy) —if(x—-iy,x=iy).

Démonstration

Ox,YOE, f(x+y,x+y) —f(X=y,x=y) +if(x+iyx+iy) —if(x=iy,x-iy)
= X+ +Ey 9 +f(yy)  —fx +fxy) +fy.x - fy.y)
+if(x, )+ —f(y,)+if(y,y) —if(xX+f(x,y) —fy,X —if(y,y)
= 4f(X,y).

Définition 1.13
Soitf une forme hermitienne st
On appelle forme quadratique complexe assocfé an noteay ou Q: I'application dee dansC définie

par :g(X) =f(x,XY) [OxOE.
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Remarques 1.14

. La propriété 1.12 devient donc :
4f(X.Y) = Or (X+y) = G (x=y) +ig(x+iy) —ig (X=iy).
. On a :Ox0E et ONIC, g (AX) = f (AXAX) = AAF (X,X)
= |2 a (®).

Propriété 1.15

L’application qui, a une forme hermitienne, ass@adorme quadratique complexe associée est un
isomorphisme d&-e.v.

Démonstration

A faire a titre d’exercice.
Propriété 1.16

Soitf une forme sesquilinéaire sar
Alors f est une forme hermitienne si et seulemehpsk IR CIXCIE.

Remarque 1.17
Sif est une forme hermitienne, al@yest donc une application &edansR.
Démonstration

(=) OxOE, f(x,9) = f(xX).
() OxME, 4f(xy) =f(x+ty,x+y) —f(x—-y,x=y) +if(x+iy,x+iy) —if(x—iy,x—iy)

A(y,¥) =fly+x,y+X) = fly=xy=x) +if(y+ix,y+ix) —if(y—ix,y—ix)
=f(xtyxty) - f(x=y.x=y) +if(i(x=iy),i(x=iy)) —if(-=i(x+iy),-i(x+iy))
=f(x+y,x+y) = f(x—y,x=y) —if(x+iy,x+iy) +if(x—iy,x—iy)

or OxOE, f(x,YUR.

Donc 4(y,X) = 4f(x,y) .
C'est-a-dird (y,X) = f(x,y).

D'ouf est une forme hermitienne.

Définition 1.18

Soitf une forme hermitienne siret soitgs sa forme quadratique associée.
On dit quef ou gr sont positives si et seulement 6,X) R " OxCIE.
On dit quef ou gr sont définies si et seulemenfé,x) =0 = x=0.

Propriété 1.19

Soitf une forme sesquilinéaire sar
Soient (i, U, ...Up) une famille dep > 2 vecteurs d& et (1, v,, ...Vvy) une famille deg > 2 vecteurs de.
Soientdy, A2, 4s,... o Ap, Ll floyfhs, -+ Ll dES COMplexes.
p q p
Onaf {2 ;Liui,%ﬂjVjJ = 2 2 /lilLij(Ui,Vj).
=

i=1 i=1 j=1

o)
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Démonstration

Démonstration par récurrence.
Voir le cours sur les formes bilinéaires.

Remarque 1.20

On suppose gue est de dimension finie s@iravec dimE=n=> 1.
Soit ) = (e,,&,63,....6,) une base dE.
Soitx=2, xie ety= 2, y;e deux éléments dé. Les &) et les y) étant des éléments @e

i=1,n i=1,n

Soitf une forme sesquilinéaire sar

On af(X,y) = f(z Xi€, Z y,-ej] = 2 Z Xi)ij(ei,e,-).

i=1n j=1n i=1,nj=1,n

f est donc entierement déterminée paf (es).

X1 Y1 Y1 _
Sion poséA = 7f) = (f(e,8))iztnetj=1ny X=| : [, Y=| : |etY=| : [, onaf(x,y) ="XAY.
Xn Yn Yn

Si, de plusf est une forme hermitienne, oifi(g,e) = f(e;, g).
C'est-a-diréeA = A

Définition 1.21
On appelle matrice hermitienne, tout élémeile 7,(C) tel que'A = A.
Exemple 1.22

On suppose que est de dimension 2 et que € (e1,e;) est une base de
On suppose que= x;e; + X6, ety = yie; +Y,e sont deux éléments deavecx,, X, yi ety. des complexes.

, X
Soientx=| ** |ety=| ¥* | deux vecteurs d€>.
X2 Y2
. 1 1+i . , . . .
La matriceA = 1-i -4 est hermitienne et c'est la matrice dans la b&sie(I'application :

(X)) = XAY = x,y1 + (L + )X,z + (1 = 1)X2Y1 — 4%2Y5.

Remarques 1.23

. Une matrice hermitienne dont tous les coefficieaist réels est une matrice symeétrique.
On a donc pour une matrice : (symétrique réelleglhermitienne).
. Les éléments diagonaux d'une matrice hermitiennedss réels.

. .- - I 1 i
Mais ce n'est pas une condition suffisante. On puarquer que, par exemplePSF{ 2 ;J

on a bien qué(e,e) etf(e;,e) sont des réels.

: 1i 1 1+i .
Maisf(e+ee+e) =(11) 53 1 J =(1 1){ 5 J:6+| zR
. Si E est unC-e.v. de dimension, alors il existe un isomorphisme @ee.v. entre I'espace des
formes sesquilinéaires shret. 7/(C).
. Si E est unC-e.v. de dimension, alors il existe un isomorphisme Bee.v. entre les matrices

hermitiennes de7,(C) et les formes hermitiennes gtir
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Propriété 1.24  (Effet d'un changement de base)

On suppose dipE =n = 1. Soient§) = (e,&,,6;,...,6) et €) = (e',e%e5%,....en) deux bases de.
SoitSla matrice de passage @ & €).

Soitf une forme sesquilinéaire sar

On poseA = Zf) = (f(,8))i=tnet=1n LA = Ze(f) = (F(€},€}))i=tnetj-1n-

OnaA='S/S

Démonstration

Soientx ety deux éléments dg.

SoientX etY OC" les coordonnées respectivesxdey dans la bases).
SoientX' etY' JC" les coordonnées respectivesxdety dans la baseef).
Nous savons que=SX'etY = SY.

Nous avong(x,y) = XAY = {(SX)ASY = X'SASY' = X'['SAZY..
Orf(x,)) = X'AY'.

DoncA='SAS car I'égalité est vraie pour tout couptey).

Définition 1.25

Soitf une forme hermitienne sirde dimension finie sut.
On appelle rang deet on note r¢f) le rang de la matrice associé@ans n'importe quelle base He
On appelle discriminant dedans une basé)(deE le déterminant de la matrice fidans la baséb).

Justification

rg(f) est indépendant de la base Aar'SAS
Les matrice$S et Speuvent étre considérées comme les matrices dijetidn.
Elles ne changent pas la dimension de I'espaceéviaret donc elle ne change pas non plus le rang.

Propriété 1.26
Les valeurs propres d'une matrice hermitienne teartés réelles.

Démonstration

Soit A une matrice hermitienne d’ordne

X1
SoitX,=| : |un vecteur propre d&de valeur propra.

Xn
On a don®AX, = AgXo avecX, # 0.
Mais A peut étre aussi considérée comme la matrice tbume hermitienné surC" x C" dans la base
canoniqued) deC".
Soit Xo = 2 Xi € acn.

i=1
Le vecteurx, a pour coordonnéeg dans €).
R 0f (Xo0,%0) =XoAXo = XoAXo=XoAoXo = Ao XoXo = /10(2 Yixij = /lo(lei |2j
i=1 i=1

Or YIx; |’ 0OR* car X, # 0, donc\o[IR.
i=1
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Conséquence 1.27

Les valeurs propres d'une matrice réelle symétrsgue réelles.
En effet, soitAl]. 7(R) telle que'A=A.

On a 7(R)0. 74(C) et!A= A= A carA est une matrice réelle.
DoncA peut étre considérée comme une matrice hermitienne

Propriété 1.28

Soitf une forme sesquilinéaire siide dimension finie digk = n(eN¥*).
Soit ) = (e,,&,6,....6)) une base dE.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
0] (f(x,y)=0 OxOE) = y=0
(i) (f(x,y)y=0 OyE) = x=0
(i) det. 7(f#0
(iv) Oe07(EC), OyOE/ ¢(x) =f(x,p) OXUE
Lorsque l'une de ces propriétés est vérifiée, bguif est non dégénérée.

Démonstration

f(x,)) =0 = XAY=0
@) = (iii) (f(x,yy=0 OxOE) = y=0
= XAY=0 OXOC" = Y=0
- AY=0 = Y=0
= detA# 0.
(i) = (i) (f(x,y) =0 OylE) = x=0
= XAY=0 OYOC" = X=0
o XA=0 = X=0
= detA# 0.
(i) = (iv)  Soitdd /(E,C), soitM = . 7«9).
d(x) = MX=XM et f(x,y) = XAY
fx,y) =¢(x) OxOE =  XAY=X'M OXOC"
= AY=M
= Yo =A1lx 'M carAinversible.
Donc pour touthd “¢(E,C), on posey, =A™ x 'M , et on obtient le résultat.
(iv) = (i) Soit¢ :E - C
X— 0
On a¢pd~ ¢(E,C) doncy,LIE / ¢ (X) = f(X,yp) OXUE .
Or f(x,0) =0 OxOE doncy,=0.

Remarques 1.29

. Avec les notations de la propriété, on suppose(@ye (e/',e',e5,...,6") est une autre base He
SoitSla matrice de passage @ & €).
On poseA = 7(f) etA'= 7.(f), on aA'='Sx Ax S,
Donc  deA' = det'Sx detA x detS = detSx detA x detS
Or detS# 0 carSinversible.
La relation {ji) ne dépend donc pas de la base choisie.
. Si E est de dimension infinie, seules les propriét¢e{12)_seraienttilisables.
Pas de définition dans ce cas.
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Exemple 1.30

SoitE un e.v. complexe de dimension & & forme sesquilinéaire sirdéfinie par
f(X,w = 3)(1% + (1 + i)Xz% - in)Tg + (2 - i)XzW
3 i
Ona 7¢f) = o_i 141 |
Donc det 74f) =3x(1+i)+i(2-i)=3+3i+2i+1=4+5#0
D’ou f est non dégénéree.

Définition 1.31

La notion d'orthogonalité par rapport a une forramtitiennef dans un espace vectoriel complé&est
la méme que pour une forme bilinéaire symétriqumis\avons donc :

. x,yUOE sont orthogonaux (relativemenf)a~ f(x,y) =0
. F,G OE sont orthogonaux (relativemenf)a= f(x,y) =0 OxOF etOydG
. SoitM OE, on appelle orthogonal dé (relativement &) et on noteM “ I'ensemble défini par

M = {xOE/f(x,y) = 0, OyM}.
Propriété 1.32

Soitf une forme hermitienne siretA,Be.”'(E). Les trois propositions suivantes sont equivaent
i) A etB sont orthogonaux
i) BOA"
i) ADOB"

Propriété 1.33

Soitf une forme hermitienne st

Si F,G O E sont orthogonaux (relativement)alors toute combinaison linéaire d'élément§ et
orthogonale a toute combinaison linéaire d'élemeaG.

Conséquence 1.34

OF OE, F”est un s.e.v. dé. C'est-a-dird=" = VectF").
Rappels 1.35

a. AOB=B"0OA" b A (A"
Propriété 1.36

Soitf une forme hermitienne st

Soit () = (by,b,bs,....,bp) une base d'un s.ek.deE.
Ona:xOF” = f(x,n)=0 Oi=1p.

Propriété 1.37  (Théoréme de Pythagore)

Soitf une forme hermitienne st

Soit Xi,X2,%s,....%) une famille de vecteurs deux a deux orthogonalaxs

fO+ X+ Xat oo H X, Xe H X0+ Xa+ o +X0) = F(XeXe) + F(X,%) + ..o+ (X0, %)
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Définition 1.38

Soitf une forme hermitienne skt
On appelle noyau deet on noteN(f) ouE" I'ensemble des élémentsEeui sont orthogonaux & tout
entier c'est-a-dir&"” = N(f) = {yOE / f(x,y) = 0 OxUE}.

Propriété 1.39

Soitf une forme hermitienne skt
Ona:E"#{0} - festdégénérée.

Définition 1.40

Soitf une forme hermitienne skt
On dit qu'un élémentdeE est isotrope si et seulement©i,X) = 0.
On dit queF s.e.v deE est isotrope si et seulemengsi F - # {0}.

Propriété 1.41

Soitf une forme hermitienne sir(de dimension finie).
SoitM un s.e.v. d& de dimension finie.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
() M n M"={0}
(i)  Larestriction dé aM x M est non dégénérée.
(i) E=MOM"
On a alors :N17)"” =M.

Propriété 1.42

Soitf une forme hermitienne skrde dimension finie.
Alors il existe une base orthogonale relativement a

Remarque 1.43

a, 0 ... 0O
Dans une telle bas)(= (by,b,,bs,....,bn), la matrice dé est donc de la for e? 612 O @LR.
0 0 ... &

P
Et, six=Y. xb; , la forme quadratiqupassociée &estq(x) = aylxl? + aalxz|> + ...+ a|x,| .
i=1

Propriété 1.44  (Loi d'inertie de Sylvester)

Soitf une forme hermitienne strde dimensiom finie.

Pour toute basd) = (by,by,bs,...,b,) orthogonale pouf, le nombre d'indices tels quef(b,b) >0 et le
nombres d'indiceg tels quef(b;,b) < 0 sont des invariants de

Le couple (,s) est appelé la signature fle

Définition 1.45

On dit que deux formes hermitienrfeseth, sont équivalentes saret on écrih; [1h, si et seulement si
il existe un automorphismedeE tel que h,(x,y) = hi(u(x),u(y)) Ox,yE.
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Propriété 1.46

Deux formes hermitiennes sur un e.v. de dimensioe $ont équivalentes si et seulement si elles ont
méme signature.

Démonstration
Avec les notations de la définition 1.44, d9dila matrice associéeladans une base)(deE.
Or u est une bijection, dord est inversible.

La matriceM peut étre aussi considérée comme une matriceagement de base.

SoientA; etA; les matrices respectives keeth, dans la bases).

h, (X’X) = hl(u(x),u@) Ux,YUE
- XAY=(M)A(MY) OX,Yoc ™
o XAY = X MAMY OX,yac”

= Az = t'\/IAll\/l
= A; est obtenue d&,; par un changement de base.

2. Espaces hermitiens

Définition 2.1

On appelle produit scalaire complexe (ou hermitgmk toute forme hermitienniesur E définie et
positive. On note généralement un produit scataraplexe sur u-e.v.E de la méme fagon qu'un

produit scalaire réel c'est-a-dire,y> ou (x|y) pourx etylIE.

Les propriétés caractérisant un produit scalaireisie.v. complex& sont donc :

. (ax+ X, y) = alx, y) + X, y) Ox,x',yOE, Oa,pOC
. Xy =<y, x) Ox,yOE

. Xx)=0 = x=0

. x,x)>0 OxOE

Exemples 2.2

i f . CZ — C
(z1,22) — 217,

. ¢ CXxC[X] - C

P,Q — | POQM) dt
-1
Définition 2.3
L'applicationf définie parf: C"xC" - C OU X = (X1,%2,X3, -+ Xn) XIC pour tout.
(x,y) — ZI XY ety = (Y1,Y2,Y..yn) yOC pour tout.

est appelé produit scalaire (hermitien) canonigues
Remarque 2.4

Une forme hermitienne de signaturgd) sur un e.v. de dimensionsurC) est un produit scalaire.
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Définition 2.5

On appelle espace préhilbertien complexe toutcemplexe muni d'un produit scalaire complexe.
On appelle espace hermitien tout espace préhiimectmplexe de dimension finie.

Exemples 2.6
Voir exemples 2.2.
Propriété 2.7

Soitf une forme hermitienne skt
Sif est positive, alorsf:non dégénérée- f définie.

Démonstration
. Nous savons déja qdieléfinie = f non dégénérée.
. Supposon$ non dégénérée epositive et soikIE tel quef(x,X) =0

OyOE, OAOC, f(y+Ax,y+Ax) = 0.
f(y,y)+f(y,AX)+f(Ax,y) = 0.

f(y.y) +Af(x,y) +Af(x,y) = 0.
f(y,y)+2Re f(x.y)) 2 0.
# SiOyOE/f(x,y) # 0, et si on prendl, = _flrx)fly, ), on obtientf(y,y)= 0.

(%, y)I®
C'est-a-dird(y,y) = 0 carf est positive.
L'égalité devient 2R&(X,y)) = O et elle doit étre vraie pour tout réel
On doit donc avoifr(x,y) = 0 ce qui est contraire a I'hypothése dans ce cas.
# On a doné(x,y) = 0 OyLlE, c'est-a-direJE" or f est non dégénérée dang 0.

Propriété 2.8

Soit (E,<>) un espace hermitien.
On induit une structure d’espace hermitien sur soeitv.F deE en considérant la restriction de aF.

Propriété 2.9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1 1
Soit (E,<>) un espace préhilbertien complexe. Orix )IE, [{X, y)| <{(x,x)2{y,y) 2.
L'égalité est obtenue lorsquesty sont linéairement dépendants.

Démonstration

Inégalité Ox,yOE et OAOC, (Ax+Yy,ix+y)>0
Ox+y, Ax+y) = 121706 x) + A%, y) + Ay, X) +{y, y)
= 12120, %) + A%, y) + A0, y) +{y, y)
= 1215, x) + 2Rel{x, y)) +{y, ).
On supposKx,y) =re’ avac=I[{x,y)!.
L'égalité doit étre vraie pour tous les complexet la forme\ =te™ oUtOR.
On obtient donc pour chaque couptg/( une équation enréel.
C'est-a-dire{te™x +y, te/x +y) = [te|2(x, x) + 2rt +{y,y) = t2(x, x) + 2rt +{y, y).
Six=0, I'égalité est vraie.
Six# 0, le discriminant doit étre négatif ou nul, cé donne : 4/(x, y)I* < 4x,x) {y, y) .
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Eqalité: . Supposong =Ax (X, )| = | KX, x>| = [A1Kx, %)

1 1 1 -~ 1
(X, X) 2{AX, AX) 2 =(X, X) 2 x(/l/l 25 (%, X) 2 =] A1, x)
. Supposons que l'on ait I'égalité.
Six =0, alorsx ety sont liés.
Six# 0, le discriminant est nul et I'on a donc unerradouble poui.
Ce qui nécessitte™x +y,te’x+y) = 0 c'est-a-diee’x +y = 0.

Propriété 2.10

Soit (E,<>) un espace préhilbertien complexe.
L'application deE dansR* qui, a toutx deE, associe<x,x>? est une norme qui est no|/x||
Ona: () Ix=0 = x=0

(i) A = 1AM Ox0OE, OAOC.

(i) lx+yll <lxl+lyll OxyOE.

Démonstration

() Le produit scalaire est forme sesquilinéaire défin
1 — i 1
(i) axl =Gx 07 =(32) 7 xxx)2 =1l lIx]l.
(i)  Inégalité triangulaire ou inégalité de Minkowski.
Ix+yll% = x+y,x+y) = X%+, y) + <y, )0+ Iy 112 = [1x1% +x,y) +x,y) + llyll 2

= IxII2+ 2 Refx, y) + llyll® ) 2 2
Or 2Rex,y) < 21yl etlxy)l < Ixl x lyll dondlx+yl12 < lxlI?+2lxl x iyl + Iyl

Remarques 2.11

. Toutes les normes ne sont pas forcement issuepdnit scalaire.
. On a I'égalité dansii() lorsquex ety sont positivement liés :
# Supposonyg = Ax avecA[IR".
Ix+yll = lIx+ x|l = 11+ )xIl =11+ Al lIx]I = (@ + ) Ix]]
I+ My lF =M+ A = 1xI+ AT = 1+ AT = @+ 2) 1]
# On a I'égalité lorsquRe(x,y) = {x,y)|  ®lylinéairement dépendants c'est-a-gireAx.
OrRe(x,y) = I{x, y)| = (X, y)OR" et on &x,y) = AlIxl d’otA\OR".

Propriété 2.12

Tout espace hermitiefc/<>) (de dimension finie) admet une base orthonormgldans une telle base,
le produit scalaire hermitien est le produit sealaanonique c'est-a-dire :(b) = (by,b,bs,...,b,) est une

n n n _ n
base orthonormale,= Y, xb; &Yy , alergy>=Y xy, =XYet<xx>2 =[xl = [X|x!|*.
i=1 j=1 =1 =1

Remarques 2.13

n n n
. <Y xbi, X xb; > =YIx|* n'est qu'une reformulation du théoréme de Pytteago
i=1 =1 i=1
. Sif un produit scalaire complexe damun e.v. sulC, alorsf est non dégénérée donc :
Pour tout s.e.W\ deE de dim finie, on & =M 0O M".
. Le procédé d'orthonormalisation de Schmidt est ngtlisable.
. Dans le cas d'un espace préhilbertien comdexeut s.e.v. d& de dimension finie admet une

base orthonormale.
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Rappel 2.14 (Identité de polarisation)

4<xy>=lIx+yll* = Ix=yl* +illx+iy > =ilx=iy |

3. Endomorphisme adjoint

Rappel 3.1

Soit (E,<>) un espace hermitien.

O¢0 7 ¢(E,C), OyE / §(X) = <x,%> UOxDE

Soitull ¥ ¢(E) et soitylE.

L'application x — <u(x),y> est une forme linéaire

Doncy,[E / <u(X),y> = <x,y> [XUE.

Que se passe-t-il, si a la place de pregdom prendy +y' ouAy?

OyoE / <u(X),y>=<x,%> OXOE et Oy IE/<u(X),y'>=<x,yo> OXUE

Onadonc: <u(x),y+y>=<u(X),y>+<uX),y'>=<xWw>+<XYo>=<XWp+Yo>
<U(X)AY> = A<u(X),y> = A<XWb> = <XAYo>

D'ou l'applicatiory — Yy, estC-linéaire.

Définition-propriété 3.2

Soit (E,<>) un espace hermitien.

Oud.Y ¢(E), OurO0~ ¢(E) / OXYOE <u(X),y> = <x,u(y)>.
u* est appelé opérateur adjointia

Propriétés 3.3

Soit (E,<>) un espace hermitien et soienty, U1/ ¢(E) etallC.

a. U + w)* = u* + w*
b. (U oWw)* =w* 0 u*
C. (au)* = au*
d. u** =u
e. (Idy*=1d
f (U_l)* - (U*) -1
Démonstration
ab.de. voir le chapitre "Espaces euclidiens".
C. Ox,yOE, <(au)(x),y>=<au(x),y)>
= a<u(x),y>
=a<x,W(y)>=<xau(y)>
f Id=Id*=(fof?)*=(fY)*of*

Id = 1d* = (f o f)* =f* o (FY)*.
Propriété 3.4

Soit (E,<>) un espace hermitien et stit / ¢(E).
a. Kerf* = (Imf)"
b. Imf* = (Kerf)"
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Démonstration

a. xOKerf* - *(x)=0
o <f*(x),y>=00ylE
o <x,(f¥)*(y)>=00ylE
= <x,f(y)>=00yE

- <X,z>=00z0OImf
e xO(Imf)"
b. Idem en partant deKerf.

Propriété 3.5

Soit (E,<>) un espace hermitien, sditun s.e.v. d& et soitull / ¢(E).
Si M est stable par alorsM " est stable par*.

Démonstration
Voir espace euclidien.
Remarque 3.6

Soit (E,<>) un espace hermitien et sag (ine base dE et soitul]l ¥ ¢(E).

SiA= 7.(<>), M= _7:(U) etM' =_7.(u*), pour tous élémentsety deE de coordonnées respectives
etYon a xy) = 'XAY u(xX) = MX etu*(y) = M'Y.

On obtientX'MAY = XAM'Y.

Donc'MA = AM’, c'est-a-direVl' = A ZMA.

Définition 3.7
SoitMO._7,(C). La matrice!M = M* est appelée matrice adjointdvBou transjuguée dd.
Propriété 3.8

Soit (E,<>) un espace hermitien, solf) & (by,b,bs, ... pn) une base orthonormale Heet soitull & ¢(E).
Alors . 7, (U*) = [ 7 (U)]*.

Propriété 3.9

Soit (E,<>) un espace hermitien et saill / ¢(E).
Onargs =rgu et det* =detu.

Propriété 3.10
Un endomorphisme et son adjoint ont des polynéraescteristiques conjugues.
Démonstration

#(\) = det(f* — Ald) = det(f* — Ald*) = det(f* — (A1d)*) = det((f— Ald)*)
=detf - Ald) = 7#(4) .
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Définition 3.11

Soit (E,<>) un espace hermitien.
Soitull ~ ¢(E) et soitM. 7/(C).
On dit que : uest normal si et seulementusd u* = u* o u.
u est autoadjoint si et seulementisi u*.
u est unitaire si et seulementusd u* = u* o u = Ide c'est-a-dira* = u™.
M est normal si et seulement\dM* = M* M.
M est hermitienne si et seulemenigi = M.
M est unitaire si et seulement\MM* = M*M = |, c'est-a-dirdV* = M™.

Remarques 3.12

. u est autoadjoint symétrique dans le cas réel.
= hermitien dans le cas complexe.
. u est autoadjoint> u est normal
u est unitaire= u est normal
. M est hermitienne> M est normal

M est symétriqgue> M est normal

M est antisymétrique> M est normal
M est unitaire=> M est normal

M est orthogonale> M est normal

Propriété 3.13

Soit (E,<>) un espace hermitien et saiin endomorphisme normal &e

On a les propriétés suivantes :

a. <u(x),u(y) > = <u*(x),u*(y)> [Ox,yE.

b. Keru* = Keru.

C. OaOC, Ker(u* — aldeg) = Ker(u — aldg).

d Sixo est un vecteur propre dede valeur proprd, alorsx, est une vecteur propre dede
valeur proprel, .

Démonstration

a.  <u(x),u(y)>=<xu*(u(y))>=<x(u* o u)(y)>
= <X, (U ou)(y)>=<u(u(y), x>
= <ur(y), ur(x) > = <u*(xX),u*(y)>.

b. xOKeru =« u(x)=0

=  <u(X),ux)>=0
e <u*(X),u*(x)>=0

= u*(x)=0
=  XUKeru*.
C. On a (1 — aldg)* = u* — alde.

On vérifie queu — alde est normal.
(u—aldg) 0 (U* —alde) =uou* —au —au* + aalde
(u* —alde) 0 (U—alde) =u* 0 u—au* —au + aalde
d. UX) =AocXo = XoIKer (u = Aoldg)
= XUOKer(u* — Zoldg)
- U*(Xo) = AoXo.
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Propriété 3.14

Soit (E,<>) un espace hermitien et stit/ «(E) normal.
Deux vecteurs propres associés a deux valeursgwajstinctes desont orthogonaux.

Démonstration

On supposef(u;) = Au; et f(u) =AU, avecAs, A, deux complexes distincts @t u, deux vecteurs non
nuls dekE.

On a :)\1<U1,U2> = <)\1U1,U2> = <f(U1),U2> = <U1,f*(U2)> = <U1,ﬂ_2U2> = )\2<U1,U2>

Donc A1 —A2) <ug,W>=0. C'est-a-direcu;, > =0.

Propriété 3.15

Soit (E,<>) un espace hermitien et saifl / ¢(E) normal.
Il existe une base orthonormaleEléormée de vecteurs propresue

Propriété 3.16

Soit (E,<>) un espace hermitien. Les trois propositions suass&sont eéquivalentes :
i) ull ¥ ¢(E) est unitaire.

i) <u(x),uly) >=<xy> Ox,yOE

i) <u(x),u(x) >=<x,x> OxOE

Remarque 3.17

i) < ii') TuC I = NIl OxOE
Démonstration

i)=ii) Trivial

i) =1i) Voir démonstratiom orthogonale.

i)=ii) Trivial
i) =ii)  d<xy>=lx+yll® = Ix=yl®+illx+iyl*=ilx-iy|?
4 <u(x), u(y)> = llu(x) + uly) 1> = llu() = uly) 1> +illu(x) +iuy) 1> =illu(x) —iuly) [I*
= uGx+y) 12 = Tulx=y) 12 +illuCx +iy) 12 = illu(x = iy) I|?
= Ix+ylI> = lIx=ylI* +illx+iyll* =illx—iyll®

Propriété 3.18

Soit (E,<>) un espace hermitien. Pour que “¢(E) soit unitaire, il faut et il suffit que l'imageuthe base
orthonormale pam soit orthonormale.

Démonstration

Soit ) = (e,,&,6,...£) une base orthonormale He
(=) Siuunitaire, alorg,)x,y{IF , <u(x),u(y) > = <x,y>. D'ou<u(e),u(e) > =<e,e> = y;.
()  (u(e),u(e),u(ey),....u(e,)) base orthonormale de

On suppose qux =2 xie . On a dc(x) = X x u(e)

<u,u(x)>=23 > x|i>‘<,-< ue),ue)>=> xil>‘<j<a,q >=<x,x>

Francis Wlazinski 16



Propriété 3.19

Soit (E,<>) un espace hermitien.
Pour quaull “¢(E) soit unitaire, il faut et il suffit que sa magidans une base orthonormale soit unitaire.

Démonstration

Soit €) = (e,,e,6s,...£) une base orthonormale He
uunitaire = u* =u™*

o A(UF) = Zu™)

o AW = Z{u?) = _7Z¢u) unitaire.

Propriété 3.20

Soit (E,<>) un espace hermitien et saifl /¢(E) unitaire.
Alors |detu|= 1.

Démonstration

u*ou=Ide = det(u* o u) =det(ldg)
= det(u*) det(u) =1
= de(u)det) =1
= |detu]?=1.

Propriété 3.21
Soit (E,<>) un espace hermitien.

L'ensembldJ(E) des endomorphismes unitaires muni de la loi aepasition usuelle des fonctions
vérifie

. La loi o est une loi de composition interne 6(E).

. La loi o est associative sSQ(E).

. La loi o admet un élément neutre d&NE).

. Tout élément d©(E) admet un symétrique pour la loi o.

On dit que U(E),0) est un groupe non commutatif. Il est appebttige unitaire d&.

Démonstration

Soientuy,u, JU(E).
. [x,LE, < (U1 0 W) (X), (U O W)(Y) >

<y (UxA(X)), e (Ua(y)) >
<uy(X),U(y) > caru,JU(E)
=<xy> caru,0U(E).

Doncu; 0 uLU(E).
. La loi 0 est associative.
. Id(E)OU(E) doncU(E) # O
. Ox, yUF, <up(X), 2 (y) >

<Up(Uz (X)), (U2 () >

<(U 0 )(X), (U2 0L Y)(y) >
=<X,y>.

Doncu, *00U(E).
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Propriété 3.22

Soit (E,<>) un espace hermitien.
Soit SYUE) L'ensemble des élémentsie U(E) tels que dat = 1.
(SUE),0) est un groupe appelé groupe spécial unitaire.

Justification

Ona: detd=1,
det(uov) =det(u) x det(v) et
det(u™) =[det(u)] ™.

Propriété 3.23

Soit (C",<>) ou<> est le produit scalaire canonique et tiif. /,(C).

Les 5 propositions suivantes sont équivalentes :
(1) MM* =1,

@a @ MM=I,
(3) Mestinversible ei* =M™

2) @ Les vecteurs colonnes Beforment une famille orthonormale @&.
(5) Les vecteurs lignes dé forment une famille orthonormale d&.

Remarques 3.24

. Pour vérifier qu'une matrice est unitaire, il suffonc de vérifier 'une des 5 propriétés.
. La matrice de passage d'une base orthonormale @autireeest une matrice unitaire.
Démonstration

Soit €) = (e,e,6s,...£) la base canonique @&

. @ =@ =0
. 1) = @4
M= (@)ijzin M= (@)ij=1n
M*.M = (V)i j=1n ou yy = Z;-akiakj

by bn

. o
iy

M= M* =
bn
n n
bi = awex <b,b>=<2 avenX a;e >
k=1 =i I=1
=2 ai;<e,g>
kﬁl 1=1
= 2 Ay Ay

1
N
KN

M*M=1, = <bi,h>=6ij-
Corollaire 3.25

Le déterminant d'une matrice unitaire est de motlule
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Démonstration

1 =detl
= detM* M
= detM* x detM
= detM x detM = |detM |2.

Définition - corollaire 3.26

SoitU(n) I'ensemble des matrices complexe unitaire cad@&sedren.

(U(n),x) est un groupe non commutadippelé groupe unitaire d'ordie
U(n)*=SUn)={MOU(n) / detM = 1} est un sous-groupe d&n) appelé groupe spécial unitaire
d'ordren.

Propriété 3.27

Soit (E,<>) un espace hermitien.
Pour queul] ¥ (E) soit autoadjoint, il faut et il suffit que sa meé par rapport a une base orthonormale
soit hermitienne.

Démonstration

Soit () une base orthonormale He
uautoadjoint « U*=uU o Z(U*) = 7U) = Z{u* =.7{u) = .7«u)hermitienne.

Propriété 3.28

Soit (E,<>) un espace hermitien.
Les valeurs propres d’'un endomorphisme hermitied slent toutes réelles.

Démonstration

Soitx (# 0) un vecteur propre de valeur proprdef.
f(X) = AX

<f(X),x> = <x,F(x)> = <x,f(X)>

<AX,X> = <XAX>

A<X,X> = A<X,X>

(A-2)<x,x>=0 orxz0 = <x,x>#0
A=A

ud Ul

Propriété 3.29

SoitA une matrice normale.
Alors il existe une matrice unitaifetelle queP*AP soit diagonale.
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