Groupes symeétrigues

Définition
Soit E un ensemble non vide.

On appelle permutation detoute bijection d& et on note&5E) I'ensemble des permutationskEle
En particulier,S, est 'ensemble des permutationdNje= {1, 2, ...,nfoun= 1.

Rappel
Card(S,) =nl.

Propriété

Pour tout ensemble non viée (SE), 0) est un groupe.

Démonstration
En effet,
. La composée de deux bijections est une bijection.
. La loi o est associative.
. Ide est bijective.
. Toute application bijective admet une réciproque * qui vérifiepop ' =p top = Id.
Remarques
. Le groupe §E), 0) est appelé groupe symétrique (ou groupe desytations).
En particulier, &, 0) est appelé groupe symétrique d'ordoz de degré.
. De plus, si deux ensemblEstE' sont équipotents et giest une bijection dé dansE', alors,

I'application qui, a toute bijectiamdeE, associe l'applicatioh oo o¢™ est un isomorphisme de
groupes d&E) dansSE'). Cette derniére remarque permet de ramener ¢@udjyroupe des
permutations d'un ensemble flBia celle de&s, oun est le cardinal dE.

Notation

Soit l'applicationp : {1, 2, 3, 4, 5, 6}- {1, 2, 3, 4, 5, 6}
définie par $(1)=5,¢(2)=2,¢(3)=1,¢(4) =6, $¢(5) =3 etdp(6) = 4.

On peut représentérdes facons suivantes :
(123456
o0 '[ 52163 4}'
. ¢ =(153)(2) (4 6):onditque I'on a déecompospdanutation en cycles.
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Remarques

. L'objet (1 5 3) est le méme que (5 3 1).

. Soitp=(153)(2) (46)et=(1634)(25).
Onapotr=(145236).

. On note aussp T pourd ot et I'on parle de produit a la place de composition
Mais attention, ce produit n'est pas en générahcotatif.

Définition
SoientneN*, pe§, etkeN;.

On appelle orbite die pourp et on note Orftk), Orbk) ou simplement (k) I'ensemble §°(k) / peN}
avec la conventiop® = Id.

Exemple

soia=(12345 %)es
Ona: Orb(1F{1, 3, 5} =0rb(3)=0Orb(5), Orb(2)} {2} et Orb(4) = {4, 6} = Orb(6).

Propriété

SoientneN*, pe S, etkeN;.
On a OrbkK) ={p°(k) / peNn-1}.

Remarque

Cela signifie gu'il suffit de calculer un nombreifdepP(k) pour avoir Orbk).
Ce nombre est au maximum{de 0 an — 1), mais ce n'est pas forcémer{voir exemple précedent).

Démonstration

Soit I'ensembl® = { p3(K) / seN, -1} ={k, p(K), p*K), ...,p" *(k)}. P est un sous-ensemble Hg*.

. Si P contientn éléments différents, aloB=N.* et Vr >n -1, p'(k) eP.

. Si P contient au plus — 1 éléments différents.
Donc au moins deux éléments parrkig(k), p*K), ...,p" *(k)} sont égaux.
Soiti le plus petit indice tel que(k) apparaisse deux fois darls p(k), p*(K), ...,p" *(K)}.
Soitj le plus petit indice différent deel quep'(k) = p'(K).
On a obligatoiremerit= 0 car sinonp' " ¥kK) = (p 20 p)(k) = (p * 0 P)(K) = P "}(K) : ce qui est
contraire aux hypothéses. D'p{k) = k.
Pour tout entier, on ar = pj + g avec (< q <j et dong'(k) = p”*4(K) = p%(K) o0 p”(K) = p%(K).

Remarque
Avec les notations de la démonstration, on a datg(K) = {p3(k) / 0< s<j}.
Propriété

SoientheN* et peS..
La relation #, définie sumN; parx.#,y < yeOrhy(X) est une relation d'équivalence.
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Démonstration

3+

VXeNz, x = p°(X) doncx. % x.
VX, yeN;, soiti le plus petit entier non nul tel que= p'(X).

3+

X %Yy = yeOrh,(X)
= il existe un entier <i tel quey = p'(x).
= il existe un entier <i tel quep'"(y) = p~"(p'(X)).
= il existe un entier <i tel quep™(y) = p'(X) = x.
= xeOrby(y) = y % x
# Soitx,y,z=N;.
X. %Yy = yeOrh,(x) = il existe un entier tel quey = p'(x).
y. % 2 = zeOrhy(y) = il existe un enties tel quez = p¥(y).
On az = pi(y) = p(P'(x)) = P"(¥).

Remarques

. Soit A une orbite d'une permutationde S, (neN*).
On acg(A) = A et la restriction de aA est une permutation de
Pour toutx deA, on aA = Orh,(x).
. Soit A une orbite non réduite a un élément d'une periouatatde S, (NeN*).
Alors g(x) # X pour toutx deA.
En effet, sio(X) = X, alors Orb(x) = {a"(X) / peN} ={x} = A ce qui contraire aux hypothéses.
Plus précisément, onfa= {x, a(x), 6%(X), ...,a"(x)} ou p est le cardinal dA.

Définition

SoitheN*,

Une permutation d&, est appelée un cycle si et seulement si elle asgule qu'une seule orbite non
réduite a un élément.

Exemple

Soitd =(1) (5326) (4) (7) (B:Ss. ¢ est un cycle que I'on peut noter simplemient(5 3 2 6).

Remarques
. On peut aussi considérer un cycle comme la rastickune permutation donnée a une orbite.
. Le nombrep d'éléments du cyche= (a; & ... &,) est appelé la longueur get {a; a ... a,} est

appelé I'orbite dg. On dit aussi que est unp-cycle.
Propriété
Un cycle de longueys est d'ordrep c'est-a-dire/ P = Id.
Propriété
Soientp eto deux cycles d&, (neN*) de méme longueuyp.

Alors il existe une permutatiamdeS, telle quep =uocou™
On dit quep eto sont conjugueés.
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Démonstration

On suppose quie= (a4 &, ... a,) eto = (b, b, ... by).
Puisque carflb, b, ... b} = card{a; a; ... &y}, il existe une bijection delf; b ... by} dans {a; &, ... ap}

Considérons une extension de cette bijection :
Soitu: Ny — Nj

b — &

X— X Sixg{by, by, ...,bp}

Sii=p, (Uooou™)(@) = u(elu™(@)]] = ulo(b)] = u[bi.1] = a.1 = @(a).
Sii=p, (Uoo ou™)(a) = u(e[u™(ay)]] = ula(b,)] = u[by] = a = p(ay).
Et Woo ou™?)(X) = x sixg{by, by, ...,bp}.

Définition
Soitn[IN* et soienti, J[IN.

On appelle transposition det dej et on notq; ; la permutation d&, définie par T (i) =j, T,;(j) =i et
T,j(K) = k pour toutk[IN; tel quek # i etk # .

Remarques
. Une transposition est un cycle de longueur 2. Qn petert; ; = (i ).
. Une transposition est une involution itg.o T, ; = Id.

Propriété

Soientn,plJN* avecp < n. Soienta, &, ..., 8, IN*, deux a deux différents.
On a @y & as au... &) = (a1 &) (% @) (as @) ... @-1 ).

Exemple
Cela donne, par exemple, (1 2) (231 2 3)

Démonstration

Soitd = (a1 &) (@ &) (@ &) ... @-1 8)-
On a¢(a,) = a1 etp(a) = a1 pour tout I<i <p-1.

Définition

SoitnON*.
On appelle permutation circulaire &etoute permutation (d§,) qui ne possede qu'une seule orbite.

Exemple
DansS;, ¢ =(1 3 4 2) est une permutation circulaire.
Remarque

Sin> 2, une permutation circulaire &est un cycle de longuenr
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Propriété

La composition (le produit) de cycles disjointeét-a-dire dont I'intersection des orbites est)vade
commutative.

Remarques

. Un cycle n'intervenant que sur une seule orbitexa@gcles disjoints n'agissent que sur des entiers
différents.
Par exemple, (1 3 4)(2 5)(2 5)(1 3 4).

. Mais un produit de cycles non disjoints n'est pasmutatif.

En effet, si par exemple = (1 2) etp.=(2 3),ong.0p2=(123) etp0p1=(1 3 2).
Propriété

Toute permutation se décompose en une compositioproduit) de cycles disjoints et cette
décomposition est unique a l'ordre pres des cycles.

Remarque

On obtient simplement cette décomposition en c@naitt les cycles sur les différentes orbites en ne
conservant que celles non réduites a un élément.

Exemple
Soit l'applicationp : {1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8b {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} définie par :
¢(1)=59¢(2)=7,¢(3)=6,9(4)=4,9(5)=8,9(6) =3, ¢(7) =2 et$(8) =1 .
Onap=(158)(27)(36).
Propriété
Pour tout entien > 2, S, est engendré par ses transpositions.
Remarques
. Cela signifie que toute permutation peut s'exprictgnme une composition (un produit) de
transpositions.
. Cette décomposition n'est pas unique.
Exemples
. Soitp=(134) (2 3).
Onap=(13)(34)(223).
. Soitp=(1 2 3).
Onap=(12)(23)mais aus = (1 3) (1 2).
Démonstration 1

On raisonne par récurrence sur le nontbde S..

o Sin:2,82:{|d, T1,2} avecC |d:T1,20T1,2.
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. On suppose la propriété vraie au rangl et soitpllS..
Sip(n) =n alors la restriction dp a {1, 2, ...n— 1} appartient &,-: etp en a la méme
décomposition en transpositions.
Sip(n) =m# n, alorst,m 0 p est une permutation & qui vérifie {nm 0 p)(N) =n.
Nous sommes donc dans le cas précédgnteat,, 0 (T,m O pP) avect,m 0 P qui peut se
décomposer en produit de transpositions.
Démonstration 2
Cela découle directement du fait que tout cycleg pewdécomposer en un produit de transpositions.
Propriété

Soitn[IN* et soienti,j [IN.*.
SIJ > i, alorSTi,,- =Tii+1 OTi+1j+2 0 ... OTj-2j-1 0 Tj-1j OTj-2j-1 O ... OTi+yj+2 O Tjji+1.

Démonstration

Sip=(>i+1)(+1i+2)...(-2j-1)(-1)) (-2j-1)..(+Li+2)(i+1l),ona:
p(i) =j, p(i) =] etp(k) = k pour touti <k <j (cark apparait dans 2 transpositions).

Corollaire
Pour tout entien > 2, S, est engendré par les transpositions du typeou 1<i<n-1.

Remarque

Le nombre de transpositions d'une décompositiamedaermutation peut varier. Mais nous allons voir
gue la parité de ce nombre reste la méme.

Définition

Soitn[IN* et soient,j [IN.*.
On dit que le couplg,{) présente une inversion pour une permutgtioeS, sii <j etp(i) > p(j).

Exemple

Soitp = (1 4 2) danss.. On doit étudier le signe qxj) — p(i) : i peG) - pe()
1|2 -3
1] 3 -1
1|4 -2
2|3 2
2|4 1
3|14 -1

Il'y a en toutC? couples,() possibles. Quatre couples présentent une inversio

Remarque

SoitnON*. Il y a C2 couplesi( j) tels qud, j ON*, eti <j.
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Le produitp =[] (j - i) est un entier positif.

i<j

Soite0S, on s'intéresse@ = [ T ($() - ¢(i)).

i<j
Sil'on reprend lI'exemple précédemt; (1 4 2) danss, on a:
p=(2-1)B-1)(4-1)B-2)(4-2)(4-3)=(1)(2)B)(1)(2Q) etp’ = (-3)(-1)(-2)(2)(1)(1).
On remarqgue que' etp ne peuvent différer que par le signe. Le nombrsadestractions qui changent de
signe est égale au nombre d'inversions.

Définition

SoitnN* et soitellS..
I—JI 9(i) — (i)
I1G-»n

i)

On appelle signature deet on notes(¢) le nombres(¢) =

Sia(¢) >0, on dit quep est paire.
Sio(¢) <0, on dit qued est impaire.

Exemple
Toujours avec le méme exemptes (1 4 2) danss,, on ao(p) = 1.
Propriété

Soitl le nombre d'inversions d'une permutatjode S oun= 2.

On ao(9) = (-1) et donCli:jI ¢() - ¢(i)) = (-1) l_JI G -1).
Remarque

li:j[(¢(J') =) =(-1) l—JI(J —i).

Démonstration

Soit$pS.. On ap(N;) =Nr.

Dot Lo 0G) —¢@() =I11abon.n (0—a) et doncli:j[ eG-o@MDh= 1:][ (j=1iD-

Etant donné que-i est positif et que seuls les couples présentantnuersion sont tels que
¢() — (i) <0, le signe dd_—_[ ®() — ¢(i)) dépend du nombre d'inversionsdde

1<)

Remarques

. La parité d'une permutation est donc égale a iéépdm nombre total d'inversions qu'elle produit.
. La signature d'une transposition et

Exemple
Avecp =(1 4 2) dans§, on ac(p) = (-1)* etp paire.
Propriété

La signature est un morphisme de groupeSijeo] dans (f 1, 1},%) c'est-a-dire :
0f,g0dS, on as(f 0 g) = a(f) % a(Q).
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Démonstration

OnalI((fog)() - (Foa)i) =a(fog) ITG -i).

i<j 1<
Orl;l(f[g(J)] = flg@)]) = a(f) li:jI(g(j) = g(1) =a(f) a(9) I—JI(J — ).
Remarque
Le noyau de ce morphisme (c'est-a-dire I'ensemddgodrmutations d& de signature 1) est appelé

groupe alterné d'ordireet on le noté\..
Les éléments dA, sont appelés les permutations paires et cels &, les permutations impaires.

Corollaire

Soitmle nombre de transpositions dans une décomposjtieftonque d'une permutatiprde S, ou
n=2. On as(¢) = (-1)™

Remarque

Ce dernier corollaire donne une méthode plus ragireles précédentes pour déterminer la signature
d'une permutation.
Par exemple, g =(1 2 6) (4 5) dan$;, on ap =(1 2) (2 6) (4 5) et(dp) = - 1.

Propriété

Soit¢$ une permutation dg, etm son nombre d'orbites.
On ao(¢) =(-1)"™.
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