Introduction a l'algebre lineaire

Dans tout le chapitrdS est un corps commutatif (en pratique et généraieke R ouC).

1. Espaces vectoriels

1.1 Structure d'espace vectoriel
Définition 1.1

On dit qu'un ensembl&f+,.) est un espace vectoriel $(rou unK-espace vectoriel, si et seulement si :
0 (E, +) est un groupe commutatif c'est-a-dire :
. La loi + est une loi de composition interne &ur
Ux, yUE, x+ yUE.
(On peut dire aussi que la leiest une application dex E versE)

. La loi + est associative :
0x,y, Z0E, (X+Yy) +z=x+(y+2).
. La loi + admet un (unique) élément neutre :
OelJE / OxUE, xte=e+Xx=X
. Tout élément admet un (unique) symeétrique pouvilé t
OxOE, OXOE / x+X=X+x=e
. La loi + est commutative :
Ux, yUE, X+y=y+X.
0 La loi . est une loi de composition externe E@r domaine d'opérateuksc'est-a-dire :

OxOE, OkOK, kxOE.
(On peut dire aussi que la loi . est une applicatieK x E versk)
0 La loi . verifie :Oa, BOK etu, VOE,

. (a+B)u=0a.u+p.u
. a.u+v)=a.u+a.v
. o.(B.u) = (axp).u

. lu=u

Exemples 1.2

. L'ensemble des vecteurs du plan ou I'ensembleat#swrs de I'espace.
. R[X] est unR-e.v. mais n'est pas Wire.v.
C[X] est unC-e.v. mais aussi UR-e.v.
. Tout corps commutatif est un espace vectorielsumEme. En particulie® est unQ-e.v.

R est unR-e.v. mais aussi uQ-e.v. et de la méme faco@,est unC-e.v., unR-e.v. et unQ-e.v.
. {0} est unR-e.v.
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Remarques 1.3

. Par abus, on ne note pas la loi "." On dit aussiEest urk-e.v. sans préciser les lois.
. On parlera d'espace vectoriel réel pourRes.v. et d'espace vectoriel complexe poudesy.
. SiE est urK-e.v., les éléments desont appelés des vecteurs et ceukK dent appelés
des scalaires.
. L'élément neutre du groupk, (+) est appelé vecteur nul et est ndté pawplus simplement 0.
. Faire attention aux lois.
. Un espace vectoriel n'est jamais vide puisgE.O
. Le vecteurk tel qug + X=X+ x = e est appelé opposé get est notéx.
. Soientu etv deux vecteurs d'uk-e.v.E.

On définitu — v paru + (-V) ou—v désigne le symétrique dgour la loi interne d&.
Définition 1.4
Soientf etg deux fonctions a valeurs daRsou C (ou autre) et soik un élément d& (ouC).
On définit la fonction appelée sommefde g notéef + g par €+g)(x) =f(X) +g(x) OxOR (ouC).
On définit la fonctior\.f par Q.f)(xX) = A f(X).
Remarque 1.5
On définit les mémes opérations sur les suitesqopii des fonctions) : pour tout entigr
(U+V)h = U+ Wy
(AW =A u,
Exemples 1.6

. E = {fonctions définies suR} muni des lois usuelles est Rre.v.
. F = {suites a valeurs daris} muni des lois usuelles est Rre.v.

Propriété 1.7

SoitE un espace vectoriel skt Pour tout scalaire et pour tout vecteur, on a :
b OK u= OE.

A O O = Ok
A au=0 < a=0«ouu=0.
Démonstration

b OKU:(OK+OK)U:OKU+OKU.
Puisque E, +) est un groupe-0« u existe.
On a donc Pu — Oxu = Oxu + Ocu — Ocu c'est-a-dire §= O« u.
i GOE:G(OE+OE):GOE+GOE.
Puisque E, +) est un groupe-a Og existe.
On a don@ Og — 0 Oz = 0 O + 0 Oz — a O c'est-a-dire = a Ok
. (O) Voir deux premiers points.
(=) Sia=0l'implication est juste.
Sia # Ok, puisqueK est un corpsi existe.
On adonc:
au=0 = ar(au) =00 = (@'0)u=0 = 1u=0 = u=0
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Propriété 1.8

SoitE un espace vectoriel st Pour tout scalaire et pour tous vecteursetv, on a :

. a(-u) =(-a)u=-(au).

. a(u-v)=au-av.

Démonstration

. Il faut montrer quex(—u) + au (= au + a(-u)) = Oz (E est abélien) eH{a)u + au = Q.

a(-u)+au=a(-u+u)=a0 =0k
(Fa)ut+au=(-a+a)u=0«u =0
. au-v)=au+(-v)=au+a(-v)=au+(-av)=au-av.

Remarques 1.9

. On adonc{1).u=-(Lu) =-u.

. Si E est un espace vectoriel $UrE est également un espace vectoriel sur tout sapskKode
K. Par exemple, u@-espace vectoriel est aussilRirespace vectoriel.
SiK'# K, ces deux espaces vectoriels doivent étre cogsid@mme différents.

Propriété 1.10
SoientE;, E,, ... ,E, une famille den espaces vectoriels sur un méme cétps
SoitE I'ensemble produlE = E; X E; x ... x E,.
E est un espace vectoriel $Gforsqu'on le munit des lois suivantes :
Ou = (U, Uy, ... ,U)TE, OV = (v, Vs, ... ,Vn)UE, OAOK
)] U+Vv=(U+ Vi, Uz + Vs, .., Un V).
i) AU=(AU, AU, ... ,AUp).
Remarque 1.11

Ces lois sont appelées lois produit usuelles.

Démonstration

Pas de difficulté particuliere, il suffit de védfiles 10 points de la définition : c'est donc an [ong a
rédiger.

Exemple 1.12

R? muni des lois précédentes c'est-a-dire :
(X1, Y1) + (%, Y2) = (X + X2, Y1 +Y2)
A(X1, Y1) = (AXq, Aya)

est donc urfR-e.v.

Remarques 1.13

. Attentions aux lois.
. Si E est urK-espace vectorieE" (n = 2) est donc muni d'une structureKl@space vectoriel.
. On en déduit la structure d'espace vectoriddte {( X, X, ... ,X,) OUXK}.
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1.2 Combinaison linéaire

Définition 1.14

Soient A, +) un monoide additif e&()in une famille d'éléments die On dit que la familleg)in est a
support fini si I'ensemble des indidedel tels quea # 0 est fini.
Pour une telle famille, on peut considé}éa;, qui est appelée somme a support fini.

iel

On note parfoifA"” I'ensemble des familles a support fini d'élémeeta.

Définition 1.15

SoientE un espace vectoriel st | un ensemble non videay)n une famille de vecteurs dg et \)io
une famille a support fini d'éléments ide
La sommeXA; u; est appelée combinaison linéaire (C.L.) des vesteavec les coefficients.

iel

Exemple 1.16

Soit. 7= (1, X, X2, ... , XP, ... )= (X)iow.
La famille. 7 est infinie mais tout polyndme est une C.L. déectamille.

Remarques 1.17

. Siu=Y Ay estune C.L. deg alors il existe] O | tel qued fini etu =Y A; ui.
iel ied

On peut généralement considérer un réindicagegda fa obtenir une relation du type :
n

U= D2 AU =AUy + Al + ...+ ApUn
i=1

. Oz appartient a I'ensemble des C.L. de toute famdle vide d'éléments de

Exemples 1.18

. Soitd un vecteur non nul du plan.

Une C.L. ded est un vecteur colinéait a .

{C.L. det} ={kt/keR} = {tous les vecteurs colinéaireia }.
. Soitd etV deux vecteurs non colinéaires de I'espace.

Une C.L. deti etV est un vecteur coplanaild etV

{C.L. deUetv}={al+ pV/a,feR} ={tous les vecteurs coplanairetetv }.
. On considere I'ensemble {X, X?} dansR[X].

Une C.L. de {1X, X?} est un polynéme de la fornge+ bX+ cXC.

{C.L.de {1, X, X3} ={a+bX+cX?/a,b,c=R}

= {tous les polynémes a coefficients ddhsle degres 2}

= ]RQ[X]
Remarques 1.19
. X1 est une C.L. desifi=1n.
. Siieel, Xi, est une C.L. desi)iu.
. X[E appartient a I'ensemble des C.L. de toute fadi@E&ments d& dont il fait partie.
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2. Sous-espaces vectoriels

2.1 Définitions et caractérisations
Définition 2.1

SoitE un espace vectoriel st SoitF une partie dé&.
On dit queF est un sous espace vectoriel (s.e.vEde muni des lois induite§, est un espace vectoriel.

Remarques 2.2

. On dit parfois sous-espace plutbt que s.e.v.

. {0} et E sont deux s.e.v. d&, appelés sous-espaces triviaux.
Exemples 2.3

. R est un s.e.v. d€ considéré commR-e.v.

. R n'est pas un s.e.v. @econsidéré commeé-e.v.

. Les vecteurs d'un plan forment un s.e.v. des vextiril'espace.

Propriété 2.4

SoientE un espace vectoriel sdretF une partie d&. F est un s.e.v. dE si et seulement si

1. Fz0O.

2. Cu, vOF, u + vOF (F est stable par addition).

3. OADK, OuF, AudF (F est stable par multiplication par un scalaire).
ou encore si et seulement si

1 Fz0.

2 Cu, VOF, OA, pOK, Au+ pvOF.
ou encore si et seulement si
1" F=0O.
2" O(\)io famille & support fini d'éléments #g O(x)io OF, 2 A xOF (F est stable par C.L.).

il
Démonstration
Dans un premier temps, on montre que les 3 prem@Eopriétés sont bien équivalentds ae.v.
c'est-a-dire qué est un e.v. pour les lois induites. Puis on mokérpiivalence entre la condition formée

des 3 premieres propriétés et celles constituéesudeantes.

La conditionF # [0 estvérifié dans les trois cas donc n'intervient pas.

2 = 2 et3 (2) Il suffit de prendrad =p=1
(3) Il suffit de prendrgt = 0.
2et3=2 On alADK, OulF, AudF etOuCK, OvOF, uvOF d'apres 3.
Et doncAu + pvOF d'aprés 3.
2" = 2 Il suffit de prendre une famille a 2 éléments.
2 = 2 Par récurrence sur le nombre d'éléments dansiliidaa support fini.
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Remarques 2.5

. Dans les caractérisations précédentes, on n'oalgés la conditiof # .
En général, il suffit de vérifier que le vecteut AuleE appartient &.
En effet, tout s.e.v. dé contient au moins 0.
. Voyons pourquoi une C.L. doit étre finie pour qu&e.v. soit stable par C.L.
Soit, par exemples = {suites numériques} gt = {suites numériques qui convergent vers 0}.
F estun s.e.v. de.
Considérons les suites,),on de terme général,, = (%)p pourn> 1.

Toutes ses suites appartienneft Soitv la suite définie pav =’ u,.
p>0

Ané _ (A o S A ey __1
Son terme général esl;—g‘)un,p—g‘)(n) =lim é(n) =lim 1_% = 1_% — 1
DoncvgF.
. SiF estun s.e.v. dé et siG est un s.e.v. de, alorsG est un s.e.v. dg (avec les mémes lois).

Exemples 2.6

. Pour tout entier naturel R.[X] ={POR[X] / degP < n} est un s.e.v. d&[X].

. Plus généralement, pour tout entier natarékensembldl[X] des polyndmes de degré inférieur
ou égal a est un s.e.v. d€[X].

. Soitl un intervalle d&R, non réduit a un point.

Soit. (I, K) I'espace vectoriel de toutes les fonction$ densk.

Les sous-ensembles suivants sont des s.e.v(J«) :
L'ensemble” (1, K) = 7 U1, K) des fonctions continues tielansK.
L'ensemble” (I, K) des fonctions dérivables delansk.
L'ensemble” (I, K) des fonctions de clasge del dansK.
L'ensemble” “(1, K) des fonctions infiniment dérivables ddansK.

2.2 Opérations entre s.e.v.
Propriété 2.7

Soit (Fi)io une famille non vide de s.e.v. d'dre.v.E. Alors(|F; est un s.e.v. dE.

iel
Démonstration

. 0i0I, 0OF;. Donc @(\Fi et(\Fi # O.
iel iel
. Soientu,vO[( ) F; etA, uOK. Puisquasd( ) F;, on a :.uOF;, 0idl.
iel iel
De mémeyF;, Oi0I. DoncOidl, Au + pvOF; c'est-a-diréu + pvO( ) Fi.

iel
Exemple 2.8

Soit. 7 (R,R) I'ensemble des fonctions BedansRk. Muni des lois usuelles c'est Rre.v.
Pour tout entien supérieur ou égale a 1, seif(R) le s.e.v. de/(R,R) des fonctions continlment

dérivablen fois.
On a alor{ ) 7 "(R) = 7 “(R).

neN
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Définition et propriété 2.9

Soit X une partie (quelconque) d'nespace vectoridt.
On appelle sous-espace engendréXpetron note VeckK) ou<X>le plus petit (au sens de l'inclusion) des
s.e.v. deE qui contientX.

Remarques 2.10

. Vect(X) est l'intersection de tous les s.e.vEdgui contiennenk.
En effet, soitG l'intersection de tous les s.e.v.Equi contiennenk.
DoncG est inclus dans tout s.e.v. Bejui contientX.
On sait qués est aussi lui-méme un s.e.v. et c'est nécessaitdenplus petit.

. Dans le cas d'une famille finke= (a;,ay,.....a&,), on note parfois Ved) = < ay,a,,.....a, >.
. Si X est vide, Veci) = {0}.

Définition 2.11

Soit A une famille finie de vecteurs d'iae.v.E.
Si Vect@) = E, on dit queA est un systéme générateurkde

Propriété 2.12

Soit X une partie non vide d'ufrespace vectoridt.
Vect(X) est I'ensemble des combinaisons linéaires d'éltnueX.

Démonstration

Uniquement dans le cas &F {x, 1<i <n}.
(Idem siX famille infinie alors simplement somme a suppn f

SoitF ={C.L. des éléments d&}. Nous allons montrer quie = Vect(X).

léreétape Vect(X) O F c’est-a-direF est un s.e.v. qui contiekt
On aF = {2 Aix, NOK} ={A1Xs + A2Xo + ... + AnXs, AiOK}. En premier lieu, on montre quel F.
i=1

Ona X=1x+0XxX+0x+ ... +0X,
Xo=0X1 +1X +0Xs+ ... +0.X, etc....

. PuisqueX est non vide et puisquel] F, on a dond- # [.
. SoientA, uK et soienu, vOF.
UOF = u=AXa+ A%+ ... +AnX,, avecAUK Oi=1,n.
VOF = v=AN1Xg+A2%+ ... +AWX%, avecAOK Oi=1,n.
AU PV=AAX HAXe + s F AX) F HA' X F A2+ .+ A X).
SAX F AN X+ L AN, F AL X F PA X L+ A X
S(AAMFRA D)X+ AN+ PA ) X + ..o + (AN, + A X On a donc bieA u + pvOF.

2emeétape F O Vect(X).

Vect(X) est le plus petit s.e.v. &equi contientX.
PuisqueVect(X) est stable par combinaison linéaire, V¥rt{oit contenir toutes les C.L. d'élémentsxde
c'est-a-dird= 0 Vect(X). OrF est un s.e.v., donc, de par la définitiorMéet(X), on a Vectk) = F.
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Conséquences 2.13

. L'espace engendré par un vecteur non nul du glaia droite vectorielle des vecteurs qui
lui sont colinéaires.

. L'espace vectoriel engendré par deux vecteurs oloméaires de I'espace est le plan vectoriel des
vecteurs qui leur sont coplanaires.

. L'espace engendré par une famille de vecteurs rmaipées de I'espace dont deux sont non

colinéaires est le plan vectoriel engendré parededeux vecteurs.
Remarques 2.14

. La plupart des s.e.v. que nous allons étudier sogendrés par des éléments de l'espace
lui-méme. Ce qui explique I'erreur que I'on peuefan faisant I'amalgame entre les s.e.v., les
s.e.v. engendrés par une famille et les combinaiboéaires.
Contre exemple 7 1(R) comme s.e.v. deo(R).
. Soientu= (1, 0, 1) ev = (2, 3,~-1) dansR® etF =< u,v>.
Soientx=(1, 3,-2),y=(3, 3, 0) ez= (0, -3, 3) danR®*etG =< x,y,z>.
OnaF=G car Xx=v-uy=u+vetz=2u-v
donc toute C.L. dex(y,2 est une C.L. deu(V)
et v=2X+zetu=(y-x)/2
donc toute C.L. deuV) est une C.L. dex(y,2.

Remarque 2.15
En général, la réunion de deux sous espaces \astoliest pas un sous espace vectoriel.
Définition 2.16

SoitE unK-e.v. Soienk; etE; deux s.e.v. d&. La somme d&; etE; qui est noté&; + E; est
I'ensemble des élémentsEele la formex + %, oux;[E; etx,[IE,.

Remarques 2.17

Avec les notations de la définition précédente,

A E.+E,= {Xl + X Ol:lX1DE1 etXZDEz} = {XDE / Ux OBy, Ox0E, etx =X, + Xz}
A XUE + B, = UOxUE; etUxUE, /| x= X1+ Xo.

° E1+E2:E2+E1.

° E1+{O} :{0} +E1:E1.

A Pour tout s.e.\E; deE, (El + Ez) +E3=E; + (Ez + Ea)

° El + El = El.

Exemple 2.18

DansR?®, siF ={Au; otu; = (1,1,0) et R} =<u;>etG ={puy; oliu, = (-1,1,0) etuR} = <u,>,
alorsF + G =<u;, U;>.

Propriété 2.19

SoitE unK-e.v. Soienk; etE; deux s.e.v. d&.
La somme d&; etE; est le s.e.v. engendré par la réunioredet E,.
Clest'é'dir£1 + E2 = VeCt(El [l Ez)

Francis Wlazinski 8



Démonstration

SoitS={x + % / xJ[0E; etx[JE,}. Vect(E; O E,) est le plus petit s.e.v. &equi contientE; [ E,.
Il nous faut donc montrer qu& 0 E, 0 ST Vect(E; [ E;) et queSest un s.e.v.

OOE; carE; est un s.e.v de. Doncx;[JE;, X3 =X; + 0 doncx,[JS c'est-a-dirds; ' S
OOE; carE; est un s.e.v dé. DoncOx.[E;, X =0+ % doncx.[JS c'est-a-dirds, 0 S
DouE,0OEOS

Vect(E; O E,) est I'ensemble des CL des élémentE;dé E..
Soitx(S [ 0E; et UE; tels quex = X; + Xe.

EE0OEBEUE donCX1DE1 Uk etBE OB UE donCXQDEl U E.
X1+ % estdonc une CL d& [0 E, d'oux; + X OVect [ U E).

OUE,; et JE,, 0+ 0= 00SdoncSest non vide.

SOient)\,l.lDK et soientx = X1+ X / X UE; etx.lE, etx' = X's + X5 / X'1UE; etx'5UEs.

AX+ X = A(X + %) + U(X'L + X2) = AXg + Ao + X1 + UX2 = AXg + PIX'1+ AXe + X2

Or Ax, + ux'10E; carE; est un s.e.v dE etAx; + ux';[JE; carE; est un s.e.v dEé doncAx + px'JS

Propriété 2.20

Soit. 7 = (Fy, F, ... ,Fy) une famille finie den (eN*) s.e.v. d'urK-e.v.E.

SoitF =F; +F, + ...+ F, I'ensemble des vecteurs de la fonume u, + ... + u, ou uJF pour touti =1, n.
F est un s.e.v. dg, appelé somme dés.

Démonstration

F=Fi+F+..+F,={udE /u=u+u+..+u,ouulr, Oi=1,n}
. Onali=1,n, OOF carFis.ew.Ona&0+0+ ... +0donc QF. C'est-a-direF # [1.
. SoientA, pOK etu, vOIF.
UOF = u=u; + Uz + ...+ U, ouuJF pour touti =1, n.
VOF = v=v; + W + ...+ v, ouviOF; pour touti =1, n.
)\u+uv=z\(u1+u2n+...+un)+u(v1+v2+...+vn)

=D AU+ uiVi =AU+ pv) + AU+ Vo) + ... + (A Uy + UVh).
i=1 i=1
Or puisquer; est un s.e.vLli=1,n, on aA u, + p viJF;. C'est-a-dire\ u + pv OF.

Remarques 2.21

n
. Avec les notations de la propriépeut étre notg@; F..
i=1
. On peut étendre la définition de somme a une farghl)in quelconque de s.e.v. #eDans ce
cas, la somme dé5 est I'ensemblE des sommes a support fihiu;, ot pour tout del, uOF;.

iel

. En général, une réunion de sous-espaces vectdeBls'est donc pas un sous-espac&.de
Propriété 2.22

Soit. 7 = (Fy, F», ... ,Fy) une famille finie den (eN*) s.e.v. d'urK-e.v.E.
La somme- =F; + F, + ... + F, est le plus petit sous-espace vectoridEd®ntenant tous Ids.
C'est le s.e.v. dé engendré par la réunion desc'est-a-dird= = Vect(F. O F, ... O Fy).
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Démonstration

. On aF; O F, pour tout entier=1, n.
. Tout s.e.v. d& contenant tous Id5 doit étre stable par somme.

Remarque 2.23

Soientuy, Uy et us trois vecteurs d'uk-e.v.E. On a :<up, Uz> + <Uz> = <Up> + <Up, U3 > = < Uy, Uy, Uz>.
Cette propriété peut étre facilement étendue aq#usois vecteurs.

2.3 Sommes directes

Remarque 2.24

DansR?, soientF = {(x,y,20R3/x =0} et G = {(x,y,20R3*/y = 0}.

Tout vecteuw = (a,b,900R? peut s'écrire par exemple= (0,b,d2) + (a,0,c/2).
DoncF + G=R3.

Le vecteuu = (1,1,1) peut s'écrire (0,1,8)(1,0,1) mais aussi (0,1,%)(1,0,0).
La décomposition da n'est pas unique.

Définition 2.25

SoientF etG deux s.e.v. d'uK-e.v.E.
On dit que la sommE + G est directe et on notel] G si et seulement si tout élémentkle G admet
une décomposition unigue en la somme d'un élénedhted d'un élément dé.

Exemples 2.26

. DansR[X], on consideré = {Ax1, ouAlR} et G = {puxX, oupdR}.
F + G est I'e.v. des polyndbmes de degré. La décomposition de tout vecteur Be- G en la
somme d'un vecteur deet d'un vecteur dé est unique.

. Dans I'ensemble des vecteursRfeon consider& = {(x,0)0R?/ xR} et
G ={(0,y)0R?/yR}, on aF + G=R? et la décomposition est unique.
. Dans I'ensemble des vecteursR¥eon consider& = {(0,y,0)0dR3*/ y[IR} et

G ={(0,0,20R?*/ Z0OR}, on aF + G ={(x,y,20R3/ x = 0} et la décomposition est unique.
Propriété 2.27
SoientF etG deux s.e.v. d&. La sommd- + G est directe si et seulementsin G ={0}.
Démonstration

(=) {0}OF n G (toujours). SoiudF n G,onau=0+u=u+0.
Avec dans le premier cad,lB etul]G et dans le deuxieme casF et JG.
De part l'unicité de la décomposition, oo a0.
() On suppose qu'un vectaudeF + G se décompose sous la forme u; + U, etu=u'; + U’
avecu,, u,LF etu,, u,LG.
On a donay — u'; = U’ = U. Or u; — U4 0F etu’; — w0G.
PuisqueF n G ={0}, on obtientu; —u'; =0=u" — U,.
C'est-a-dirau’; = u; etu’, = U, : la décomposition est unique.
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Définition 2.28

Soit. 7 = (Fy, F, ... ,Fy) une famille finie den (> 3) s.e.v. d'uiK-e.v.E.
n
On dit que la sommE = )’ F; est directe si tout vecteurdeF s'écrit de maniére unique sous la forme
i=1
n
V=2V, ol pour tout =1, n, vOF..
i=1
On dit quev; est la composante #esurF; relativement a cette somme directe.
n

La sommeF est alors notéE =P F =F, O0F, 0 ...0F,.
i=1

Remarque 2.29

Si (F)io une famille quelconque de s.e.v. qr(ne.v. E.

On a une définition similaire : la somre= D, F; est directe si tout vecteurdeF s'écrit de maniére
i=1

unique sous la forme d'une somme a supporﬁfiuii, ou pour tout del, udF,.

iel

La sommeF est alors notée = PF,.

iel
Propriété 2.30

Soit. 7 = (Fy, F», ... ,Fy) une famille finie den (> 2) s.e.v. d'uiK-e.v.E.

La somme- =Y F, =F, + F, + ... + F, est directe si et seulement si :

i=1
n

O(Uy, Uz, ... ,u)O[ [F,onawm+u+...+u,=0 = u=0 i =1,n.
i=1

Démonstration

(=) Soit Uy, Uy, ... ,u,)0F.
Ona:u+u+..+u,=0=0+0+ ... +0 avec OIF.
De part l'unicité de la décomposition, on obtientdsultat.
(d) Supposons que l'on ait deux décompositions poumé&me vectewr deF; + F, + ...+ F,.
Nous allons montrer que ces deux décompositionslea®mémes.
On suppose donar=u; + U + ...+ Uy, = U’y + U2 + ...+ Uy avecu,uiJF Oi=1,n.
On obtient alorsy; — u'y) + (L, —u) + ... +(u,—u’) =0 avecu, — uiF Oi=1,n.
Dou u—-ui=00i=1,n.
C'est-a-diray =u’ Oi=1,n.

Remarque 2.31

On peut étendre ce résultat a une famiigA{ quelconque de s.e.v. &e
Dans ce cas, la somrfe= D, F; est directe si et seulement si :

iel
Pour toute famillew) & support fini GOF; pour tout), >, u =0 = Oi0l, u; = 0.

iel
Remarques 2.32

. Si la somme), F; est directe, et sl est une partie de alors), F; est directe.
iel i€l

En particulier, pour tous les indices distinic&tj, Fi n F; ={0}.
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. La réciproque est fausse.
Pour monter qué,, F», ... ,F, sont en somme directe, avee 3, il ne suffit pas deérifier que
pour tous indices distinctetj, Fi n F; ={0}.
Ce serait encore pire de se contenter&liier queF, n Fo n ... n F, ={0}.

. Une erreur classique consiste a écrire que la somf@ est directe si et seulement si
I'intersectionF n G est vide!
L'intersection de deux s.e.v. Ba'est en effet jamais vide car elle contient tatgd.
Il faut en faitvérifier que l'intersectiofr n G se réduit a {0}.

2.4 Sous-espaces supplémentaires

Définition 2.33
SoientF etG deux s.e.v. d&.
On dit queF etG sont supplémentaires daasiE=F [ G.

Cela signifie que tout vecteurdeE s'écrit d'une maniere unique= v + w, avecvllF etwlG.
On dit alors qué est un supplémentaire Gedansk et queG est un supplémentaire BedansE.

Exemple 2.34

DansR? on considére les droites vectorielles obtenuesqgtation de% des vecteL(iD
On montre que ces droites sont supplémentaires.

Théoreme 2.35

SoitF un s.e.v. d&. AlorsF possede au moins un supplémentaire &ans

Remarques 2.36

. Ce résultat est admis pour l'instant. Il sera dématans le cas particulier des espaces vectoriels
de dimension finie.

. Si la sommd- + G est directe, alorg etG sont supplémentaires daRs] G.

. Un méme sous-espaEaleE posséde en général une infinité de supplémenidénest.

Il y a cependant deux cas d'unicité :
SiF = E, le seul supplémentaire &edansk est {0}.
SiF ={0}, le seul supplémentaire dedansE estE lui-méme.
. On ne confondra pas supplémentaire et complémehtair
Le complémentaire d'un sous-espRaeE est un ensemble sans grand intérét en algébre
linéaire : ce n'est pas un s.e.v.Klear il ne contient pas le vecteur nul.

Exemples 2.37

. Dans I'espace vectoriet,(K) des matrices carrées d'ordra coefficients dank, les
sous-espaces(K) et Ay(K) formés respectivement des matrices symétriquastistymétriques
sont supplémentaires.

. Dans l'espace vectorief(R, R) de toutes les fonctions d#edansR, les sous-espaces

P(R, R) etl(R, R) formés respectivement des fonctions paires eairap sont supplémentaires.
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3. Applications linéaires

3.1 Définitions et notations

Définition 3.1

SoientE etF deux espaces vectoriels sur un méme ddrps
Soitf une application d& dansF.
On dit quef est linéaire si et seulement §iu,vOE, OAOK, f(u+v) =f(u) +f(v) etf(Au) =Af(u).

Définitions 3.2

On note %(E, F) ou ~ (E, F) s'il n'y a pas d'ambiguité sur le cokpd'ensemble des applications
linéaires diK-e.v.E dans leK-e.v. F.

Un endomorphisme d'uk-e.v. E est une application linéaire &sdans lui-méme.

On note “«(E) ou / (E) I'ensemble des endomorphismed=de

Un isomorphisme est une application linéaire biyect

Un automorphisme d'uk-e.v.E est un isomorphisme dedans lui-méme.

On noteGL(E) I'ensemble des automorphismesde

Exemples 3.3

SoientE etF deux espaces vectoriels $ur

L'application nulle d& dansF est linéaire.
L'application identité Idest une application linéaire et bijectiveEldansE (automorphisme).
Pour tout scalaire, I'applicationhy : u+— o u est un endomorphisme &e
Pour tous scalaires etf3, hy 0 hg = hgg.
Sia =0, hy est simplement l'application nulle.
Sia # 0, hy est un automorphisme &t = hy.
On dit queh, est I'homothétie vectorielle de rappaort
Soitl un intervalle d&R, non réduit a un point.
L'application qui, & une fonctidirdel dansR, associe sa dérivédeest une application linéaire de
I'espace vectoriel des fonctions dérivabled slans (1, R).
La restriction de cette applicatiorEa= ~ *(R) est un endomorphisme &e
o: 7%R) - R est linéaire.
1

g (S) g(t) dt

f:R >R n'est pas linéaire. En effé{2 + 5) = 49 etf (2) + f(5) = 29.
X— X2

Remarques 3.4

Sif est une application linéaire, on dit aussi @t un morphisme d'espaces vectoriels.
f est linéaire d& dansF si et seulement siJu,vOE, Do,BOK, f(au+Bv) =af(u) + Bf(v).
Sif est linéaire, alor§(>, Aiu) = X, Aif(u) pour toute combinaison linéaire.

iel

iel

Dans le cas fini £(CA W) = FAaUy+Asllo+ ... +Agtn) = F(Aatiz) + F o) + ... + F AU = 2 A F(W).
i=1 i=1

Sif est linéaire d& dansF, alorsf(0g) = Or. En effet,f(0g) = f(Ok.0g) = Ok.f (Og) = Or.
Cette remarque est parfois utilisée pour montremguapplication n'est pas linéaire.
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3.2 Opérations sur les applications linéaires
Propriété 3.5

SoientE etF deux espaces vectoriels sur un méme ddrps

Soientf etg deux applications linéaires @edansF, eta, B deux scalaires.

Alors af + [3g est aussi une application linéaireldansF.
On en déduit que’ (E, F) est un espace vectoriel dur

Démonstration
(Rappel : Par définitionf ¢ g)(x) = f(X) + g(X) et kf)(X) = k.f(X)).

SoientA, uK et soient, y[IE.
(af +Bg) Ax+py) =(@HAx+py)+(PgAX+Hy) =afAx+py) + BgAx+py).

=aAf(x) +pf(y)) + BAgX) +pg(y)) = arf(x) +apf(y) + BAg(x) + Brg(y).
=A(af(x) +Bg(x)) +u(af(y) +Bay) =A(af+Bg)(x) +p(af+pg)(y).
Propriété 3.6

SoientE, F etG trois espaces vectoriels sur un méme cBrps
Sif:E - Fetg:F - Gsontlinéaires, alorgof est une application linéaire &edansG.

Démonstration

SoientA, uK et soient, y[IE.
(gof)(Ax+py) =gf(Ax+py)) =gAf(x) +puf(y)) =Ag(f(x) +Ha(f(y)) =A(g of)(X) +u(g of)(y).

Remarques 3.7

. SoientE, FetG trois espaces vectoriels sur un méme ckrps

Sifi(F, G) etsig,h0~(E, F alorsfo@+h)=fog+foh.

En effet :

OXUE, [fo @+ h)](x) =f[(g + ()] = [g()+ h(x)]=f [9(x)]+ f ["(X)] = (Fog)(x) + (Foh)(x)
. Soitf un endomorphisme deetn un entier naturel.

Alorsf"=fof o ... of (n fois) est un endomorphisme He
. Dans l'algébre~ (E), on peut utiliser la formule du bindmieH(g)" = > CX(f* 0 g™), a condition
k=0

gue les applicationsetg commutent.
Par exemple, les applicationscommutent avec tous les endomorphismeis.de

Propriété 3.8

Soitf un isomorphisme de surF.
Sa bijection réciproque™ est un isomorphisme desurE.

Démonstration

f est bijective (donc surjective) d'ou, pour taiSF, il existex,y[IE tels que(x) = zetf(y) =t.
C'est-a-dird (2) = x etf (t) = .
DoncOA, pOK, f Az + ut) = f 7L AM(X) + uf(y)] = f 7 fQAX + py)] = A+ py = A 7(2) + pf ().
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Remarque 3.9
Sif etg sont deux automorphismes dkire.v.E, alors f* etgof sont encore des automorphismegde
On en déduit que{ (E), +, 0, .) est une algebre dkir En général, cette algébre n'est pas commutative.

En particulier GL(E) est un groupe (en général, non commutatif) palwilde composition des
applications.

3.3 Noyau et image
Propriété 3.10

SoientE etF deux espaces vectoriels $urSoitf un morphisme dg& dansF.

. Si E' est un sous-espace Healorsf(E') est un sous-espace e
. SiF' est un sous-espace Bgalorsf *(F') est un sous-espace Be
Démonstration

. SoitE'un s.e.v. d&.
0 O:[JE' carE' s.e.v. deéE etf(0g) = O doncf(E") # 0.
0 Soienty, y'Of (E").
OxOE' 1 y=f(x) etOX'TE" / y' =1(X).
OA, pOK, Ay + py' = Af(X) + pf(x) = f(AX + ux).
OrAx+ ux'UE' carE's.e.v. dondy + py'df (E).
. SoitF' un s.e.v. dé&.
0 0-OF' carF' s.e.v. deF etf(0g) = 0 doncf™Y(F") # .
0 Soientx, x'0 f1(F') c'est-a-diref (x)OF" etf (x)OF".
OA, uOK, fAX + ux) = Af(X) + puf(x).
OrAf(x) + uf(x)OF' carF' s.e.v. dond¢(Ax + ux)dF" .
C'est-a-dire\ x + ux'Of “Y(F").

Définitions 3.11

SoientE etF deux espaces vectoriels ur

Soitf un morphisme dg versF.

. L'ensembld (E) = {vOF / OuCJE etv =f(u)} ={f(u), uCE} est un s.e.v. dE.
On l'appelle image deet on le note Irh

. L'ensembld " *({0¢}) = {udE, f{u) = O:} est un s.e.v. dE&.
On l'appelle noyau dieet on le note Kdt

Remarques 3.12

. Avec les notations de la définition, onfasurjective = Imf=F.
. On peut parfois montrer qu'une partie d'un espactyiel en est un s.e.v. en l'interprétant
comme le noyau ou l'image d'une application lireair
Par exemple, softun endomorphisme de I'espace vectdfigdt soitA un scalaire.
NotonsE, I'ensemble des vectewsleE tels quef (u) = A u.
On constate quEu) =Au = (f—-Ald)(u)=0 < ulKer(f—-Ald).
On en déduit quE, est un s.e.v. de.
C'est le cas en patrticulier pour I E; (vecteurs invariants) et pour Opp€ E-, (vecteurs
changés en leur opposeé par
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Propriété 3.13

SoientE etF deux espaces vectoriels $urSoitf un morphisme dg& dansF.
f est injective si et seulement si son noyau ek réduit a {&}.

Démonstration

(=) xOKerf « f(X)=0 = f(X)=1(0g).
finjective = x=0¢ = Kerf={0}.

(@) xxXOF /f(x)=f(X) = fX)-TX)=0 = f(X—X) =0
Or Kerf ={0} donc x—x'=0 = x=X.

Remarque 3.14

Autrement ditf est injective si et seulement SIWIE) f(u) =0 = u=0k.
3.4 Projections et symétries vectorielles

Définition 3.15

SoientF etG deux s.e.v. supplémentaireskle

Pour tout vecteun deE : OIvOF, OwOG tels queu =v +w.

. L'applicationp : u— p(u) = v est appelée la projection durparallélement &.

. L'applications: u+— s(u) =v —w est appelée la symétrie par rappdr, parallelement &.

Remarques 3.16

Avec les notations précédentes,
. p est un endomorphisme &eaqui vérifiepop =p.
L'image dep estF et son noyau e§k.
F est aussi le s.e.v. des vecteurs invariantp.par
. s est un automorphisme @getsos= Id.
Ainsi s est involutif :s™ =s,
On a la relatiors = 2p—Id, qui s'écrit encorp = %(s+ d).
G est le sous-espace des vecteurs changés en fmgéopas.
F est le sous-espace des vecteurs invariants par
. Si on note' la projection suG parallélement &, ets' la symétrie par rapport@ parallélement
aF,alorsp+p'=ld, pop'=p'op=0ets+s'=0, sos'=s'os=-1d.

Exemple 3.17

On considere la somme dire@e E [ {0}.
On posde- =E etG ={0}.
Soientp la projection suF parallelement &
sla symétrie par rapportlaparallelement &.
p' la projection sut parallelement &
s'la symétrie par rapport@ parallélement &.
On obtient: p=1Id (c'est le seul cas ou une projection vectieriest injective) e$ = Id.
p'=0 ets'=-Id (en effetx = x + 0).
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Définition 3.18

SoitE un espace vectoriel sir
On appelle projecteur detout endomorphisme deE tel quep op =p.

Propriété 3.19

Sip est un projecteur d&, alorseE = Kerp O Imp.
L'applicationp est la projection sur Imparallelement a Ker.

Démonstration

Soitp un projecteur d&. Pour toutulE, on au = u — p(u) + p(u).
On a bierp(u)TImp.
p(u = p(u)) = p(u) - p(p(u)) = p(u) - p(u) = 0 donc u - p(u)IKerp.
C'est-a-dirce = Kerp + Imp.
Il reste avérifier que Kep n Imp ={0}.
SoitullKerp n Imp.
udimp = OHOE / u=p(t).
udKerp = p(u)=0 = p(p(t)) =0 = p(t)=0
= u=0.

4. Familles libres, génératrices, bases

Toutes les sommes considérées dans cette partia sapport fini.
4.1 Familles libres
Définition 4.1

SoitE un espace vectoriel skt

On dit qu'une famillew)in d'éléments d& est libre, ou encore que les vecteurs de cettéldéasont
linéairement indépendants si, pour toute famiIk( deK" (c'est-a-dire a support fini), nous avons :
ZAiUi =0 = D|D|, }\i =0.

iel

Dans le cas contraire, c'est-a-dire s'il existefanglle (\)iJK® de scalaires non tous nuls telle que
YAl =0, on dit que la famillew)io, est liée, ou encore que les vecteurs qui la coama®nt

iel

linéairement dépendants.
Exemple 4.2

Soientu = (1, 1) etv= (2, 3) danR?
Au+pv=0 = A(1,1)+u(2,3)=0
= AA)+(2u,3u) =0
= (A +2u, A +3u)=(0,0)
A+2u=0
A+3u=0
= A=p=0
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Remarques 4.3

. On ne doit pas confondre non tous nuls et tousnods

. La famille (U, Uy, ... ,Us) est libre siCI(A1, Ay, ... ,A)OK™, AU =0 = Ai=A= ... =\, =0.
i=1

. La famille @y, uy, ... ,u,) est liée si :

n
Il existen scalaires\s, ... ,A,, I'un au moins étant non nul, tels gde\;u; =0
i=1

Si, par exemple\; # 0, alorsu; = - 1 AU

Ali=
. Une famille de vecteurs est liée si et seulemelursides vecteurs qui la compose peut s'écrire
comme une combinaison linéaire des autres.
. Une famille réduite a un seul vecteuest libre si et seulementisiest non nul.
. Une famille de deux vecteunsetv est liée si et seulementwsetv sont colinéaires, ou encore

proportionnels, c'est-a-dire s'il existe un scal&itel queu =Av ouv =Au. Cela ne se généralise
pas aux familles de plus de deux vecteurs.

. Attention a ne pas dire queetv sont liés si et seulement si il existe un scabaitel queu=Av,
car c'est faux si=0 etu # 0 (en revanche c'est vrai\s 0).
. Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

Cela équivaut a dire que toute sur-famille d'umeilfa liée est liée.
En particulier toute famille contenant 0, ou deexteurs colinéaires, est liée.

Exemples 4.4

. Les vecteursi = (-1,1) etv = (1,1) deR? sont linéairement indépendants.

. Les vecteursi = (-1,1,1),v = (-1,2,3) etw = (2,-1,0) deR? sont linéairement dépendants
carw=v - 3u.

. (X,X?) forment une famille libre d&[X].

. (X*,on forment une famille libre dB[X].

. (sin,cos) est une famille libre d€’(R)
(I suffit de prendrex = 0 etx =1t/ 2 par exemple).

. Dans I'espace vectorik[ X] des polynémes a coefficients ddfistoute famille de polynédmes

dont les degrés sont différents deux a deux a®t. lib
C'est le cas pour la famill®{)n.x Si degP, <degP: < ...<degP.< ...
On parle alors de famille de polynbmes a degréslénhés.

Propriétés 4.5

SoientE etF deux espaces vectoriels $uetf un morphisme d& dansF.
Soit )i-=1,p une famille finie d'éléments de

. Si la famille (x)i-1, est liée, alors la familld (u))i-1,, est liée.

. Si la famille ¢(u))i-1,p est libre, la famille); - 1,, est libre.

. Si la famille (x)i-1,, est libre et sf est injective, alors la familld ((t))i-1,, est libre.
Démonstration

. Si une famille (quelconque, voir remarque 4u){ est liée, I'un des, est une C.L. des autres.

C'est-a-dire il existe un ensembléni tel queJ O 1, il \ J et une famille X;);n; d'éléments d&
tels queu;, = X Aju;.
jed

On a doncf (ui,) = f (X Au) =2 A f(u). C'est-a-dird(u;,) C.L. des @)iayig d'ol €(u))io liée.
jed jed
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. Contraposée.

. Soit (v, Va, ... ,V) une famille libre dé.
Af(ve) + Aof(v) + ... + Af (V) =0
= f()\lvl + )\2V2 + ...+ )\nVn) =0 = )\1V1 + )\2V2 + ...+ )\nVnDKerf.
= AMVi+t AV + ..+ AV, =0 carf est injective
= M=M= ... =A=0 car iy, Vy, ... ,W) estlibre. Doncf(vy), f(v), ... f(w,)) est libre.

Remarque 4.6

On peut étendre ces résultats a une famille queled@)iq :
. Toute application linéaire transforme une famielen une famille liée.
. Une application linéaire injective transforme uamille libre en une famille libre.

4.2 Familles génératrices
Définition 4.7

SoitE un espace vectoriel skt

On dit qu'une familleu)in d'éléments d& est génératrice d& ou encore que les vecteurs de cette

famille engendreri si et seulement Vectf, i0l}) = E, c'est-a-dire OVvOE, OA)inOK® /v=2 A .
iel

Remarques 4.8

La famille @y, uy, ... ,Us) est génératrice dailssi, pour tout vecteur deE, il existen scalaires\y, ... ,An
n

tels quev = X, A ui.
i=1

Exemples 4.9

. (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) engendré&it

. (1,0,0), (1,1,0) et (1,1,1) engendré&it

. (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1) et (1,2,1) engendiRit

. {1, 1+ X, 1+ X+ X% engendreE = {POR[X] / degP < 2} = {aX?+ bX+ coua,b,dIR}.
En effet,aX?+bX+c=a(l+ X+ X?) +(b-a)(1+ X) + (c—-b)(2).

Remarques 4.10

. Toute sur-famille d'une famille génératriceklest encore génératrice.

. SoientE un espace vectoriel sdretF un s.e.v. strict d& (F < E). Soit ()i une famille de
vecteurs dé&. Le caractere libre ou non de cette famille needépas de I'espace vectoriebu
E, auxquels ils sont censés appartenir (c'est falorschange de corps, par exemple (1,0),6) (
sont libres dan€ considéré comme€-e.v. mais pas comnie-e.v.). En revanche, si cette famille
est génératrice dafms elle ne I'est pas dags Il faudra donc préciser dans quel espace vettorie
une famille de vecteurs est génératrice surtosgldil y a un risque d'ambiguite.

Propriété 4.11

SoientE etF deux espaces vectoriels $uetfl] “«(E,F). Soit )i-1,, une famille finie de.

. Si la famille (x)i-1,, est génératrice (d& alors la famille {(u))i-1,, €St génératrice de Iim

. Si la famille (x)i-1,, €st génératrice (d€ et sif est surjective, alors la famill&(())i-1,, est
génératrice d€.
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Démonstration

Cas famille quelconque (voir remarque 4.12).

. SoitvOImf. Il faut montrer que est une C.L. ded ())io.
Par définitionyvOImf = OuE / v="f(u).
Puisque (;)io est une famille génératrice Beil existe un ensembl&fini tel qued O | et Q)
famille deK tels queu =Y, A\;u. Doncv =2 A;f(u).

jed jed

. Sif surjectivef(E) =Imf=F.
Remarque 4.12

On peut étendre ces résultats a une famille queleofi)io, : on peut donc dire qu'une application
linéaire surjective transforme une famille génécatde I'ensemble de départ en une famille génésatr
de I'ensemble d'arrivée..

4.3 Bases

Définition 4.13

SoitE un espace vectoriel skt
On dit qu'une famillew)in d'éléments d& est une base desi elle est a la fois libre et génératricekde

Exemples importants 4.14

. (1) est une base de Elle est appelée la base canoniqu®de
. ((1,0),(0,1)) est la base canoniqueRte

. ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est la base canoniquBde

. {1,X,X? est la base canonique &eg[X].

. (X")en est la base canonique BEX].

Propriété 4.15

Une famille (1) = (u, Uy, ... ,Us) €st une base desi et seulement si, pour tout vecteuteE, il existe un
n
n-uplet uniqueX,, ... ,A,) deK"tel quev = Y, A; u.. Les coefficients\; sont appelés composantes, ou
i=1
A1
coordonnées, dedans la baseufi-1 .. On note alors\ju,=| :
An

Démonstration

Puisqu'une base est une famille libre et généeatitisuffit de montrer que dans le cas d'une fiamil
génératrice, on a I'équivalence entre la libert&picité de la décomposition.
(=) Supposons qu'un vecteuadmet deux décompositions :

V=2 AU =2 Wy oUA;, wOK, Oi =1, n. On obtient dong, (A\i = p)u =0

i=1 i=1 i=1

Puisque () est une famille libre, on a doic— W =0 i =1, n c'est-a-dire\; = .
(O0) On suppose que tout vecteunle E peut s'écrire de maniére unique comme une consoinai

linéaire des vecteurs. On aX Aiu; =0 =0uy + Ou, + ... + Ou,.

iel

La décomposition étant unique cela implique biea, qulll, A; =0 et donc queu) est libre.
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Remarques 4.16

. Une famille (quelconquelio est une base desi et seulement si tout vectaude E peut
s'écrire de maniere unique comme une combinaigéailie des vecteuts
. Si (i, j, k) forment une base dg et si les coordonnées d'un vectedians cette base soat b, c)

(c'est-a-dire sv = ai + bj + ck), alors {, k, i) forment une base dedans laquelle les coordonnées
devsont p, c, a).

Conclusion : deux bases se déduisant I'une ded'pat modification de I'ordre des vecteurs
doivent étre considérées comme différentes.

. La famille des polynomeX()on= (1, X, X2, ... ,X', ... ) est une base #¢X].
On l'appelle la base canoniqueK|«].
. La famille des polynomeX()k=o0.n = (1, X, X2, ... ,X") est la base canonique KgX].

Propriété 4.17

Soit €) = (e, &, ... ,&) une base d’'uiK-e.v.E avecn > 1.

Soientuy, Uy, ... U, p(= 1) vecteurs d& de coordonnées respectijege, [Uz]e, ... ,[u]eeK" dans €).
(U, U, ... Up) libre <= ([ude, [Uo]e ... ,[up]e) libre.

(U, Uy, ... Up) engendrdE < ([Ui]e, [Uo]e, - s[U]e) €NgENreK".

Propriétés 4.18
SoientE etF deux espaces vectoriels §urOn suppose que est muni d'une base)x.

Pour toute famille\)io; de vecteurs dE, il existe une unique application linéafrde E dansF telle que
0, f(e) = vi. De plus :

. f est injective si et seulement si la familgif est libre.

. f est surjective si et seulement si la familig{ est génératrice de
. f est bijective si et seulement si la familgi{ est une base de
Démonstration

Soitg est une application linéaire &eversF ouE est de dimension finie et sod) & (e, &, ... ,€,) une
base dé. Pour tout[IE, il existe &, Xz, ... , )K" telle queX = X:€1 + %€ + ... + X, = D XE.

i=1
D'ou g(x) = g(xex + X8t ... J;Xnen) = g(x%el) + () + ... +g(Xe€n) =Xu0(er) +Xg(€2) + ... +Xa0(En).
C'est-a-direg(x) = g(Z; % €) = Z; g(xe)= Z;x g(e).
Cela signifie que si I'on connait legd))i-1,, ON connaiy : une application linéaire est définie de
maniére unique par la donnée des images des vecdene base.
Nous avons vu (propriétés 4.5 et 4.10) qukinjéctive = (V)i libre) et (1)in est génératrice de n
Pour obtenir les trois points, il reste juste a tremrque : \{)in libre = finjective.

Soitx =Y, x & OKerf.

i=1
fX)=0 = 2xf(e)=0 = Xxv=0 = x =0 0i=1,ncar () libre = x=0.
i=1 i=1

Donc Kerf = {0} c'est-a-diref injective.
Remarque 4.19

Un morphismd deE versF est un isomorphisme si et seulemeritteansforme une base &sen une
base dd-. L'applicationf transforme alors toute baseElen une base de
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5. Espaces vectoriels de dimension finie

5.1 Notion de dimension finie
Définition 5.1

SoitE unK-espace vectoriel.
On dit queE est de dimension finie & posséde une famille génératrice finie.

Remarques 5.2

. Avec cette définition, I'espace réduit a {0} estdimension finie.
. Si un espace vectoriel n'‘est pas de dimension firest dit de dimension infinie.
C'est le cas de I'espace vectokgK] des polynémes a coefficients ddfs

Propriété 5.3

De toute famille génératrice d'un espace vectaoel nul de dimension finie, on peut extraire ungeba
Remarque 5.4

On a précis& # {0} car dans l'espace {0} il n'y a méme pas deifeniibre!

Démonstration

Soit{e, &, ... ,&} une famille génératrice devecteurs dé&.
Pour tout vecteur non nuldeE, x est une C.L. de®ji-1n, il existe donc une famille\()i-1, d'éléments de
K tels quex =\ + Ao + ... + A= 2 Ai6.

i=1
Puisquex est non nul, il existg = 1,n tel queA;; # 0 etg, # 0.
Onposes =g, etB,={e}etG,={e, e, ...,.e}\{€} ={e, e, ...,&}\ B
Puisquee; est non nulB; est libre.
Si B, est génératrice, le théoreme est démontré.
Si B, n'est pas génératrice, il exigg G, tel que &1, g2} soit une famille libre. En effet, dans le cas
contraire, tous les éléments @eseraient colinéairesex. Ce serait aussi le cas xleéOr nous sommes
dans le cas 0B, n'est pas génératrice.
On pose;, =gy etB,={€, €t et G, ={e, e, ... ,.e}\{€, e} ={e, e, ...,e}\ B
Si B; est génératrice, le théoreme est démontré
Si B, n'est pas génératrice, il exigg G, tel que &1, €2, 3} soit une famille libre. En effet, dans le cas
contraire, tous les éléments @gseraient des C.L. dee{, e,}. Ce serait aussi le cas #8eOr nous
sommes dans le cas Bun'est pas génératrice.
On continue ainsi.
On construit une suite de famille libr&; & B, & ....... c efe, ... ,e}jusqu'a obtenir une famille
génératrice. Puisqueq e, ... ,&} est une famille finie. Ce processus se termine.

Plus précisément, nous avons :
Théoreme 5.5

Dans tout espace vectortelde dimension fini non réduit a {0}, il existe deases.
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Propriété 5.6

SoitE un espace vectoriel sir
Soit @)izin ={€1, &, ... ,&} une famille den vecteurs dé&.
Si (e)i-1n est génératrice dailis toute famille contenant plus devecteurs est liée.

Démonstration

Soit {w, Vs, ... ,Vn} une famille dem (> n) vecteurs dé&.

Si l'un desy, est nul, la famille\()i-1m est liée et la démonstration est terminée.

On suppose donc qué =1,n,v; # 0.

Puisque la familleg)-1, est génératrice, il existe donc une famiNeX-1, d'éléments dK tels que

VizAp@et A&+ o A8 = Z Aije.

i=1
Puisquev; # 0, il existe un entigrcompris entre 1 ettel queA,; # 0.
Sans perte de généralité (on reverra la situatmmjpeut supposer qae; # 0.

On a alors; = (Vi— 4128 — 41383 — ... — A1n€0).

-
A11

n
Pour tout vecteux = Y, ;& deE, on a donc :
i=1

X= e+ o + ...+ e = (v, — 1262~ 21363~ ... = A1p€n) t €+ ...+ [
A1

_ M . ( A1 J
=5Vt i~ |G
j«1,1 ! é H j«1,1
Nous obtenons donc queest une C.L. de\, &, ... ,e} c'est-a-dire {1, e, ... ,&,} famille génératrice

deE. (Si, par exemple, on avait cholsi, # 0 a la place d&;;, on aurait obtenuy, e, 6;,... ,e,} famille
génératrice d&.)

On continue ainsi. Puisquev{e, ... ,&,} est une famille génératrice & il existe donc une famille
()\Zyi)i:]_,n d'éléments d¥ tels quev; = )\2'1V1 + )\22@2 + ...+ )\zvnen.

Sid1=A22= ... =A20n=0, 0on auraits = A,1v1 ce qui signifie que la familleq, v,, ... ,vin} est liée et
cela terminerait la démonstration.

Sinon, il existe un entigrcompris entre 2 ettel queh,; # 0. Sans perte de généralité, on peut supposer
qu'il s'agit de\,,. On obtiente, = %(vz —2aV1 = A23€3 = ... = A2n€0n).
2,2

Pour tout vecteux deE, puisque {/1,'e2, ... ,&n} est une famille génératrice @e x est une C.L. de
{vi, &, ... ,&}. Puisquee; est une C.L. de\, V,, 6;,... ,&}, xestune C.L. de \, V,, &;,... ,€}.

C'est-a-dire ¥1, Vz, 63,... ,6,} est une famille génératrice de

On continue ainsi de suite jusque

Soit, dans une des étapes, on obtient que la tasstlliée ce qui termine la démonstration.
Soit on obtient que la famille/{, v, ... ,v,} est une famille génératrice @e

Dans ce cas, puisque> n, V.1, existe e, est donc une C.L. de/{ V5, ... ,Vq}.

La famille {vi, vz, ... ,vn} est donc liée.

Corollaire 5.7

SoitE un espace vectoriel sir
Soit @)izin ={€1, &, ... ,&} une famille den vecteurs dé&.
Si (e)i-1n est libre, aucune famille de moinsmleecteurs n'est génératrice d&hs
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Démonstration

Si on avait une famille de moins devecteurs qui soit génératrice, on pourrait enagedrune base.
Toute famille contenant plus de vecteurs seraitdién

Théoreme 5.8

Si E est urK-espace vectoriel de dimension finie non réduidf élors toutes les bases Hesont finies
et elles ont le méme nombre d'éléments. Ce nonsbi@ppelé dimension deet est noté dirg.

Démonstration
Soit ) = (e, &, ... ,&,) une base de vecteurs d&. Soit €') une autre base e
Si (e') possédait plus devecteurs, elle ne serait pas libre. € possédait moins devecteurs, elle ne

serait pas génératrice.

Remarques 5.9

. Par convention, difd} =0.
. On appelle droite vectorielle tout espace vectd@tide dimension 1.

Tout vecteur non nul deE constitue alors une base BgetE = {A u, AUK}.
. On appelle plan vectoriel tout espace vectdgide dimension 2.

Deux vecteursi etv non proportionnels forment alors une bas& é¢
E={Au+pv, ALK, uOK}.

. La dimension d'un espace vectoiatiépend du corps de base.
Si E est un espace de dimsurC, c'est un espace de dimensiorsrR.
Par exemple( est une droite vectorielle sGret un plan vectoriel SiR.
Pour éviter toute ambiguité, on note parfoisiEh

Exemples 5.10

. K" est un espace vectoriel $Grde dimensiom.
Une base d&" est la famille ).<«<n, oUe. =(1, 0, ..., 0)&:=(0, 1, 0, ..., 0), ...,
e.=(0, ..., 0, 1). On l'appelle la base canoniqu& tle

n
Les coordonnées de= (X, ... ,X,) dans cette base SORL, (... ,X,), caru =Y, X &
k=1
. L'ensembleK,[X] des polyndmes a coefficients ddtet de degré inférieur ou égah&st un

espace vectoriel sk, de dimensiom + 1.
Une base d&[X] est (1,X, X?, ... ,X").

. Si E etF sont deuXK-espaces vectoriels de dimensions respectiwtp, alors I'espace vectoriel
des applications linéaires &edansF est de dimension x p.
. Si E etF sont deuXX-e.v. de dimensions respectivestp, alors on a dinf x F) =n + p.

Plus généralement, pour une famig E,, ..., E,, d’espaces vectoriels sur le méme corps, ona:
dimE, x E; % ... X Ey) =2, dim(E) et dimE™) = m x dim(E).
i=1

Théoréme 5.11 Théoréme de la base incompléte

SoitE unK-espace vectoriel de dimension fimie 1. Soit €) une famille génératrice finie de
Soit () une famille libre ddz, non génératrice. Alors il est possible de compligtéamille (1) a I'aide de
vecteurs de la familleg], de maniére a former une base=de
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Propriété 5.12

SoitE unK-espace vectoriel de dimension fimie 1.
Soit () = (uy, Uy, ... ,uy) une famille den éléments d&.
(u) est une base- (u) est libre

= (u) est génératrice.

Démonstration

Il suffit de montrer () libre = (u) base
(u) génératrice= (u) base

. Si (u) est une famille libre, d'aprés le théoréme deake incompléte, on peut compléigrén
une base. Mais toute baseHKleontientn vecteurs.
Donc on ne peut pas ajouter de vecteur pour obtaeibase.
C'est donc queuj est déja une base.
. Si (u) est une famille génératrice, on peut en extraie base.
Or cette base doit conteméléments!!!

Remarque5.13

La dimension d'un espace vectoriel de dimensiaa &st donc :
Le nombre minimum d'éléments d'une famille génieatie cet e.v.
Le nombre maximum d'éléments d'une famille libreekee.v.

5.2 Sous-espaces de dimension finie
Propriété 5.14

SoitF un s.e.v. d'uik-e.v.E de dimension finie.
Alors F est de dimension finie et diff\< dim(E).
On a l'égalité din¥) = dim(E) si et seulement & =E.

Démonstration

Soitn =dimE.

Si F ={0}, on obtient trivialement le résultat.

SiF # {0}, soit (e", e, ... ,e}) une base dE.

(e, ey, ... ,e}) est une famille libre dE et donc dé=. On obtient donp < n.

Sip=n, (€', €% ... ,e}) est une famille libre dE possédam éléments, c'est donc une baséde

Définition 5.15
Soit U)i=1p = (U1, Uy, ... ,Up) une famille de vecteurs d'un espace vectoiesurK.
On appelle rang de la famille)-1, €t on note r@u;, U, ... ,uy) la dimension du s.e.v. deengendré par

cette famille.
C'est-a-dire, r@ui, Uy, ... ,Up) =dim(Vect{u, Uy, ... ,Up}).
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Remarques 5.16

. rg(uy, Uy, ... ,Uy) est le nombre maximal de vecteurs libres derfalla (uy, Us, ... ,up).
. Ona rguy, U, ... ,Uy) < p, avec I'égalité si et seulement si la familledst libre.
. Sidim(E) =n, alors rduy, W, ... ,Uy) <N, avec I'égalité si et seulement si la famillg, est

génératrice dark.
Exemples 5.17

On consideére darR® la famille A dans les cas suivants :

a.  A={(1,2-3); (2-4,6)} rg(A) = 1
b.  A={(1,2-3):(1,0,5)} rg(d) = 2
c.  A={(1,2-3):(10,5);(0,2,2)} rgh) = 2
d. A={(1,2-3):(10,5);(0,2,3)} rgh) = 3
e.  A={(1,2-3);(1,05);(0,2,3): (41,5} rg(A) =3
f. A={1,2,-3);(1,0,5);(0,2,2) ; (1,41)} rg(A)=2

Propriété 5.18

SoientF etG deux s.e.v. de dimensions finies di{se.v.E.
. Dans le cas général, difm¢ G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).
. SiF etG sont en somme directe, alors di{ G) = dim(F) + dim(G).

Démonstration

Supposons que difg(=p, dim(G) =qetdimFE n G) =r.

Plus précisément, Sok( €, ... ,&) une base de n G.

(€1, &2, ... ,&) est une famille libre dE n G et donc dé- etG.

On peut compléter cette famille en une basg deen une base @&

Soient €1, €, ... ,&, &+1, &2, ..., 8) UNE base dE et €y, &, ... ,&, b, brso, ..., D) UNE base dé.

On considere la familleB) = (€1, €2, ... ,&, @r+1, @42, -+, 8p, Dre1, Draz, ..., D).
Nous allons montrer qud) est une base de+ G.
Puisque B) contientr + (p—r) +(q—r) =p + q-—r éléments, cela terminera la démonstration.

Famille génératrice :

Tout vecteux deF + G s'écrit comme somme d'une C.L. d'une based'une C.L. d'une ba&e x=A;
Sttt  tANEFtMuaat Aot tApay tE F St L L E F Dt 2D L+
Mqbg. X est donc une C.L. d8) est une famille génératrice Ber G.

Famille libre :

AME+HA&+ L HANE N uaat Arpdet . FApay+ Apa bt Apiabra + .o+ Apigbg = 0.
Sionposel=A1& + A&+ . FAE, V=A@t Arp@a+ .. H Apay €W = Ap b + .o+ Apigr Bg, ON
au+v+w=0. Doncw=-u-v avecwlF et—u - vOG. D'ouwldF n G.

w est donc une C.L. degy(&, ... ,&) i.€. : W= & + & + ...+ L &

Dew=Api1Dra+ Apsobro + oo+ ApigDg = &1 + M2 &2 + ... + U & €t puisqued, €, ... ,&, Dr, Dre, ..., D)
est une base dg, on tire quUe\, 1= Ap+2 = ...= Apig= 0 C'est-a-direv = 0.

Doncu+v =0 avecg,, €, ... ,&, a1, &2, ..., &) UNe base dE.

Ce qui signifie quehi=A; =...= A, =0.
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Corollaire 5.19

SoientF,, F, ... ,F, une famllle dep s.e.v. de dimension finie d'kre.v.E.
. On a toujours de F) < Z dim(F).

P
. On a I'égalité dIITE F)= Z dim(F:) si et seulement si la somrﬁ‘eF est directe.

i=1

Propriétés 5.20

SoitE unK-espace vectoriel (de dimensiari).

SoientF etG deux sous-espaces vectorieldEgde dimension finie, en somme directe.
Soit €) = (e, e, ....,e}) une famille finie d'éléments de

Soit €") = (e", €', ....,e"y) une famille finie d'éléments d&

On forme la famille ) = () O (e") en juxtaposant les familles) et €").

. Si les familles €') et ") sont libres, alors la familles) est libre.
. Si (e) engendrd- et ") engendrés, alors €) engendrd- [1 G.
. Si (e') est une base deet si €") est une base d&, alors €) est une base del] G.

Démonstration

® )\le'l+ )\Ze'Z + ---+ )\pe'p + )\p+1e"]_+ )\p+ze"2 + ...+ )\p+qe"q = 0
= Meit+heL+ ...+)\pe'p: _)\p+1e"1_)\p+ze"2— ...—)\p+qe"q
Orhei+heh+ ..+ A€y OF, = Aps1€"1= Apia€'s — ... — Apiq€'q G etF n G ={0}.

DoncA.ei+ Ae%+ ...+ A e =0 etAyue"i+ Ayt ..+ Apgey=0

Ce qui impliqgue\; = A= ...=Ap =0 etAps1 = Aps2=...= Apng = 0 car €) et ") sont libres.
. Tout élément d€ + G est la somme d'un élémentidet d'un élément dé. C'est-a-dire la

somme d'une C.L. deJ et d'une C.L. dex(’) donc une C.L. deg.

Remarque 5.21

Inversement, sig) est une base d€ si ") est une base deet si €) = (e) U (e") est une famille libre
alors la sommé& [ G est directe.

Corollaire 5.22

SoitE unK-espace vectoriel de dimensioe 1.

SoientF,, F,, ... ,F, des sous-espacesEgde dimension finie, en somme directe.
Pour toug de {1, ... ,p}, soit (e); une famille de vecteurs de

On forme la familled) = (e). O (e). U ... 0 (e), en juxtaposant les familleg){

. Si chaque familled); est libre, la familled) est libre.
. Si chaqued); engendre le sous-espdgeorrespondantg] engendréDF;.
. Si chaqued); est une base du sous-espaoeorrespondantgf est une base d®F;.

Ceci est particulierement intéressarEsi F, (0 F, [ ... 0 Fp, car on obtient alors une baseke
qui est dite adaptée a la somme directe.

Remarque 5.23

SoientF,, F,, ... ,F, des sous-espacesBgade dimension finie, qui ne sont pas en somme @irect
Méme si chaquee); est une base du sous-espoeorrespondantg] n'est pas nécessairement une
famille libre.
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5.3 Applications linéaires et dimension finie
Propriété 5.24

SoientE etF deux espaces vectoriels sur un méme ddrfisétant de dimension finie.
Alors E etF sont isomorphes (c'est-a-dire il existe un isorhispe deE surF) si et seulement §i est
de dimension finie et dir) = dim(E).

Démonstration

(=) Proposition 4.17

(<) On choisit une base deet une base de et on considére I'application qui au premier éldénaie
la base d& (s'il existe) associe le premier élément de & loes (s'il existe). Au deuxiéme, le
deuxiéme etc....

Exemple 5.25
L'isomorphisme d& ;[ X] dansR? défini par¢p(aX? + bX+c) =(c,b,d.
Remarque 5.26

ToutK-espace vectoridt de dimensiom = 1, est isomorphela”.
Si (U) = (U, Uy, ... ,U,) est une base dg I'applicationd définie pam((X, Xz, ... ;%)) = 2. X U €St un
k=1

isomorphisme d&" surE.
L'existence d'un tel isomorphisme faiti§é'exemple-type di-espace vectoriel de dimensiosurk,
sa base canonique étant la base la plus naturelle.

Théoreme 5.27 Théoréme de la dimension

SoientE etF deux espaces vectoriels $UrE étant de dimension finie.
Soitf une application linéaire dedansF.
Alors Im(f) est un s.e.v. de dimension finieklet on a I'égalité : dink) = dim(Im(f)) + dim(Ker()).

Démonstration

On suppose dirk =n et dim Keff = p oun, p(IN etp<n.

Soit Uy, U, ....,U) une base de Kér

On compléte cette famille par- p vecteurs {1, Up:2, -...,U,) de fagon a obtenir une basekle
Cette famille Qp+1, Ups2, ....,Us) €St libre eKug.q, Upsz, ....,U> N Kerf ={0}.

On considere la famille (Up+1), f(Up+2), ...,f(Us)) €t On veut montrer que celle-ci est une basende

o }\p+1f(Up+1) + )\p+2f(up+2) +...+ }\nf(un) =0
= f(}\p+1 Up+1 + }\p+2 Uprz + ...+ An Un) =0
= }\p+1 Up+1 + }\p+2 Uprz + ...+ }\n Un OKerf
or )\p+1 Up+1 + )\p+2 Upiz t ...+ AnUn D<Up+1, Up+2y +vony Un>
et <up1, Upsz, ....,Un> N Kerf ={0} donc
= }\p+1 Up+1 + }\p+2 Uprz + ...+ AU, =0
= M1=0,Ap2=0, ... A =0 car (1, Upsz, -...,Un) €st libre.

Francis Wlazinski 28



. SoityllImf, c'est-a-diréIXTE / y=1(X)
X=XUp + XU + ..+ XaUn = XUy + XoUp + ...+ XpUp + Xpeg Uprr + Xoro Ups2 .00+ X Un
F(X) = F (XU + XoUp + ... + XoUp + Xpr1 Ups1 + Xpr2 Upez ... + Xq Un)
f(X) = (Xl + Xollo + ... + XoUp) + F(Xps1 Uprz + Xpr2 Ups2 + ... + Xq Up)
F(X) = T (Xpr1 Upsrs + Xpr2 Upsz + ...+ X Un)
F(X) = Xpra T (Uper) + XproF (Up2) + ... + Xa T (Un)
On a bien Inf = <up:1, Upsz, ..., Un>
D'ou dim Imf = n—p et donc le résultat.

Remarques 5.28

. On appelle rang dieet on note r§la dimension de Irh
On a donc : dirk = rgf + dimKerf.
C'est pourguoi le résultat précédent est souvergléphéoreme du rang.

. On a rg < dimE avec I'égalité si et seulemenf gist injective.
. Si F est de dimension finie, on afrg dimF avec I'égalité si et seulement sist surjective.
. Les notions de rang d'une application linéaireeetasthg d'une famille de vecteurs se rejoignent.

Pour toute base, &, ... ,e) deE, rgf =rg(f(e), ... ,f(e)).
Propriété 5.29

SoientE etF deuxK-espace vectoriels de méme dimension finie.
Soitf une application linéaire dedansF.
f est un isomorphisme= f est injective< f est surjective.

Démonstration

On a dinF =dimE =dimImf + dimKerf
festinjective <~ Kerf={0}

= dimKerf=0

= dimF =dimimf

= F=Imf

= festsurjective.
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