Chapitre 1

Groupes

1. Généralités
Définition

Un magma est un coupl®(0) ouM est un ensemble Etest une loi de composition interne c'est-a-dire
une application d& x M dansM.
Dans un magma, on notély I'image d'un couplex(y) deM x M par l'applicatiornl

Remarque

On dit qu'un sous-ensemiied'un magman],[) est stable pourlsi et seulement sy/a,blIN, a * b[IN.
Dans ce cas, on peut définir une loi de composititerne sulN (appelée loi induite paisurN) en
considérant la restriction déaN x N.

Définition

Soit (M,0) un magma et soéun élément dé.

On dit quee est un élément neutre a droite si et seulemeralSM, a* e=a.

On dit quee est un élément neutre a gauche si et seulemgaf 8V, e * a=a.
On dit quee est un élément neutre si c'est un élément neulreii@ et & gauche.

Propriété

Soit (M, un magma.
Si M posséede un élément neutre a dreitet un élément neutre a gauehealorse; = e,.
En particulier, I'élément neutre d'un magma si$texest unique.

Démonstration

Ona e*e=6 care; est un élément neutre a droite
et e*e =e  care estun élément neutre a gauche.

Définition

Soit (M, un magma.

On dit que deux élémendsetb deM sont permutables ou commutent si et seulementlsi= b Oa.

Le centre déVl notéZ(M) est I'ensemble des élémentdigui commutent avec tous les autres
c'est-a-direz(M) = {ceM / VaeM, alc=c UOa}.

On dit que la loi est commutative si et seulement si tous les élé&aM sont 2 a 2 permutables i.e.
Z(M) = M ou encoreyx,yeM, x Oy =y [x. On dit alors queM,0) un magma commutatif.
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Définition

Soit (M, un magma.
On dit que la lok est associative si et seulementyst,y,z=M, x [(y 0z) = (x Oy) Oz
Dans ce cas, on dit quel{) un magma associatif.

Remarque

Dans un magma associatif, on peut utiliser la rtat 0y Oz pour I'un des deux produits précédents.
Il en est de méme pour la composition de plusals tacteurs.

Définition
Un monoide est un magma associatif possédant megténeutre.
Définition

Soit (M,0 un monoide d'élément neute

Soitx un élément dé.

On dit quex est symétrisable a gauche si et seuleméett,§iM / X, * X = e
L'élémentx; est appelé symétrique #& gauche.

On dit quex est symétrisable a droite si et seulementxgilM / x (x, = e,
L'élémentx, est appelé symétrique ga droite.

Propriété

Soit M,0D un monoide d'élément neutret soitx un élément dé.

Six est symétrisable a gauche et a droite de symésigetx, a gauche et a droite respectif, ox a x..
Dans ce cas, on dit queest symétrisable et I'unique élémgniM tel quex * X=X * x = e est appelé le
symeétrique dex.

Démonstration

Ona X *X*xX=>X*X)*X=€*X=>X
=X * (X*X) =X * €= X.

Remarque

Soienta, betc trois éléments d'un magmisl,().

Ona: a=b = ax*xc=bx*xc et
a=b = cxa=cxh.

Mais, en général, a=b # c*a=b=xc

Définition

Soit (M, un magma.

Soitx un élément dé/.

On dit quex est simplifiable (ou régulier) a gauche si et emdnt siva,b(IM, x*a=x*b = a=h.
On dit quex est simplifiable (ou régulier) a droite si et gguént siva,bllIM, a* x=b*x = a=h.
On dit quex est simplifiable (ou régulier) s'il est simplifial{ou régulier) a gauche et a droite.
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Propriété

Soit M, un monoide d'élément neugeSoitx un élément di.
Si x est symétrisable a gauche alwest simplifiable & gauche.
Six est symétrisable a droite alorgst simplifiable & droite.

Démonstration
Supposons quesoit symétrisable a gauche et s@iiG tel quex;* x=e.
va,blM, x*a=xx*Db

= Xi* (X* @) =X * (X * D)

= (x*X)*a=(x*X)*b

= exa=exb

= a=b

Remarque

La réciproque est fausse.
Par exemple, danZ(x) d'élément neutre 1, 2 n'est pas symétrisapteZj), et pourtant 2 est simplifiable.

Définition

Un magmag[) est un semi-groupe si et seulement si :
)] La loi * est associative.

i) Tout élément est simplifiable (ou régulier).

Exemples

Les magmas suivants sont des semi-groupes :

. (N,+) ou+ est I'addition usuelle.
. (Zz*,x) oux est la multiplication usuelle.
Définition

Un magma@,0) est un groupe si et seulement si :

)] La loi * est associative.

i) La loi * admet un élément neutre.

iii) Tout élément est symétrisable.

Si, de plus, la loi est commutative, on dit qugreupe est commutatif ou abélien.

Exemples et contre-exemples

Les magmas suivants sont des groupes :

) (z,+) ou+ est I'addition usuelle.

. (C*,x) oux est la multiplication usuelle.

. SoitE un ensemble et sdXE) = {bijections deE danskE} = {permutations d&}
(S(E),0) est un groupe appelé groupe symétriquie.de

. (E,+) ou E = {fonctions numériques définies i} et+ est la somme usuelle des fonctions.
C'est-a-diref etg étant deux éléments @ef + g est définie, pour tout rég| par :
(f+a() = f(X) + 9(x).
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o ({0,1},+) ou+ est la loi définie par le tableau suivant|:+ | 0 | 1
0|01
11110

. Soit (G;,0)ic une famille finie de groupe.
L'ensemble produlf [ Gi muni de la loi produit usuek un groupe.

iel

Les magmas suivants ne sont pas des groupes :

. (Zz* ,x) oux est la multiplication usuelle.

. (R,x) oux est la multiplication usuelle.

Remarques

. On dit que I'ensembl@ est I'ensemble sous-jacent au grope)

. Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible suriado dit simplement qué est un groupe sans
préciser celle-ci. Ce qui a pour conséquence diftimun groupe a son ensemble sous-jacent.

. Puisqu'un élément symétrisable est simplifiablegraupe est donc un semi-groupe.

. (R,+) est un groupe etdorc+ c=b+c < a=b (va,b,ccR).

(R,x) n'est pas un groupe (car 0 n'est pas inversgbldpncaxc=bxc » a=b (Va,b,c=R).
Propriété
Tout semi-groupe fini est un groupe.
Démonstration
Rappel : SoienkE etF deux ensembles finis de méme cardindluete application d& versF.

On a: finjective < f surjective< f bijective.

Soit (SO un semi-groupe fini et saitun élément d&.
On considere les applicatiodsetg, deS dansS définies paryxeS di(X) = x Da etga(x) =a Ox.

Puisquea est simplifiabled, etg, sont injectives donc surjectives (et bijectives).

Soiente I'antécédent da pard, ete, I'antécédent da parg, i.e.ds(e;) =a etg.(e) = a.
Autrement ditg; Da=aetalle, = a.

Pour toutb deS, soitb; I'antécédent de pard. eth, I'antécédent db parg. i.e. da(b:) = b etga(b;) =b ou
encoreb, Ha=betallb,=b.

Onadone Ob=¢e O(alb,) =(e; Ja) Ob,=alb,=b

etble, = (b, 0a) De;=b, O(aley) =b, Da=h.
D'oue est un élément neutre a gauche, &st un élément neutre a droite.
Ce qui signifie que; = & est I'élément neutre &

Puisque, pour towt deS, d. etg. sont surjectives, les antécédentegard, etg. donnent un symeétrique
a droite et a gauchecadoncc est symétrisable.

Propriété

Soit (§O un semi-groupe.
Sest un groupe si et seulemenggiosséde un élément neutre a dreitet VxeS, IXOS/ x* X = e.
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Démonstration

=)
(<)

Trivial.

SoitaeS

Il existeb0S/a * b= e et il existecdS/b* c=e.
Ona:a=ale=al(*c)=(allb)*c=ex*cC

puis e=b=*c=(b0e)*xc=b0(e*c)=b0a

et ex*a=(a*b)Ja=ax*(bla)=a*xe =a

Donce; est un élément neutre a droite et a gauche :uestément neutre.
Par suiteb est le symétrique de

Propriété

Soit (§O un semi-groupe.
Sest un groupe si et seulemenBgiosséde un élément neutre a gawstetVxeS, IKOS/ X* X = &.

Remarques

Rappel : L'élément neutre d'un groupe est unigonedtticulier, un groupe est toujours non vide.
Le symétrique d'un élément d'un groupe est unique.

Tout élément d'un groupe est simplifiable.

Notation additive de la loi d'un groupe

(G =(G)

On note Q I'élément neutre dé.

On parle d'opposé a la place de symétrique et tn-nde symétrique d'un élémexi.e.
I'élément qui vérifiex * (—x) = (—X) * x=e= Qs. Par convention, on pose.®= 0, 1.x= X et, pour
tout entiem> 2, n.x=X* X * ..... * X (n fois) et £n)x=—(n.x).

Notation multiplicative de la loi d'un groupe

(G*) =(Gx)

On note % I'élément neutre dé.

On parle d'inverse a la place de symétrique etobexd* le symétrique d'un élémenxit.e.
I'élément qui vérifiex * X' = X * x = e= 1. Par convention, on pose= 1, X' = X et, pour tout
entiern> 2, X" = X* X * ..... * X (n fois) etx™ = (x") ™.

La notation additive est plus souvent utilisée deargroupes commutatifs.

Dans le reste du cours, nous utiliserons de prétéra notation multiplicative.

Dans ce cas, nous noteronsla composition de deux élémentsty d'un groupe@,x).

Propriété

Soit (G,0) un groupe.
Pour tous les élémemasetb deG, ona: a*h)*=bt*atet@) ' =a.

Démonstration

Soite I'élément neutre d&.

(a * b)™* est, par définition, I'unique élément @eui vérifie @+*b) ' * (axb)=(a*b)* (a*b)*=e
Or b**a*)*(axb)y=b**(@'*a)*xb=b'*exb=b**b=e

et @*xb)*x(bt*a)=a*x(b*b)*al=axexal=a*xa’=e

(@)™ est, par définition, l'unique élément@eyui vérifiea™ * (@) *=(@")**a'l=e

On a bien, a nouveau par définitia™, *a=a*a'=e.
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Remarques

. Sia, b etc sont trois éléments d'un grouBeon a:@*b*c)t=ct+*b**a™

o Si une loi* est commutative, pour vérifier qu'un élémeaest I'élément neutre, il suffit de vérifier

gue,vxG, on ax * e= x (oue * X = X). L'autre relation étant obtenue par la commuitativ
De méme, pour vérifier qu'un élémént est le syiodédrdex, il suffit que I'on ait soik * X=e
SoitX * X=e.

Propriété

Soit (G, un groupevneZ, vxOG, (X" ™= (xH)"=x".

Démonstration
. Sinest nul, le résultat est évident.
. Sin est négatif, XM= (X* X% X)? = (X xtx.Lxx)=(X)™"
—;1 fois —n'fois ’
Par définitionx"= (x1)™.
. Sin est positif, XM= (YN = (k) )" =x"et
)= ()Y 0=
Remarque

En notation additive, cela donne :
VneZ, VxOG, —(-n.X) = —n.(=X) = n.x.

Propriété

Soit (G,0) un groupeVn,peZ, VXOG, X" P= (X)P etxX""P = X" * X",
Démonstration

Remarquons en premier lieu guetp ont des rbles symétriques.
. Sinest nul,

XvP=x0=eet K)P=()P=(e"=e
XP=x=esxX=xX*xX=xX"* X,

o Sin etp sont strictement positifs,
X¥X¥...%¥X) ¥.ouu.. ¥ (X* X% ... X
L ,_J) %_J( ) X" * . * X"
XnXp:(X*X*...*X): . n fois n fois =~ :(Xn)p_
Y p fois
nxp fois p fois

X% XP = (X% X% ... % X) % (X% X% ...%X) =X"P,

nf'ois pf'ois
o Sin etp sont strictement négatifs,
XNP = X(—n)><(—p) - (X—n)—p = (((Xn)—l)—l)P - (Xn)P.
X1 % XP = (X)) % (X)) % o (X)) % (X7 % (X)) % .ox (X7
—n'fois —p'fois
= (X)) * (X7 % ..ox (X7H) = XM,

—pt(-n) fois cad—(p+n) fois
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. Sin est positif ep est négatif (sh est négatif ep est positif : idem),
Xt = xCP) = (x 1) = (k1)) P = ((x0) )P = (x0)°
XTx XP = X% X% % X* (X)) % (X)) % .o% (X7

n fois —p fois
o N>—p X" %XP = X% X% ...%xX=xX"P
n—(-p) fois
. N<—p X" *xP = (X1) % (X) % ...% (x1) =x™P
) —p—r'1 fois ’
. N=—p X"*xP=e=1 =x%=x"P

Remarque

En notation additive, cela donne :
vn,peZ, VXOG, (n+p)x=(nx) + (pX) et (1 x p)x=n(pXx).

2. Sous-groupes
Définition

Soit (G,0) un groupe.
SoitHOG etH = .

On dit queH est un sous-groupe d&,() si et seulement $i est un groupe pour la Isiinduite.

Exemples et contre-exemple

. (Z,+) est un sous-groupe @R ,+).
. 27 = {2k ; keZ} est un sous-groupe d&,+).
. (Z* ,x) n'est pas un sous-groupe(&e ,x).

Propriété

Soit (G, ) un groupe noté multiplicativement.

SoitH c G.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) H est un sous-groupe @8, ).

(2) H=O.
H est stable par composition (par la loi@gi.e., Vx,y{1H, on axy[IH.
H est stable par inverse i.&x0H, on ax'0H.

(3) H=det,vx,y{H, on axy'H.

Démonstration

(1) = (2) : évident.
(2) = (3) : évident.
)= (1) Associativité : découle de celle Ge
Elément neutre :VxOH, xx '0H = eJH.
Symétrique : VxOH, ex '0H = x™0OH.
Loi de composition interne :vx,y(OH, on ay'(0H
et doncxy = x(y ) 'OH.
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Remarques

. SiH est un sous-groupe @& I'élément neutre dd et le méme que celui dget le symétrique
d'un élément del est le méme dans que danss.
. Si la loi deG est une loi notée additivement, on a :

(2) H=J,Heststable par la loi d& et, vX[IH, on a—x[H.
(3) H=J et,VXVH, on ax — y[IH.

. Il existe d'autres propriétés équivalentes a (1) :
(4) H est stable par la loi d&, e(H et, VxOH, on ax'H.
(5) H= et,vx,yOH, on axyOH.

Exemples importants

Si (G, ) est un groupe, alor€f et G sont des sous-groupes (@& ).
Tous les autres sous-groupes sont dits propres.

Propriété

Si K est un sous-groupe dd,() et siH est un sous-groupe d&,() alorsK est un sous-groupe dé,().
Démonstration

Trivial + remarque sur la loi.

Exemples

Soit.” I'ensemble des points du plan. L'ensenibdies transformations (bijections du plan) demuni
de la loi de composition usuelle des fonctionsuesgroupe.

L'ensembld des isométries est un sous-groupd de

L'ensemble des translations est un sous-groupe de

L'ensemble des rotations d'un centre commun esbus-groupe die
L'ensemble des déplacements (conserve les angedés) est un sous-groupelde

Propriété

Soit (G, ) un groupe et so(H;),, une famille non vide de sausHges des.
Alors Iﬂl H; est un sous-groupe Ge

Démonstration

. vill (= <), edH; doncee@I Hi. D'Ol]iDI Hi = .
. Soientx ety deux éléments cQ H;, . On%i0l, x ety(H; doncxy™*OH..
D'ou xy‘leioI H;.

Remarque
En général, la réunion de 2 sous-groupes n'esirpasus-groupe.

Par exemple, on a: Z2est un sous-groupe dé&,{) et 3 est un sous-groupe dé,f).
Si 27 v 3Z était un sous-groupe d&,{), on devrait avoir 5 2 + 3127 L 3Z.
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Propriété

Soit(G, ) un groupe et soi une partie d&. Il existe un plus petit sous-groupe@¢€au sens de
l'inclusion) contenanX. Ce sous-groupe est appelé groupe engendié gtagst noté gK) ou<X>.

Démonstration

Soit H)io I'ensemble des sous-groupes3lqui contiennenk.
Cette famille n'est pas vide darappartient a cette famille et on vérifie aisénopre griK) = Iﬂl H;.

Remarques

. X est appelé un systéme générateus ¥e.

. gr(@) ={e}.

o En particulier, sa est un élément d'un grou@e on note gi) le groupe engendré paaif{

Propriété

Soit G un groupe dont la loi est notée multiplicativemeingoita un élément dé.
Onagr)={d ouiezZ} ={...,a%a% 1,a &, ..}

Remarque
En notation additive, on obtient gj(={kaoukeZ} ={ ... ,-2a,-a, 0,4, 23, ... }.
Démonstration

OnposeE={...,a%at 1,4 &, ... }. On veut montrer que @)= E.

(©) Il suffit de montrer qu& est un sous-groupe @&(qui contient @}).
o Puisque I'on a bieR qui contienta, E = &.
. VXVIE,In,peZ/x=a"ety=a. Ona xy'=a""E.

(o) Puisque gi) est un sous-groupe qui conti@nigr(@) doit étre stable par inverse et composition.
Donca™0gr(a) et,vneZ, a"Ogr(a).

Exemples
o (2Z.,+) est le sous-groupe d&.f) engendré par 2.
) (Z,+) est le sous-groupe dR () engendré par 1.

o Dans C*,x), gr() ={1, i,-1,-i}.
Propriété

SoitG un groupe dont la loi est notée multiplicativemetin$oitA une partie non vide de.
On noteA* = {x* ouxUA}. Onagr@)={a1 & ....a,ouneN* eta e AU A™, Vi=1n}.

Démonstration

OnposeE={a;a,....a,0uneN*etae AUA?, Vi=1n}.
On veut montrer quer(A) = E.
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(©) Il suffit de montrer qu& est un sous-groupe @&(qui contienth).
o Puisque I'on a bieR qui contientA, E = .
. VXx,YOE, 3n,peN* et ay, ay, ...., an, by, by, ....,b, € AU A tels que :
X=28a..aety=b b, ... b Douxy"' =a;a, ... a.btb;?, ... byt
On a bierxy '0E car bite AUA™? Vi=1p.
(® Puisque grf) est un sous-groupe qui contiéntgr(A) doit étre stable par inverse et compaosition.
DoncA™' < gr(A), AUATc gr(A) et,VneN*, a; @, ....a, egr(A) sia e AU A™

Exemple

Dans Z,+), on considerd& ={2,3}. Ona gr@) =Z car 1=3- 2 gr(A).
Définition

Soit G un groupe et soA une partie dé&.

On dit queA est une partie génératrice @esi et seulement si gj = G.
Si, de plus, card) = 1, on dit que le groupe est monogéne.
Exemple

(Zz,+) est monogene car gr(#)Z et R*,x) n'est pas monogene.
Définition

Soit (G, ) un groupe d'élément neutre 1 et gaih élément d&.

On définit I'ordre dex (noté ordreX), ord§) ou encorew(x)) par :

siVnelN*, x"# 1 alors ordre() =+
sinon ordreX) est le plus petit entier strictement pogitiel quex’ = 1.

Remarque

En notation additive, cela donne MieN*, nx= 0 alors ordre() =+
sinon ordre{) est le plus petit entier strictement positiel quenx= 0.

Exemples

. Dans (C*,x), on a ordre(1¥ 1, ordref1) = 2, ordre{() = 4 et ordreti) = 4.
. Dans Z,+), ordre(1)= +w, ordre(3)= +w et ordre(0)= 1.

Définition

Le cardinal d'un groupe fini est appelé 'ordregcaupe.

Remarques

. L'ordre d'un élémerda d'un groupe est égal a I'ordre deayjdi celui-ci est fini. C'est-a-dire
ordre(a) = Card(gr(a)) ot gr@) = {a' ouieZ} ={ ... ,a?%a* 1,a &, ... }.
Siord@) =palors,VieZ,i=pg+ravec Xr<peta=a’""=aa = (@)"a =4.
D'ou gr@) ={a ou0<r < p}.

. Si un élémenx d'un groupe est d'ordre infini, alorsxjrést isomorphe &(+).
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Définition
Un groupe est dit cyclique si et seulement sitinegnogéne et de cardinal fini.

Exemples

o ({1, 1,-1,-1},x) est cyclique.

. Zpz est cyclique.
. Soitp un entier non nul.
Dans le plan cartésien muni d'un repére orthonof@®al7), I'ensemble des rotations de cef@re

et d'angle% KeZ) muni de la loi de composition usuelle des fonwiest un groupe cyclique.

Remarque

Un groupe cycligue est donc un ensemble de la f¢tma, & ... ,a"}.
Propriété
Soit (G,x) un groupe et soll un sous-groupe de. On définit suiG les relations suivantes/x,ye G,

Xu#Yy < XlyeHetx. 74y < xy'eH. Ces deux relations sont des relations d'équicale@n note

(G/H)q et (G/H)4 les ensembles quotients respectifs sglaret. 7.

Remarque

En notation additive, les relations sonty 7y < —-x+yeHetx. 4y < X—yeH.

Démonstration

Soite I'élément neutre d&.
# Réflexive : VxeG, x'x=e eH carH sous groupe. Doncy. /.
# Symétrique Yx,yeG, xn #y < X'yeH = (X'y)*eH carH sous-groupe.
& yiXeH < xu2y.
# Transitive : VX,y,z=G, Xu Ay < XlyeH
Vu#Z < yizeH = (X'y)(y'2)eH carH sous-groupe.
= X'zeH << xp7z

Remarques
Avec les notations de la propriété précédente :
. Soita un élément dé&.
Ona: {xeG/au#x} ={xeG/a'xeH} ={xeG/3heH/a*’x=h} ={xeG/3heH /x=ah}

={ah/ heH}
et {xeGla . 7 x} ={xeG/x.7# a} ={xeG/xa'eH} ={xeG/3heH /xa™*=h}
={xeG/3heH/x=ha} ={ha/ heH}
On note don@aH etHa les classes respectivesalselon,. 7 et. 7.
. eH=H etHe=H.
. xyeH < JheH/ xy=h < JheH/ y=x"h < yex'H
xyeH < JheH/ xy=h < JheH/ x=hy'< xeHy*
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Propriété

Soit (G,x) un groupe et sol un sous-groupe de.

L'ensemble G/H), est fini si et seulement SB(H)q est fini. Dans ce cas, on a cB), = card(G/H)a.
Cette valeur commune noté@:(H) est appelée indice d€dansG.

Démonstration

Soite : (G/H)a —= (G/H)g
Ha— a™*H

. ¢ surjective par définition d&x(H)y et (G/H)a.
. p(Ha) = ¢(Hb)

a'H=b™H

a‘tleb™H

JheH/ at=b"h.

JdheH/ a=h"h.

dh'eH/ a=h'b.

acHb

Ha=Hb

ugdduuuld

Il'y a donc une bijection entr&(H), et (G/H)..

Remarque

Si G est fini, alors les conditions sont trivialemegdlisées.
De plus, G:{€}) est le cardinal d&.

Propriété
Si (G,x) est un groupe fini et $i est un sous-groupe & alors cards = (G: H) x cardH.

Démonstration

SoientAe(G/H)q etacAi.e.A=Ha={ha/ heH} ={xeG/a 7, x}.
Soit I'application¢,: H —> A

h— ha
. ¢ surjective par définition da.
. o(h) = o(h)
= ha=h'a
= h=h' donce injective.

D'ou ¢, est bijective.
Toutes les classes d&/()s ont donc le méme nombre d'éléments. Celui-ci étgat a cardH.

Remarque

En particulier, puisque l'ordre d'un sous-grotp@'un groupe finiG divise I'ordre de celui-ci, si ca@l
est une puissance d'un nombre premier, il en estéee de card.
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Corollaire

Soit(G,) un groupe d'ordreeIN* d'élément neutre.

Soita un élément d6&.

i) L'ordre dea est fini et divisen.

i) a"=e

iii)  Sinest premierG est cyclique et tout élément Gedifférent dee engendres.

Démonstration

On poseH = gr(a) donc cardH = ord(@).
i) D'apres la propriété précédente akee gr(a).

i)  Par définition de l'ordre d& a>® =e.
D'ol a" = glrd@xG:H) = gG:H) =

iii)  L'ordre de tout élémeiit= e deG est différent de 1 et diviseet donc est égalra
Propriété

Soient (5,x) un groupeH un sous-groupe de etK un sous-groupe dd.

Les ensemblesy/H)q x (H/K)q €t (G/K)g SONt €équipotents.
Si ces ensembles sont finis, on@: K) = (G:H) x (H:K).

Démonstration

Puisque les applications: G — (G/H)q etf : H — (H/k)q Sont surjectives (surjections canoniques), on
X— XH y— yK

peut trouver deux ensemblésc G etH; — H tels que les restrictions deet  respectivement @, etH;

soient bijectives.

Les ensemblesy/H), et G; sont équipotents. De méme podyK), etH;.

Considérons l'application: G; x Hy — (G/K)q
€y — (xy)K

Pour obtenir le résultat, il suffit de montrer quest bijective.

# y est injective.
Soient §,y), (x',y) deux couples d€; x H,.
Py = p(XY) = xyK=xy'K = (X"XyK=y'K
PuisqueyK ety'K sont deux parties d&, (x™*X)H " H = .
D'oux"*xeH, xex'H etxH = x'H.
Par définition dé5,, on obtientx = X'.
D'ouxx=eetyK=y'K.
Par définition deH;, on obtienty =y'.

# y est surjective.

SoitlK e(G/K)g.

Par définition deG,, il existegeG; tel quelH = gH. Autrement ditg™leH.
Par définition deH,, il existeheH; tel queg™IK = hK.

C'est-a-dirdK = (gh)K = y(g,h).
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Définition

Soient G,0) un groupe et~ une relation d'équivalence sar

On dit que # est compatible & gauche avesi et seulement sya,b,c=G, a#b = cla” clh.
On dit que # est compatible a droite avelsi et seulement st/a,b,c=G, a”’b = allc #bll.
On dit que # est compatible avedsi elle est compatible a gauche et a droite avec

Propriété

Soient G,0) un groupe et~ une relation d'équivalence sar
.77 est compatible aveddsi et seulement sya,b,c,ccG, a”betc”d = allc# bld.

Démonstration

(<) On a“réflexive doncyxeG, x % x.
(=) Vab,c,kG, a”b = allc#blc
c7d = bOc#bld = allc#bld

Propriété
Soit (G,x) un groupe.
Les relations d'équivalence compatibles a gaudsp (& droite) avec la lgisont les relations de la

formen. (resp.7s) ouH est un sous-groupe G

Démonstration

(Uniquement pour la comptabilité "a gauche" : ideoar "a droite")

. Soit.Zune relation d'équivalence compatible a gauche @i x.
SoitH la classe de I'élément neutre@e
# Ona a”#b = a'a”a'h = e#a' = a'becl(e) = a’beH.
et a'beH = a'becl(e) => e#a'h = ae#aa'b
= a~7h.
Cest-a-direa #b < a'beH.
# H est un sous-groupe.
* ecH doncH = &.
* VX, yeH, puisquex ety appartiennent a la méme classe, crvay.
D'ouxyeH.
. VXY, eG, Xn#y < XlyeH < x'glgyeH
< (@9 9y)eH < gXu A/ gY.

3. Morphismes

Définition

Soient G,0) et G',*') deux groupes.

On dit qu'une applicationde G versG' est un homomorphisme de groupes ou simplementarphisme

de groupes si et seulement Bix,yIG, f(x * y) = f(X) ** f(y).
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Exemples

. fo®R+)—>R*X)

X — expXx
. g: R*>)—> [R,+)
X+— In|x|
. h: (C*,x) - (C*,x)
Z2— 7
o Soient G,0) et G',*') deux groupes d'éléments neutres respextfs’.
i (GO — (G')*)
X— €'
. Soit (Gi,0)ic; une famille de groupe.

On munit I'ensemble produit] G;  de la loi produit ukie
iel
Chaque projection canonigpe: [ [ Gi — G, est un morphisme.

iel
Remarques

Un morphisme d'un ensemble dans lui-méme est apped@ddomorphisme.

Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme.

Un endomorphisme bijectif est appelé un automorpéis

Deux ensembles sont dits isomorphes s'il exisisamorphisme de l'un vers l'autre.

Exemples fondamentaux

. Pour tout group&, Ids est un automorphisme &
. Soit (G,x) un groupe et sok un élément dé&.
fx: (Z,+) - (G,x) est un homomorphisme de groupes.
ne— x"
. Soit (G,+) un groupe et sok un élément dé&.
f«: (Z,+) - (G,+) est un homomorphisme de groupes.
n+— nx

Propriété
Soient G,0) et G',*') deux groupes d'éléments neutres respeetie’.
Soitf un morphisme de groupe GeversG'.
Alorsf(e) =e"
Démonstration
SoitxOG, f(x)=f(x*e)=f(x) *' f(e)

= [fI* £ = [FCI] ™ * F(x) * f(e)

= e'=1(e
Propriété
Soient G, ) et {H, ) deux groupes. Sditun morphisme de groupes GeversH.
Alorsona: () vxadG, f(x™) =[f(x)]™

i) vxOG, VneZ, f(x") = [f(X)]".
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Démonstration

() fx*x)=f(e) =€
fx)Of(xY)=¢
[fI Of() Of(xY) =[f(x]" De
e' 0 f(x™") =[f(]™
X =[O
(i) léreétape : Sin> 0, on utilise une démonstration par récurrence :

e vrai au rang O : par conventiah= e

e ON SUPpPOSE vrai au rang

f(x™) = f(X" * X)
=f(xX") * f(X)

Uy

=[f(]" O f(¥)
= [f(g]™
2émeétape : Sin< 0, alorsf(x) = f[(x*)™ = [f(x)] "= [f()7]™
= [FO]™

Remarque

En notation additive, cela donne :

@) vxOG, f(=x) =-f(X).

(i) VxOG, VneZ, on af (nx) = nf(x).
Propriété

Soient G,0) un groupeH un sous-groupe de etj l'injection canonique de dansG.
Alors :

1. ] est un morphisme.

2. L'élément neutre dd est le méme que celui &

3. Le symétrique d'un élément HedansH est le méme que da@s
Démonstration

1. Trivial carH est un groupe pour la loi induite Ge

2. Si on note, I'élément neutre dd etes celui deG, on aes =j(en) = €.

3. Si on notea, le symétrique d'un I'élémeatdeH dansH etas celui danss, on a :

as=j@ar) =[i(@l*=a'=ac.
Propriété

La composée de deux morphismes est un morphisme.
La composée de deux isomorphismes est un isomanphis

Démonstration

Soient (G1,*1), (Gz,*,) et (Gs,*3) trois groupes.
Soitf un morphisme de groupe @eg versG; et soitg un morphisme de groupe @g versGa.
Va,blG,, (g o f)(a* 1b) = g[f(a*; b)]

=g[f(a) =, f(b)] carf est un morphisme

=g[f(a)] *s g[f(b)] cargest un morphisme.
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Propriété
La réciproque d'un isomorphisme est un isomorphisme
Démonstration

Soient (51,*1) et G,*2) deux groupes et sdiun isomorphisme dé; versG..
On doit montrer qué™ est un morphisme.
Puisqud est bijectif,Vy,y'eG,, Ixx'eG; [y =f(X) ety' = f(x") c'est-a-direx = f }(y) etx' =f (y)
On af ™(y 2 y) = f7(f(x) *2 f(x))
= f(f (x *1 X))
=x# X =F7Hy) + F(Y).

Remarque

On note AutG) I'ensemble des automorphismes d'un grdbaip&ut(G) est un sous-groupe d&(G),0).
Définition

Soit (Gy,*1) un groupe d'élément neuteet soit (5;,*,) un groupe d'élément neute
Soitf un morphisme de groupe @Gg versG..
On appelle image dect on note Inf I'ensemble image dec'est-a-dire :
f(Gy) = Imf={yldG, / IxOGy; y = f(X)}.
On appelle noyau deet on note Kdr'image réciproque deef} c'est-a-dire :
Kerf = {xOG, / f(X) = &}.

Exemples

o Soitf: (R,+) > (R*,x). On a Kef = {0} et Imf=R.
X — expx

. Soitf: (Z,+) > (Zj2z,%). On a Kef = 2Z et Imf = Z27.
p—p

Propriété

Soient Gy,*1) et (Gz,*2) deux groupes et d'éléments neutres respectifis,.
Soitf un morphisme de groupe Gg versG..
On a:finjective & Kerf={ei}.

Démonstration

(=) SoitxtKerf. On af(x) = e, =f(e).
Puisqud est injective, on obtient= e;.
(<) Soientxx'UG;.
Onaf(x)=f(x) = f(X) % [f(X)] " =&
= f(X) *f(xXD =
= fxx x =g
= X *; X" 'OKerf
= x*x Xtz = x=X.
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Propriété

SoitH; un sous-groupe d'un group® f+;) d'élément neutre,.

SoitH; un sous-groupe d'un groupB, f+,) d'élément neutre..

Soitf un morphisme de groupe @Gg versG..

Alors f(H,) est un sous-groupe @ et f*(H,) est un sous-groupe .

En particulier, Inf est un sous-groupe @ et Kerf est un sous-groupe @&.

Démonstration

O f(H.) sous-groupe dé..
o eil[1H; donc f(e;) = el0f (H,) etf(H.) = C.
. Soientb, etb, deux éléments d€H,).
3 a1|:|H1 / b1: f(al) etd a2|:|H1 / sz f(az)
On ab; *; (b)) = f(ay) *2(f(ax)) = f(ay) *> f(ax )= f(ar*1 a2 %).
Or a; *; & '[0H; carH; est un sous-groupe . Doncb; *; (by) *0f (Hy).
0 f(H,) sous-groupe dé;.
. eo[IH, et f(e;) = & doncedf (H,) etf(H.)=J.
. Soienta; eta, deux éléments de'(H,).
On af (a;)0H; etf(ay)dH, et dond (ay)*x(f (a2)) ™ OH, carH, est un sous-groupe &.
Orf (al *1 az_l) = f(al) *) f(az_l) = f(al)*z(f (az))_]'DHz
Donca; *; a ‘e f(H,).

Remarques
o Soitf un morphisme de groupes @eversG'. Sif est injective, Infiest isomorphe &.
. Soit (Gy,*1) un groupe d'élément neuteet soit (5;,*,) un groupe d'élément neute

Soitf un morphisme de groupes @eversG..
Alors, VxeG,, VaeKerf, x*; a*; Xx*eKerf.

Propriété

Soit (G,0) un groupe d'élément neute
Pour tout élémerd de G, on définit une application : G —» G
x— alOx da™

Ona:i) le = Idg

i) iaOib=lam

i) (o)t =i
ia est un automorphisme @eappelé automorphisme intérieur.
On note IntG) I'ensemble des automorphismes intérieur&de
L'applicationi : G —» Aut(G) est un morphisme de groupes.

ar— i,

On a Kei = Z(G) et, par définition, Inh= Int(G).
Démonstration

o i) Trivial
i) VxeG, (i 0in)(X) = ia(is(X) = ia(b Ox Ob™) =a O(b Ox Ob™) Da™
= (a0b) Ox O(a 0b)™ = ian(X).
i) Onaiiz1 Oa=ig1,,=ic.=Idsetde méme 0i,: =Ids. C'est-a-diré,» = (i,) ™~
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o Il reste a montrer que, pour tak G, i, est un morphisme car on a déja l'application régjpe.
VX, YeG, ia(x Oy) =a O(x Oy) Oa™
=—alxOeOyda™
zalxO(@* Oa) Oy da™
=(aOx0Oa™) O(aOyOa™)
=1a(X) Lia( y)
o D'aprés ii),i est un morphisme.
aeKeri < i,=1ds
& VXeG, 1(X) = 1ds(X)
& VXeG, alxOat=x
< VxeG, allx=x0a
< aeZ(G).

Remarques

o Int(G) est sous-groupe de AGY.
o G commutatif & Z(G) =G) < Int(G) ={ldg}.

Définition

Soientx ety deux éléments d'un groufs, ).
On dit quey est un conjugué des'il existe un élémemtdeG tel quey =gx g™

Propriété

SoitG un groupe.
La relation 7 définie parx.#y si et seulement est un conjugué deest une relation d'équivalence.

Démonstration

. VxeG, x=exe*doncx. #x.

. vXx,yeG, x.#y = 3geG/y=gxg™
Doncx=g*yg=g™y(g")™"
Puisqueg*eG, on obtient biety . %’ x.

. VX,y,=G, x.#y = 3geG/y=gxg*

y. #z = 39'eG/z=g'yg™

Doncz=g'yg™=9'(gxg") g =(g'0) x(g'9)"
Puisqueg'geG, on obtient biex. %’z

Remarque
. On peut donc dire queety sont conjugues.
. Les classes d'équivalence (qui forment une partdeG) sont appelées classes d'éléments

conjugués et parfois simplement classes conjuguées.
Propriété

SoientG un groupeH un sous-groupe de etg un élément dé&.
L'ensemble §hg™ / heH} noté gHg™ est un sous-groupe @Geappelé groupe conjugué Heparg.
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Démonstration

o eeH = geg'egHg®
= gg'egHg*
= eegHg® doncgHg'# J.
o SOienthl,hQEH.
(ghig)(@h.g™) ™ = (@hg™)((@H g™
=ghig™gh, g™
=g h; h2_1 g_l avech; h2_1€ H.

Propriété

SoitG un groupe.
La relation % sur les sous-groupes @Gedéfinie paH . /K < 3geG/K =gHg™ est une relation
d'équivalence. Deux groupes qui sont dans la mémseecd'équivalence sont dits conjugués.

Démonstration

. Réflexive : Il suffit de prendrg=e.
. Symétrique : (S§eG, alorsg'eG)

H. 7K = 3geG/K=gHg* = H=g'Kg=g'K(@g")™ = H.7K.
o Transitive : (S,g'eG, alorsg'geG)

H. %K = 3geG/K=gHg"

K.#ZL = 3g'eG/L=g'Kg™

DonclL =g'Kg™ =g'(gHg")g™ = (g'9)H(g'g) ™.

4. Sous-groupes distingues
Définition

Soit (G,0) un groupe et soll un sous-groupe da.
On dit queH est un sous-groupe distingué (ou normal) et oaldat G si et seulement &ixeG, VaeH,
X*a* X'teH.

Remarques

Avec les notations de la définition :

Autrement ditH < G < VxeG, xHx* < H.

Sieest I'élément neutre d& alorsG et {€} sont des sous groupes normauxGle

Si G est abélien, tous les sous-groupes sont distingués

L'intersection de deux sous-groupes distinguéaresbus-groupe distingué.

On a aussiH < G si et seulement §{H) < H pour touti eInt(G).

On dit qu'un sous-group d'un groupds est caractéristique si et seulemernj{id) = H pour tout
jeAut(G).

Propriété
Soit (G,*) un groupe et soll < G. On ai(H) = H pour tout Int(G).
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Démonstration

Vielnt(G), on ai*elnt(G). Donci*(H) c H. OrH = (i oi™)(H) =i(i™(H)) < i(H).
Puisqua(H) < H, on a bien(H) = H.

Propriété

Soient (51,*1) et (Gz,*2) deux groupes. Soiehl; <« G; etH, < G; et soitf un morphisme d&,; dansG..
Alors f(Hy) < f(G,) etf *(H,) < G.. En particulier, Kef < G..

Démonstration

Cela découle directement du fait qu@eG;, VxeHy, f(a*, x*; a?t) =f(a) *, f(X) *, f(a)™

Remarques
o En généralf (H,) n'est pas un sous-groupe normalzde
o Z(G) le centre d'un group® est un sous-groupe distingué de ce groupe.

Cela peut étre montré directement ou en utilisapropriété précédente avec l'application
i :G— Aut(G) puisque Ker=Z(G).
a— i,

En particulier, cela signifie que le centre est ninle.
Propriété

Soit (G,x) un groupe et sol un sous-groupe de.
OnaH<G < 4% =% et, dans ce caaH =Ha VaeGi.e. G/H)g = (G/H)a-

Démonstration

(=) On supposél <G.
VxeG, VYheH, xhx*eH. C'est-a-dire qu'il existe'ceH tel quexhx™ = h' ou encorexh=h'x.
VX,yeG, Xy 7y < X'yeH
< JheH/ x'y=h
< JheH/ y=xh
< Jh'eH/ y=h'x
< Jh'eH/ yxt=h'
< yxXleH
& Y Th X & X I Y.
(<) Onsuppose 7 =.%,.
VxeG, on a donxH = Hx c'est-a-dire<Hx* = H.

Remarques
. Sieest I'élément neutre d& on aeH=H =He.
o SiH < G, I'ensemble quotient est naBH.

Pour toutx deG, on note aus$t la classexdselony. 7 (ou. 4).
C'est-a-dire cK) ={yeH /x4 #y} = xH.
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Corollaire

Soit (G,x) un groupe. Les relations d'équivalence compatiblec la loik sont les relations de la forme
n. % 0U.74 OUH est un sous-groupe distingué@e

Démonstration

Soit. % une relation d'équivalence compatible avec laégb. SoitH la classe de I'élément neutreG@le
% compatible & gauche> . % =, %

.7 compatible a droite> . % = 44

D'ou. %y = u.%.

Remarques

o Si G est un groupe et Bl est un sous-groupe @& alors( ) gHg™ est le plus grand sous-groupe
geG

normal deG inclus dandd.

. Dans une structure quotient, si on veut pouvoimnit&implemenxxy =xxy , il faut que, i
est un autre représentantxde @t sist un autre représentantyle , alossy' =Xxy
C'est-a-dire. #x ety 7y = X'y % x[.

Propriété

Soit (G,x) un groupe et sol un sous-groupe normal &
L'opérationx sur I'ensemble quoti€By définie parvx, yeG/H, XXy =X xy donne une structure de

groupe a5/H.

Démonstration

# Loi de composition interne : évident.

# VX, V,ZeG/H, (XXY)XZ=XXYXZ=(XXY)XZ =XX(YX2) =XXYyXZ=XX(YX2).
# VXeG/H, XXxe=Xxxe=X etexXx=exx=X

# VXeG/H, XXXt =xxxt=BetxIXX=x1xx=8 cest-a-dirg™ =(X)"

Remarques

Soit (G,x) un groupe e < G.

. X est simplement not&™ ou "." ou " et est appelée loi quotient.
o G/H est alors appelé le groupe quotienGlparH.
. €=H est I'élément neutre du groupe quotiem.
o La surjection canonigue: G — G/H
X— X est un morphisme de groupes.
On a Keip =H.
On notep(g) =g ={ghouheH} =gH.
. Si G est un groupe commutatif, il en est de méme dupggauotient.

. L'opérationvX,yeG/H, XXy = XXy peut aussi s'écriregH,g'He G/H, gHg'H = (gg)H.
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Exemple

Cas particulier@,x) = (Z,+) etH = 3Z.

VX, YeZ, X . 7Yy < X—ye3Z.

Ona:0={x0Z/x 0} ={x0Z | x-003Z} = {x0OZ / x=0+ 3p ouplzZ}
1={x0Z | x #1} ={x0Z | x - 1037} = {x0Z [ x = 1 + 3p oup0Z}
2={x0Z | x 2} ={x0Z | x - 2037} = {x0Z | x = 2 + 3p oup0Z}

On a alors les opérations |

NI =IOl +
N[Ol Ol
Ol NI =
I OI[NI NI

Remarque

SoientE, F deux groupes dtun morphisme d& dansF.
On définit une relation d'équivalence &udite associée en posantIx,y{1E, x #y < f(X) =f(y).
Cette relation est compatible avec les loisxcaty < f(xy?) = e < xy'OKerf < E.

Soientd la surjection canonique associée g etj l'injection canonique dgE) dansF.

Il existe une unique bijection d& ,dansf (E) telle quef =j of o (décomposition canonique e
Plus précisément, est un isomorphisme.

Autrement dit, Inf est isomorphe B/kerf.

Sif est surjective, on a doficisomorphe &/kerf.

Application
Soiti : G —» Aut(G) ou ,:G—>G

a— i, x— alxOa™.
On obtient :

Z(G) est un sous-groupe normal @eet G/z(G) est isomorphe a Ir).
Propriété

Soit (G,x) un groupe et soll un sous-groupe normal &
SoitL un groupe ep un morphisme de groupes @eversL tel queH c Ker¢.

Alors il existe un seul morphisnge deGyH dansL tel qued =¢' op oup est la projection canonique.
De plus, Imp =Im¢' et Kerp' = Kerd/H.

Remarque
SiH = Kerd, alors Kep' ={€} et ¢' est injective.
Démonstration

. Il faut donc que l'opération qui, pour tautde G, consiste a associer a la clagbt'élémentd(g)
del soit bien une application uniqguement déterminéemenorphisme de groupes.
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# SigH =g'H alors il existen[IH tel queg' = gh.
D'oud(g") = d(gh) =d(g) d(h) orH < Kerd doncd(h) =e'ou e’ est I'élément neutre de
=9(9)e'=¢(9).
On définit bien une application en considérght GH — L

gH— ¢(9)
Par hypothésé' est uniqguement déterminée.

# SoientX,yG/H. On a 9'(XY) = ¢'(Xy) = ¢(xy) = ¢(X) ¢(y) = ¢'(X) ¢'(¥).
. L'égalité Imp = Im¢' est triviale.
o SoitK = Ker¢.
Par hypothésd{ — K. PuisqueH est un sous-groupe normal@gec'en est un dK.

D'ouK/H est bien défini et c'est un sous-groupésge
gHOKer¢' < ¢'(gH) =e' < ¢(g) =e' < glK < gHOK/H.

Corollaire

SoientG etL deux groupes.
Soient¢ un morphisme de groupes @eversL surjectif etH = Ker¢.

Alors il existe un seul isomorphisnpe deGyH dansL tel qued = ¢' op oup est la projection canonique.

On a alord = Im¢ =~ G/H = GKer ¢-
Propriété

SoientH etK deux sous-groupes d'un groupe
SiK <« G, alors le sous-groupe engendréldar K est I'ensemblel K = {hk ouh[OH etkOK}.

Démonstration

Il suffit de montrer quéd K est un sous-groupe &

Soit 1 I'élément neutre d&

# 1x1=10HK.

# Soienthyk; ethyk, deux éléments ddK avech,,h,lIH etk;, kK.
hika(h2kz) ™ = hikika ™t = hihy (hokake thy ™)
Or hih, M 0H etkik, *0OK carH etK sont des sous-groupes.
De plus, hokik, *h, K carK est normal.

Propriété

SoientH etK deux sous-groupes d'un gropeOn suppose que < G.
Alors i) HnK<H

ii) H/Hn k=HKK
Démonstration

) # H n K sous-groupe dé& donc c'est un groupe ldtn K [ H.
# SoitxOH n K ethJH.
hxh™eK carxeK etK normal.
hxh™eH carxeH etH sous-groupe.
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i) Soitp la projection canonique dedansG/k. On posex = pu (Ia restriction de aH).
Po est un morphisme de groupesHidansGk.
On aKempo=H n Kerp=H n K donc Impo = H/kerpo=H/H n K
Or Impo = {hK /heH} donc Imp, = HK/K.

Propriété

SoientH etK deux sous-groupes d'un groupeOn suppose qug < G, K< G etK [0 H.
Alors Hik < Gk et G/k)/ (H/K) = G/H.

De plus, l'applicatiofi : Gixk — GyH est un morphisme de groupes.
gK— gH

Démonstration

Montrons, dans un premier temps, d@st bien une application uniquement définiegksE g'K alors il
existek[IK tel queg' = gk PuisqueK — H, on a biergH = g'H.

SoientgK,g'KOG/K.

f(gK g'K) =f(9g'K) = gg'H = (gH) (9'H) = f(9K) f(g'K).
Kerf={gK/f(gK) =H} ={gK/gH=H} ={gK/glOH} =H/K
On a dondH/k <« Gk et Imf ={gH / g0G} = G/H.

Définition

Soient Gj)i-1, une famille finie de groupes.

Pour tout entier compris entre 1 et -1, soitfi un morphisme d&; dansGi...
On peut représenter cette situation pag HEN G, & Gs 5 Gt g G,
Cette suite est dite exacte si et seulement §idderf., pour tout = 1,n-1.

Remarque

Il existe, a un isomorphisme pres, un seul groupe @nique élément que I'on peut noter 1 et un seul
morphisme de 1 dars ou deG dans 1.

Dire que la suitd — G -»> G’ est exacte signifie duast injective.

Dire que la suit&s > G — 1 est exacte signifie guest surjective.

Propriété

SoientG un groupe e < G.

Soienti l'injection canonique dil dansG ety la surjection canonique d&dansG/H.
La suitel - H - G -5 G/H — 1 est exacte.

Définition

Soit G un groupe et soieatetb deux éléments de.
On appelle commutateur destb I'élément §,b] = aba’b™ = ab(ba)™.
On appelle groupe dérivé @ele sous-group®(G) =<[a,b] / (a,0)eGxG>.
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Remarque

L'ensemble des commutateurs n'est pas en génégabupe.
Propriété

Soit G un groupe et soieatb etc trois éléments dé.
a. [a,h] =1 < aetb commutent

b. [a,b]™ =[b,q]

C. [a,bd =[a,b] b[a,d b™

d. [ab,d =a[b,d a'[a,d

Démonstration

a. ab(ba)*=1 < ab=ba

b. [a,0] = (@aba'b™)™ =bab'a™

C. [a,0] b[a,d b*=aba'™baca’c? b'!=abca'ch™=a(bc)a*(bc)™
d. al[b,d a'[a,d =abcb’ctataca'c?=abcb'a’c? = (ab)c(ab)™*c*

Propriété

SoitG un groupe.

1. D(G) < G etG/p(G) est commutatif

2 SoitH < G tel queG/H soit commutatif alor®(G) < H.

3. SoitH un sous-groupe de tel queD(G) < H alorsH < G et G/H est commutatif.
4 Soitf : G —» G' un morphisme de groupes alé(®(G)) — D(G)).

De plus, sf est surjective, alofgD(G)) = D(G)).
Démonstration

1. e vg,a,beG, da,blg™ = [gag’,gbg’]
Soientcy, ¢, ....,ceD(G).
VgeG, gGCLs...ag ™ = (9ag™)(9eg™)(9eg™) - @ag™)eD(G).
) Soitp : G — G/p(G) la projection canonique.
va,beG,p(@)p(b) = p(b)p(a) < [p(a),p(b)] =1 = p([a,b]).
2. SoitH< G .
Soitp : G — GyH la projection canonique.
On ap est surjective.
Par hypothése¥/a,be G, p(a)p(b) = p(b)p(a)
C'est-a-dir@([a,b]) =1 < [a,b eKerp.
< D(G) =Kerp=H.
3. VvgeG, YheH, ghg* = ghg* h™*h =[g,hlheH.
DoncH <« G.
Soitp : G — GyH la projection canonique.
On a p(a),p(b)] = 1 carD(G) — Kerp =H.
4. Va,beG, f([a,b]) = [f(a),f(b)].
D'ou l'inclusion.
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Définition

SoitG un groupe.

La suite de groupe®((G))nn définie paDy(G) = G etDn.1(G) = D(D4(G)) pour tout entien > 0, est
appelée suite dérivée &

Propriété

SoientG un groupe e un sous-groupe de

Soitf un morphisme d& versH.

Pour tout entien, f(Dn(G)) < Dq(H).

De plus, sf est surjective, alof{D,(G)) = Dn(H).

Démonstration

Récurrence trivial via le 4° de la propriété préuséd.

Remarque

Cette propriété reste vraie, en particulier, loesgu= G et quef est un automorphisme &
Définition

Un groupeG est dit résoluble si et seulement si il existeentiern tel queD,(G) = { €}.
Définition

On appelle suite normale d'un groupé¢oute suite finie deneIN* sous-groupes dé vérifiant :
Gn<dGni1<...94G aGy =G

Propriété

SoitG un groupe.
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Gestrésoluble

(2) Il existe une suite dmeN* sous-groupes distingués @e{e} =Gnc Gric..c G c G =G
tels queG/Gy.1 soit abélien pour tout entigrcompris entre 0 eh — 1.
3) Il existe une suite dmeN* sous-groupes d&, {€} =Gn<Gn1<...<G1 < Gy =G tels

queG/Gy.1 soit abélien pour tout entigrcompris entre 0 eh — 1.
Démonstration
1) = (2) Gi=Du(G).
(2) = (3) Trivial.

(3)= (1) On ab(Gy) < G-
Donc, on obtient par récurrence @f€G) = Gy pour toutk.
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5. Groupes symétriques

Définition

SoitE un ensemble non vide.

On appelle permutation detoute bijection d& et on note&SE) I'ensemble des permutationskEle
En particulier,S, est 'ensemble des permutationdNje= {1, 2, ...,nfoun= 1.

Rappel

Card(S,) =nl.

Propriété

Pour tout ensemble non viée (SE), 0) est un groupe.

Démonstration
En effet,
. La composée de deux bijections est une bijection.
. La loi o est associative.
. Ide est bijective.
. Toute application bijective admet une réciproque * qui vérifiepop ' =p top = Ide.
Remarques
. Le groupe §E), 0) est appelé groupe symétrique (ou groupe desytations).
En particulier, &, 0) est appelé groupe symétrique d'ordoz de degra.
. De plus, si deux ensemblEstE' sont équipotents et giest une bijection de dansE', alors,

I'application qui, a toute bijectiamdeE, associe l'applicatioh oo o¢™ est un isomorphisme de
groupes d&E) dansSE'). Cette derniére remarque permet de ramener ¢@udjyroupe des
permutations d'un ensemble flBia celle de&s, oun est le cardinal dE.

Notation

Soit l'applicationp : {1, 2, 3, 4, 5, 6}- {1, 2, 3, 4, 5, 6}
définie par $(1)=5,¢(2)=2,¢(3)=1,$(4) =6, $(5) =3 etp(6) = 4.
On peut représentérdes facons suivantes :
(123456
o0 '[ 52163 4}'
. ¢ =(153)(2) (4 6):onditque I'on a déecompospdanutation en cycles.
Remarques

. L'objet (1 5 3) est le méme que (5 3 1).

. Soitd =(153)(2) (46)et=(1634) (25).
Onapotr=(145236).

. On note aussp T pourd ot et I'on parle de produit a la place de composition
Mais attention, ce produit n'est pas en générahcotatif.
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Définition

SoientneN*, pe§, etkeN;.
On appelle orbite die pourp et on note Orftk), Orbk) ou simplement (k) I'ensemble §°(k) / peN}
avec la conventiop® = Id.

Exemple

soia=(12345 %)es

Ona: Orb(1F{1, 3, 5} = Orb(3)=Orb(5),
Orb(2)={2} et
Orb(4)={4, 6} = Orb(6).

Propriété

SoientneN*, pe S, etkeN;.
On a OrbkK) ={p°(k) / peNn-1}.

Remarque

Cela signifie gu'il suffit de calculer un nombreifdepP(k) pour avoir Orbk).
Ce nombre est au maximum{de 0 an — 1), mais ce n'est pas forcémer{voir exemple précedent).

Démonstration

Soit I'ensembl® = { p3(K) / seN, -1} ={k, p(K), p*K), ...,p" *(k)}. P est un sous-ensemble Hg*.

. Si P contientn éléments différents, aloB=N.* et Vr >n -1, p'(Kk) eP.

. Si P contient au plus — 1 éléments différents.
Donc au moins deux éléments parrkig(k), p*K), ...,p" *(k)} sont égaux.
Soiti le plus petit indice tel que(k) apparaisse deux fois darls p(k), p*(K), ...,p" *(K)}.
Soitj le plus petit indice différent deel quep'(k) = p'(K).
On a obligatoiremerit= 0 car sinonp' %K) = (p 20 p)(k) = (p * 0 P)(K) = P "}(K) : ce qui est
contraire aux hypothéses. D'pk) = k.
Pour tout entier, on ar = pj + g avec (< q <j et dong'(k) = p”*4(K) = p(K) o0 p”(K) = p%(K).

Remarque
Avec les notations de la démonstration, on a datg(K) = {p3(k) / 0< s<j}.
Propriété

SoientneN* et peS..
La relation #, définie sumN; parx.#,y < yeOrhby(X) est une relation d'équivalence.

Démonstration
# VxeN;, x = p°(X) doncx. %, x.
# vx,yeN;, soiti le plus petit entier non nul tel gues p'(X).
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X %Yy = yeOrh,(X)
= il existe un entier <i tel quey = p'(x).
= il existe un entier <i tel quep'"(y) = p"(p'(X)).
= il existe un entier <i tel quep™(y) = p'(X) = x.
= xeOrby(y) = vy % x
# Soitx,y,z=N;.
X 7%y = yeOrh,(x) = il existe un entier tel quey = p'(x).
y %,z = zeOrhy(y) = il existe un enties tel quez = p(y).
On az = p%y) = p*(p'(¥) = P*"(X).

Remarques

. Soit A une orbite d'une permutationde S, (neN*).
On aog(A) = A et la restriction de aA est une permutation de
Pour toutx deA, on aA = Orh,(x).
. Soit A une orbite non réduite a un élément d'une perioatatde S, (neN*).
Alors g(x) # X pour toutx deA.
En effet, sio(X) = X, alors Or(x) = {a"(X) / peN} ={x} = A ce qui contraire aux hypotheses.
Plus précisément, onfe= {x, a(X), 6%(X), ...,a"(X)} ol p est le cardinal dA.

Définition
SoitneN*.

Une permutation d&, est appelée un cycle si et seulement si elle asgale qu'une seule orbite non
réduite a un élément.

Exemple

Soitd =(1) (5326) (4) (7) (BeSs. ¢ est un cycle que I'on peut noter simplengent(5 3 2 6).

Remarques
. On peut aussi considérer un cycle comme la rasmickune permutation donnée a une orbite.
. Le nombrep d'éléments du cycle= (a; & ... &,) est appelé la longueur get {a; a, ... a,} est

appelé l'orbite dg. On dit aussi que est unp-cycle.
Propriété
Un cycle de longueys est d'ordrep c'est-a-dire/ P = Id.
Propriété

Soientp eto deux cycles d&, (neN*) de méme longueuyp.
Alors il existe une permutatiandeS, telle quep =u oo ou™. On dit quep ets sont conjugués.

Démonstration

On suppose que = (&, &, ... &) eto = (by b, ... by).
Puisque carflb, b, ... b} = card{a; a; ... ay}, il existe une bijection delf; b ... b} dans {a; & ... ap}
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Considérons une extension de cette bijection :
Soitu: Ny — Nj

b — &

X— X Sixg{by, by, ...,bp}
Sii=p, (Uooou™)(@) = u(e[u™(@)]] = ula(b)] = u[bi.1] = a.1 = @(a).
Sii=p, (Uooou™)(a) = u(e[u™(ay)]] = ula(b,)] = u[by] = a = p(ay).
Et Woo ou™?)(X) = x sixg{by, by, ...,bp}.

Définition
Soitn[IN* et soienti, J[IN.

On appelle transposition det dej et on notq; ; la permutation d&, définie par T (i) =j, T,;(j) =i et
T,j(K) = k pour toutk[IN;; tel quek # i etk .

Remarques
. Une transposition est un cycle de longueur 2. Qn petert; ; = (i ).
. Une transposition est une involution itg.o T, ; = Id.

Propriété

Soientn,plJN* avecp < n. Soienta, &, ...,8,[IN*, deux a deux différents.
On a @y & as au... &) = (a1 &) (2 @) (as @) ... @-1 ).

Exemple
Cela donne, par exemple, (1 2) (231 2 3)
Démonstration

Soitd = (a1 &) (@ &) (@ &) ... @-1 a)-
On a¢(a,) = a1 etp(a) = a1 pour tout I<i <p-1.

Définition

SoitnON*.
On appelle permutation circulaire &etoute permutation (d§,) qui ne possede qu'une seule orbite.

Exemple

DansS;, ¢ =(1 3 4 2) est une permutation circulaire.
Remarque

Sin> 2, une permutation circulaire &est un cycle de longuenr
Propriété

La composition (le produit) de cycles disjointet-a-dire dont I'intersection des orbites est)vade
commutative.
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Remarques

. Un cycle n'intervenant que sur une seule orbitexa@gcles disjoints n'agissent que sur des entiers
différents.
Par exemple, (1 3 4)(2 5)(25)(1 3 4).

. Mais un produit de cycles non disjoints n'est pasmutatif.

En effet, si par exemple = (1 2) etp.=(2 3),on g 0p2=(123) etp0p1=(1 3 2).
Propriété

Toute permutation se décompose en une compositioproduit) de cycles disjoints et cette
décomposition est unique a l'ordre pres des cycles.

Remarque

On obtient simplement cette décomposition en c@naitt les cycles sur les différentes orbites en ne
conservant que celles non réduites a un élément.

Exemple

Soit I'applicationp : {1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8b {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} définie par :

$(1)=5,0(2)=7,9(3)=6,0(4)=4,¢(5)=8,¢(6) =3, ¢(7) =2 et¢(8) =1 .
Onap=(158)(27)(36).

Propriété
Pour tout entien > 2, S, est engendré par ses transpositions.

Remarques

. Cela signifie que toute permutation peut s'exprictgnme une composition (un produit) de
transpositions.
. Cette décomposition n'est pas unique.

Exemples

. Soitp=(134) (23). Ona=(13) (34) (23).
. Soitp = (1 2 3).
Onap =(1 2) (2 3). Mais aussp = (1 3) (1 2).

Démonstration 1

On raisonne par récurrence sur le nontbde S..

o Sin:2,82:{|d, T1,2} avec |d:T1,20T1,2.

. On suppose la propriété vraie au rangl et soitpllS..
Sip(n) = n alors la restriction dp a {1, 2, ...n— 1} appartient &,-: etp en a la méme
décomposition en transpositions.
Sip(n) =m# n, alorst,» 0 p est une permutation & qui vérifie {,m o p)(n) =n.
Nous sommes donc dans le cas précédgntat,, 0 (T,m 0 p) avect,, 0 p qui peut se
décomposer en produit de transpositions.
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Démonstration 2
Cela découle directement du fait que tout cycleg pewdécomposer en un produit de transpositions.
Propriété

Soitn[IN* et soienti,j [IN.*.
SIJ > i, alorSTi,,- =Tii+1 OTi+1j+2 0 ... OTj-2j-1 0 Tj-1j OTj-2j-1 O ... OTi+zj+2 O Tjji+1.

Démonstration

Sip=(>i+1)(+1i+2)...(-2j-1)(-1)) (-2j-1)..(+Lli+2)(i+1l),ona:
p(i) =j, p(i) =] etp(k) = k pour touti <k <j (cark apparait dans 2 transpositions).

Corollaire
Pour tout entien > 2, S, est engendré par les transpositions du typeou 1<i<n-1.

Remarque

Le nombre de transpositions d'une décompositiamedaermutation peut varier. Mais nous allons voir
gue la parité de ce nombre reste la méme.

Définition

Soitn[IN* et soienti,j [IN.*.
On dit que le couplg,{) présente une inversion pour une permutgtioeS, sii <j etp(i) > p(j).

Exemple

Soitp = (1 4 2) danss.. On doit étudier le signe qxj) — p(i) : i peG) - pe()
112 -3
1] 3 -1
1|4 -2
2 |3 2
2 | 4 1
3|14 -1

Il'y a entoutC? couples,() possibles. Quatre couples présentent une inversio

Remarque

SoitnON*. Il y a C2 couplesi( j) tels qud, j ON*, eti <j. Le produitp = H (j — i) est un entier positif.
SoitllS,, on s'intéressef@ = H @@) — o).

Si I'on reprend I'exemple précédemt; (1 4 2) danss,, on a :
p=(2-1)B-1)(4-1)3-2)(4-2)(4-3)=(1)(2)(3)(1)(2)(1) et

p = (=3)(-1)(=2)(2)(1)(1).

On remarque que' etp ne peuvent différer que par le signe. Le nombreadistractions qui changent de
signe est égale au nombre d'inversions.
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Définition

SoitnN* et soitellS..
I—JI 9() — (i)
T1G-1

i)

On appelle signature deet on notes(¢) le nombres(¢) =

Sia(¢) >0, on dit quep est paire.
Sio(¢) <0, on dit qued est impaire.

Exemple
Toujours avec le méme exemptes (1 4 2) danss,, on ao(p) = 1.
Propriété

Soitl le nombre d'inversions d'une permutatjode S oun= 2.

On ao($) = (-1) et doncl:j[ ¢() - ¢@) =1 I1G-).

i<j

Remarque

1;I(¢(J') - 6() = (-1) l_JI(J —1).
Démonstration

Soit$0IS..

On ad(N;) =N;.
DoulTiice..m (0G) = ¢() = I abmu.. (b—a) et dOﬂCli:jI @0 - o)) = 1_11 (Tl

Etant donné que-i est positif et que seuls les couples présentantnuersion sont tels que
¢() — (i) <0, le signe dd_—[ ®() — ¢(i)) dépend du nombre d'inversionsdde
i<j

Remarques

. La parité d'une permutation est donc égale a iéépdm nombre total d'inversions qu'elle produit.
. La signature d'une transposition et

Exemple
Avecp =(1 4 2) dans§, on ac(p) = (-1)* etp paire.
Propriété

La signature est un morphisme de groupeSieo] dans (f 1, 1},%) c'est-a-dire :
0f,g0dS, on as(f 0 g) = a(f) % a(Q).

Démonstration

On ali:,-[ ((fog)(j) - (fog)(i)) =a(fog) 1_][(1 —i).
Ofli:j[(f[g(J')] = flg()]) = a(f) 1_1[ (90) - 9()) = a(f) a(9) l_JI(J —1).
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Remarque
Le noyau de ce morphisme (c'est-a-dire I'ensemddgodrmutations d& de signature 1) est appelé

groupe alterné d'ordireet on le noté\..
Les éléments dA, sont appelés les permutations paires et cels &, les permutations impaires.

Corollaire

Soitmle nombre de transpositions dans une décomposjtieftonque d'une permutatiprde S, ou
n=2. Onas(¢) = (-1)™

Remarque

Ce dernier corollaire donne une méthode plus ragireles précédentes pour déterminer la signature
d'une permutation.

Par exemple, g =(1 2 6) (4 5) dan$;, on ap =(1 2) (2 6) (4 5) et(d) =- 1.

Propriété

Soit¢$ une permutation dg, etm son nombre d'orbites.

On aog(¢) =(-1)"™.

6. Groupes opérant sur un ensemble
Définition

Soit (G,x) un groupe d'élément neutre 1Eatin ensemble.

. On dit queG opére suE si et seulement si il existe un morphisme de geetpde G dansSE).
o On dit queG opére fidelement s ou queG est un groupe de permutationsklsi et seulement
si Kerd = {1}.

o Si cardE = n, on dit queG est un groupe de degné
Notation

Si G opeére sukE et si¢ est un morphisme deé dansS(E), pour toutg deG et pourx deE, on noteg.x
I'élément deE défini pard(g)(X).

Propriété
Soit (G,x) un groupe d'élément neutre 1.

On dit queG opére sur un ensemitesi et seulement si il existe une applicatiorGde E danskE dont
I'image du coupleg(X) est notéeg.x telle que :

i) 1x=x VxeE
i) a.(bx) =(ab).x vxeE, Va,beG
Démonstration

(=) Trivial car$(1) = Id.
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(<)

Pour toutg deG, soitg, : X+— g.x et soitd : g+— gy
# aq est une bijection. En effet, I'applicatior < g™.x est la réciproque dg, car,VxeE,
(6410 76)(X) = 7g1(06(X)) =g2(3X) =g™(gX) = (@g)x = Lx=x.
¢ est donc une application GedansSE).
# ¢ est un morphisme.
En effet,vxeE, Va,beG, g.(X) = (ab).x = a.(b.X) = a.(ou(X)) = ga(on(X)).
C'est-a direga, = g2 0 g, 0U encoreb(ab) = ¢(a) o d(b).

Remarques

SiG opere sur un ensemtiigon a :x=y « ax=ay Vx,yeE, VaeG.

Autrement dit, tout élément d& est simplifiable pour la loi externe.

Si G opeére sur un ensemtte nous appellerons noyau de I'applicationgi® (— gx le noyau du
morphisme de groupes (edansSE)) associé c'est-a-dire I'ensemble des élénsedées tels
queax=x VxeE.

Exemples

SoitE est un ensemble.

SE) et tous ses sous-groupes operenesur

Si G est un group&; opére sur lui-méme par la translation a gauche :
VoeG, VxeG, g.x=gx

Si G est un groupé&; opére sur lui-méme par la translation a droite :
VgeG, VxeG, gx=xg™

Si G est un groupé&; opére sur lui-méme par automorphisme intérieur :
VgeG, VxeG, gx=gxg"*

Soitay : X — gxg* et soitd : g +— gy,

Le noyau de I'applicatiof est le centre dé c'est-a-dire

Kerp =Z(G) ={geG/ VxeG, gxg* =x} ={geG/ VxeG, gx=xg}.

Si G opeéere sur un ensemkie on peut faire opérés de maniére canonique suf(E) :
g.X={gx/xeX}

Si G opere sur un ensemkie on peut faire opérés de maniére canonique gt E :
g.(a,b) =(g.a,9b)

Si G opere sur un ensemiiteet F est un ensemble, on peut faire op&eate maniere canonique

surFE={f:E - F}avec l'opérateurgf)(x) = f(g.X).

Définitions

Soit G un groupe qui opére sur un ensentblet soitF un sous ensemble &
On appelle fixateur dE I'ensemblese = {ge G / VxeF, g.x=x}.

On dit queF est invariant pa6G si G- = G.

On appelle stabilisateur del'ensembles(F) ={geG/g.F = F}.

On dit queF est stable pa® si G(F) = G.

Remarques

SiF ={x}, on a alorsGr = G(F). Le stabilisateur (ou fixateur) dieest alors not&, et est aussi
appelé groupe d'isotropie delansG.

Si G opere sur lui-méme par automorphismes intérieissFe= {x}, alors G, est I'ensemble des
éléments d& qui commutent avex
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Propriété

Soit G un groupe qui opére sur un ensentble
SoitF un sous ensemble &
Gr et G(F) sont des sous-groupes@e

Démonstration
o # vxeF, 1x=xdonc EG:.
# va,beGe, VxeF, (ab).x=a.(b.x) = ax=xdoncabeG.
# VaeGy, VxeF, x=1x=(a?a).x=a™(ax) =a*xdonca’eGe.
o # vxeF, 1F =F donc kG(F).
# va,beG(F), (ab).F = a.(b.F) = aF =F doncabeG(F).
# VaeG(F), VxeF, atF=a™(aF) =(a™a).F=1F =F et doncaa™*eG(F).

Propriété

Soit G un groupe qui opére sur un ensentbkt soitF un sous ensemble &
Gr < G(F) etG(F)/cr est isomorphe a un sous-groupexie).

Démonstration

PuisqueG(F) est un sous-groupe @& G(F) opére SsuF.
Donc il existe un morphisme : G(F) - SF).
Kery ={geG(F) / w(g) = Id¢} = Gr.

Propriété

Soit G un groupe qui opére sur un ensentblet soitx un élément d&.
Alors, pour tout élémerg deG, on aGyx = gGg ™

Démonstration

heGyx = h.(g.X) =g.x
= (hg).x=gx
= g*[(hg).x =g™(9x)
= (g*hg).x=x
= gthgeG,
= hegGg™

Remarque

Cela signifie que les sous-groupes d'isotropieded éléments d'une méme orbite sont conjugués.
Définitions

SoitG un groupe eK un sous-groupe da.

G opére sur lui-méme par automorphisme intéristgeG, VxeG, g.x = gxg™.

Le fixateur deK dansG est appelé centralisateur idelansG et est not€s(K).
Le stabilisateur d& dansG est appelé normalisateur idedansG et est notég(K).
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Remarque

Autrement ditCg(K) = {geG / gkg* =k VkeK} et Ng(K) ={geG/gKg* =K}.
On aK < Ng(K).

Corollaire

SoitG un groupe eK un sous-groupe da.
Ce(K) < Ng(K) etNg(K)/cs(K) est isomorphe a un sous-groupe de Kut(

Propriété

Soit G un groupe qui opére sur un ensenthle
La relation #© définie suiE parx.#°y - [OgOG/y=g.x est une relation d'équivalence.

Démonstration

# VXUE, 1x=x doncx . #° x.

# VX VIE, X . #°y « [OgOG/y=g.xX
= X=gLy
= y.#°x

# VX,Y,ZJE, X . #°y < OgOG/y=g.Xx
y.#°z - Og0G/z=gy
= z=0"".(9x)
= z=(9'9)X
= X7z

Définition

Soit G un groupe qui opére sur un ensentblet soitx un élément d&.

On appelle orbite desuivantG la classe d'équivalence ’suivant #°.

Deux éléments d'une méme orbite sont dits conjugués

On dit queG opere transitivement (ou q@eest transitif) SUE si et seulement si il n'y a qu'une seule
orbite c'est-a-direyx,y{IE, [IgldG / y = g.x.

On dit aussi qu& est unG-espace homogene.

Remarque

Dans le cas oG opeére sur lui-méme par automorphismes intérid'orbjte dex(eG) suivantG est aussi
appelée classe de conjugaisorxaiansG.
En effet, cet orbite est composé des conjuguésdaasG.

Propriété
Si G est un groupe et Bf est un sous-groupe & alorsG opére transitivement suGH), par :

VgeG, VxeG, g.xH = (gXH.

Le noyau en egt) xHx?!
xeG
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Démonstration

o # On a bienvxeG, 1.xH = (IX)H = xH.
# VxeG, Va,beG, a.(b.xH) = a.(bx)H
= (a(bxX)H
= ((ab)x)H
= (ab).xH
. VxH,yHe(G/H)q4, On poseg = yx™.
On ag.xH = (gxH
= (yx*x)H
=yH.
o SoitgeG tel que,vxeG, g.xH = xH.
Onadonc: g YH=xH VxeG

&< X'gxeH VxeG
& gexHx? VxeG
< gef ) xHx™

xeG
Propriété

Soit G un groupe qui opére sur un ensentblet soitx un élément d&.
L'orbite G.x est finie si et seulement si le groupeest d'indice fini dan&.
Dans ce cas, ca(®.x) = (G: Gy).

Démonstration

On considere l'applicatiop : G — G.x

g— 0g.X
Soit. 7 la relation d'équivalence définie gBipar : a.#b < a'beG..
Nous avons vu que la classealeelon 7 estaG..

On note G/Gx)y I'ensemble quotient selow.
Soientg;, g, deux éléments dé.
$(9) =0(%) < GX=0X

&S QX=X

&S @ l0eGy

Donc les ensemblds.x et (G/Gx)g SONt €équipotents.

Remarque

Puisqu'un group& opeére sur lui-méme par automorphisme intérieunplabre des conjugués d'un
elémentx deG est égale &3: G)).
De plus, siG est fini, ce nombre est un diviseur de ¢&Xx

Corollaire

Soit G un groupe qui opére sur un ensembleHini

On suppose que, X, ...,X% sont des éléments @etels que les,, , , ..Gx
deux distinctes d& danskE.

Alors carcE = card(G.x) + card(G.x) + ...+ card(G.x) = (G : Gy,) +(G: Gy,) +...+ (G : Gy,).

, soient Bsorbites deux a
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Propriété

Soitn un entier non nul gg un nombre premier.
Si G un groupe fini de cardinal, alorsZ(G) = {€}.

Démonstration

On peut faire opérds sur lui-méme par conjugaison (automorphisme ieté}i

Pour toutx deG, on axeZ(G) & Gx={x} © G=G; < (G:G) =1.

Soientxy, X, ..., Xn les €léments dé tels que le$,, Gy, , ..Gx, Soient IBsorbites non réduite a un
point et deux a deux distinctes.

Alors cardG = cardZ(G) + (G: G4,) +(G:Gy,) +...+(G: Gy,).

Tous le§G: G,) sont des puissancepafférentes de 1.

Si cardZ(G) = 1, p divise 1 : absurde.

Théoreme

Tout groupe est isomorphe a un groupe de permatatio
Démonstration

Pour tout élémerd deG, la translation a gauclag : X — ax est une bijection dé et lI'application
a— g, deG dansS(G) est un morphisme injectif.

Définition

Soit G un groupe qui opéere sur un ensentblet soitm un entier non nul.

On dit queG opérem-ransitivement suE (ou queG opéerem-fois transitivement sug ou queG est
mtransitif surE) si et seulement si, pour tout couplendeplets d'éléments différents Bgxi, X, ..., Xm)
et (1, V2,..., Ym), il existegllG tel quey; = g.x pour touti compris entre 1 eh.

Propriété
Pour tout entien > 3, le groupe?, opeére f —2)-transitivement suX; mais pasr{ — 1)-transitivement.

Démonstration

o PosondN; ={a, a, .. ,a} ={by, by, .. ,bn}.
Sans perte de généralité, on peut considérer lssestsemblesal, ay, .. ,a.-} et {by, by, .. b2}
Soitd la permutation d&, telle qued(a) = by pour tout entier compris entre 1 at— 2.
Soitt la transpositionlg,-; by).
Si ¢ est paire (i.epJA,), on obtient le résultat. Sin@no t est paire et vérifie biem (0 1)(a) = b
pour tout entier compris entre 1 et— 2.
. Posonsy = b =i pour tout entier compris entre 1 et— 2.
De plus, on suppose gag: =b,.=n-1etquea,>=br-1=n-2.
La seule permutatiom deN;, telle ques(a) = b pour tout entier compris entre 1 et — 1 est
la transpositionr(— 1 n) qui est impaire.
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Définition

On appelle groupe diédral d'ordre: 3 le groupe des isométries du plan euclidien goservent un
polygone régulier convexeracotés.

/ \\ ///\

)

e

Sroupe digdral : cas n pair Groupe diédral @ cas m impair
Y4
Proprieté

Le groupe diédral d'ordme> 3 contient & éléments :
o n rotations de centre le milieu du polygone, etgla2xk X% (pourk variant de 0 & — 1).
) n réflexions.
Sin est pair, les axes de ces réflexions sont lesedr@ignant un sommet au sommet
Opposé, et les droites passant par les milieweds dotés opposés.
Sinest impair, il n'y a qu'une famille de réflexiohsurs axes joignent un sommet au milieu du
c6té opposé.
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