Chapitre 5 : Limites
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Dans tout ce chapitre, f est une fonction de R dans R dont I’ensemble de définition Dy est une
partie de R ou R tout entier.

1 Voisinage et adhérence

Définitions 1.1

Soit £ un sous-ensemble de R. On dit que :
E est un voisinage de +00 si et seulement si 34 € R (A > 0) / ]A4;+oo[C E.
E est un voisinage de —oo si et seulement si 3A € R (A <0) / ] —o0; A[C E.
E est un voisinage de zp € R si et seulement si 3h >0/ |zg — h;zo + h[C E.
L’ensemble de tous les voisinages de a € R = R U {—o00; +00} est noté V(a).

Exemples 1.2

e | — 3;+o00[ est un voisinage de +oco. En effet |1;+oo[C] — 3; +o00].
e [2;+00[ est un voisinage de +o00. En effet |3; +oo[C [2;+00].

1 1
[1; 5] est un voisinage de 2 car ]2 — 5;2 +3 [ C [1;5].

[1; 5] n’est pas un voisinage de 1.
Va € R et Vh € RY, [a — h;a + h] est un voisinage de a.
En effet, Ja — %;a + 2[C [a — h;a + 1]

Propriété 1.3

Pour tout @ € R, la loi N est une loi de composition interne sur V(a), c’est-a-dire, si Vi € V(a) et
si V5 € V(a) alors V1 NV; € V(a).

Démonstration

On sépare les cas.
e Siag=+o0.
Vi€V(a) & A1 >0/ ]A1;+00[C V1.
Vo €V(a) & JAz >0/ ]Ag;+o00[C Va.
Soit A = sup(A4i; A2).
On a |Ay; 4+o00[N]Ag; +oo[=]A; +o00[C VI N Vs
e Siag= —o0 : similaire.
e Sia€R.
VieV(a) & Fh1 >0/ ]a—hi;a+ hi[C V1.
Vs EV(a) & Jhy > 0/]a—h2;a+h2[c V5.
Soit h = inf(hl; h2)
Ona la — hi;a+ hi[N]a — hoja + he[=la — h;a+ h[C ViNnVa. o



Définition 1.4

Un élément ¢ € R = R U {—o00;+00} est adhérent 3 une partie E de R si et seulement si tout
voisinage de a rencontre F, c’est-a-dire, si et seulement si VV € V(a), VN E # 0.

Propriété 1.5

Soit £ un sous-ensemble de R.
On a : +oo est adhérent & F si et seulement si VA € R, |A;+oo[NE # (.
On a: —oo est adhérent & F si et seulement si VA € R, | — oo; A[NE # 0.
On a: zg € R (o fini) est adhérent & F si et seulement si Vh € R, h > 0, Jzg — h; 2o + h[NE # 0.

Exemples 1.6

e +o0 est adhérent & ]0; +oo[ = RY.
En effet, VA € R, |A4;+oo[NRY =]A4;+00[(# 0) si A > 0 et JA;+oo[ NRY = R (# 0) si A <0.
1 1

hérent & E = -
e +00 est adhérent & nLEJ]N {n T + 4]
En effet, VA € R, sup(0, E(A) + 1) €]A;+o0[ et sup(0, E(4)+1) € [n— 3;n + 1] pour n = E(4) + 1.
e +o00 n'est pas adhérent & [0;101%7].
1 est adhérent & ]0;1].
1 est adhérent & ]0; 2.
0 est adhérent & | — 1;0[U]0;2].

Remarque 1.7

Sizg € Dy (fini), alors zg est adhérent & Dy car Vh € RY,, Jzg — h; o + h[NDj contient au moins .

2 Généralités
Définition 2.1

Soient a,l € R tels que a soit adhérent & D ¢- On dit que f tend vers [ quand z tend vers a et on
note li_1)n f(z) =1siet seulement si: VV eV(l),IVyeV(a)/ f(VuoNDy) CV.
r—a

Remarque 2.2
On veut exprimer mathématiquement le probleme :

X —— a
I I

)

| |

f(;<) f(;a)

Mais pour avoir une définition correcte, il faut penser au problémes suivants :

Sia = 400, f(a) n’existe pas.

Idem pour a = —oc.

Méme si a € R, f(a) n’existe pas forcément.

Problemes de la droite et de la gauche : Penser a la fonction “partie entiere” E.

Et encore bien d’autres.

D’ou I’idée qui prime :

f admet une limite [ quand z tend vers a : Cela signifie qu’aussi proche que 'on veut de [ en terme
d’ensemble, on peut trouver un ensemble proche de a dont les images de tous les éléments (dont cela
est possible) sont dans le premier ensemble.




Remarque 2.3

Si a n’était pas adhérent & Dy, il existerait un voisinage Vj de a tel que Vo N Dy = (. La condition
f(VoNDyg) CV serait toujours vérifiée car f(}) = . C’est pour cela que la définition de limite en a
n’a de sens que si a est adhérent & Dy.

Remarques 2.4

e On peut poser aussi comme définition :
f tend vers | quand z tend vers a
& YWeV(),3IVweV() /VeeDy, zeVy = f(z)eV.
e ¢ appartient & tout voisinage de lui-méme. Ainsi dans la définition que nous avons pris, on ne peut
avoir wli_I}na f(z) # f(a). Attention, on élargit le probléeme dans le cas des limites & droite et limites &

gauche que nous allons voir dans la suite.

Exemple 2.5
On prend f: R — R définie par f(z) =3z + 1 et a = 2.
Soit V' voisinage quelconque de 7.

Donc il existe h > 0 tel que |7 — h; 7+ hle V.

h h
0 Wo=12—-,24+ .
n pose V) ] 3 3

On a bien Vi € V(2). De plus, V) € Dy.
Vee Dy ,zelW
h h
= 6-—h<3x<6+h

= T7T—-h<3z+1<7+h
= flz)eV

Remarque 2.6

L’existence d’une limite est la condition nécessaire dans les propriétés qui vont suivre. C’est toujours
un point & vérifier. Ce n’est pas le cas, par exemple, pour sin ou cos en +oc.

Propriété 2.7

Si une limite existe alors elle est unique.

Démonstration
C’est-a-dire si lim f(z) =1 et si lim f(z) =1, alors [ = ['.

. Z‘_>a . wﬁa ’ . . . ~ . .
Nous laissons le soin au lecteur de vérifier qu’une fonction ne peut avoir en méme temps pour limite
deux des choix : +00, —00 ou un réel.
Nous nous interessons donc au cas oii [ et I’ sont des réels.

Preuve par I’absurde : supposons [ # I’, par exemple | < I'.
Considéron,s les deuxl intervalles suivants :

Vlz]l—l;;l—i—u[eth:]l'—l

N
3 3 3 U+ 5|
OnaVy eV(), Vo e V(') et V1 N Vo = 0.

lim f(z) =1 = 3V, eV(a)/VzeDs,zeV, = f(z)eVi.

T—a

lim f(z) =1 = 3VyjeV(a)/Vz€Ds,z€V, = f(z)€ Vs

T—a
Mais Vo N V5 € V(a), oNVy C Vo et o NVy C V.
Donc pour tout = € Vo NV tel que z € Dy, on devrait avoir f(z) € Vi et f(z) € Vo : absurde.



3 Définitions équivalentes

Définition 3.1

Si a et [ sont finis. On a :
lim f(z) =1 < Ve>0,3n>0/VoeeDy,|z—al<n=|f(z) -1 <e.

T—a

Remarque 3.2

En effet, |f(z) —l|<e © l—e< f(z)<l+e & f(x)€ll—glt+e[e AV EV()/ f(x) eV
et|lr—al<n e a—-n<z<a+n < z€la—na+n< IV eV(a) [z V.

Exemple 3.3
On veut montrer que lim z? = 4.
T—2
On a Dy = R. 1l faut donc montrer Ve > 0,37 >0/ |z —2| <n= |22 — 4| <e.
Puisque |22 — 4| =|(z - 2)(z +2)| = [(z - 2)(z — 2+ 4)| = |(z — 2)? + 4(z — 2)| < |z — 22 + 4|z — 2|,
Onalr—2/<n=0<|z—22<(n)?
Et |z 2| <n=0<4z—2| <d4n.
Donc |z —2| <n=0<|z—22+4]z —2| < (9)? + 4.
Le probléme est de choisir 1 tel que pour & donné, on obtient bien |22 — 4| < ¢.
On peut remarquer que si < 1 alors (n)? < 7 et donc (n)? + 45 < 57
Donc si on prend 1 = inf (%, 1), on a bien toujours (n)? + 4n < e.

Et surtout |z — 2| <n = |22 —4| <¢

Remarque 3.4

On peut remplacer |f(z) — 1| < € par |f(z) — ] < € ou |z —a| <7 par |z — a|] < 7 sans changer le sens
de la définition.

Il en est de méme pour les autres définitions (ou propriétés) ou 'on pourra remplacer une ou plusieurs
inégalités strictes par des inégalités larges.

Propriété 3.5

Soient a et b deux réels tels que a # 0. Soit f définie sur R par f(z) = az + b.
Ona: Vzy € R, li)m f(x) = f(=zo)
T—TQ

Démonstration

On a Df =R.

On fixe 2y € R mais zy quelconque. On doit montrer que :

Ve >0,3n>0/VYz € Dy, |z —xo| <n=|f(z) — f(zo)] <e.

On a |f(z) = f(z0)| = laz + b — (azo + b)| = |a(z — z0)| = |allz — zo].

Donc pour tout € > 0, on pose n = ﬂ
a

On a bien que, si [z — zg| < |Z—|, alors |f(z) — f(zo)| <e.
Propriété 3.6
Soit @ € R. Sia € Dy et si li_1>n f(z) existe et est finie alors lim f(z) = f(a).
r—ra

T—a

Remarques 3.7

e lim f(z) n’existe pas toujours et n’est pas toujours finie.
r—a

e a € Dy est une condition plus forte que a adhérent & Dy.



Démonstration
On suppose lim f(z) = 1.
r—a
OnadoncVe>0,3n>0/Vz €Dy, |z —a|<n=|f(z) -1 <e.

Mais a € Dy avec Vn > 0, |a —a| <n donc Ve >0, |f(a) — 1| <e.
Or ceci implique |f(a) — | = 0 (démonstration par ’absurde si nécessaire) c’est-a-dire f(a) =I.

Définition 3.8

Si a est fini, on a :

liinf(:v):—koo & VA>0,3n>0/Vze Dy, |z —a|l <n= f(r) > A
r—a

1131f(:v)=—oo & VA<O0,3In>0/Vze Dy, |z—a|l<n= f(r) <A
r—a

Exemple 3.9

On veut montrer par la définition que lim — = +oc.
=0T

1
— est défini sur R URY et 0 est bien adhérent & | — oo; 0[U]0; +oo].
x

1 1 1
$id>0, 5>4 « <~ & |r<—.

A VA

1
Donc VA > 0 on pose n = —.

VA X
On a bien VA > 0, Vz € Dy, \a:—0|<n:>;>A.

Remarque 3.10

lim f(z) = —oc0 © lim —f(z) = +o0.
T—a r—a

Définitions 3.11
lim f(r)=1l€R & Ve>0,3B>0/Ve €Dy, z>B=|f(z) -1 <e.

zi;r}:f(x)z-l—oo & VA>0,3B>0/Vee D, a>B= f(z) > A.
Igrfoof(a:)——oo & VA<0,3IB>0/Vz €Dy, z>B= f(r) <A
ml'ir_noof(ac):lelfi & Ve>0,3B<0/Vre Dy, z<B=|f(r)—I|<e.
xEI_noof(x)Z—l—oo & VA>0,3B<0/VreDp, e <B= f(zr)>A
wEI}loof(:L')Z—oo & VA<0,3B<0/Vze Dy, z<B= f(r) <A

Exemple 3.12

On veut montrer par la définition que lim 2z? = +oo.
T—+00

g(z) = z? est définie sur R et 400 est bien adhérent & R.

SiA>0,z2>4 & |:C|>\/Z & z< —vVAouz>VA.
Donc VA > 0 on pose B = +/A. On a bien YA > 0, V$€Df,x>B:>x2>A.
Propriété 3.13
Soit f une fonction de R dans R telle que lim f(z) =1 € R.
T — +00

Si u est la suite définie par u, = f(n) alors lim wu, =1.
n — +o00

Remarque 3.14

Attention, la réciproque est fausse. Par exemple : u,, = cos2nm.



4 Limite a droite et limite a gauche

Définition 4.1

Soit a € R tel que a soit adhérent & Dy et tel que Yh > 0, VV € V(a), Ja — h;a[NV # §. On dit

que [ est la limite & gauche de f en a et on note lim f(z) =Ilou lim f(z)=1ssi:
z—a— T—=a;x<a

Silestfini: Ve >0,3dn>0/Ve €D, a—n<z<a = |f(z)—I <e.
Sil=400:VA>0,3In>0/Ve€Df,a—n<z<a = f(z)>A
Sil=-00:VA<0,3d3n>0/Ve€Df,a—n<z<a = f(z)<A

Remarques 4.2

e On remplace |z —a| <7 clest-a-direa —n<z<a+npara—n<z<a
e On peut avoir lim f(z) # f(a) puisque a n’est pas dans ’ensemble considéré.
r—a—

Définition 4.3

Soit a € R tel que Dy contient un intervalle du type ]a; a4 h[ avec h > 0. On dit que [ est la limite

a droite de f en a et on note lim f(z) =lou lim f(z)=1ssi:
z—at T—ax>a

Silestfini: Ve >0,3n>0/Ve €Dy, a<z<a+n = |f(z) -1 <e.
Sil=400:YA>0,3n>0/Ve €D, a<z<a+n = f(z)> A
Sil=-00:VA<0,3In>0/Vee€Df,a<z<a+n = f(z) <A

Propriété 4.4

Soit a € Dy.
Si lim f(z)existeetsi lim f(z)existe,ona: lim f(z)=1 & lim f(z)= lim f(z)=1= f(a).
z—a~ z—at z—a z—a~ z—at

Propriété 4.5
Soit @ € R un point adhérent & Dy et tel que a ¢ Djy.

Si lim f(z) existe et si lim f(z) existe,ona: lim f(z) =1 < lim f(z)=101= lim f(z).
z—a~ z—at z—a z—a~ z—at

Remarque 4.6
Si Dy =]a,+00] et si la limite existe, on a : lim f(z) =1 & lim f(z) =1.
T—a r—at

Si Dy =] — 00, a et si la limite existe, on a : lim f(z) =1 & lim f(z) =1
T—a T—a~
Exemples 4.7

1. Soit g définie sur R par g(z) = sup(z, 2).
Ona lim g(z) = lim 2=2et lim g(z) = lim z = 2. De plus, g(2) = 2 et donc lim g(z) = 2.
T2~ T2~ T—2+ T2+ z—2

3,,
g
—2

2. Soit h définie sur R* par h(z) = m On remarque que 0 ¢ Dy, mais 0 est adhérent & Dy.
x
Ona lim A(z) = lim —1=-1et lim A(z) = lim 1=1.
z—0~ z—0~ z—0t z—0t



3. Soit F la fonction partie entiere.
Ona lim E(z)= lim+ E(z) = lim E(z) = 1 mais aussi lim E(z) =0et lim E(z)=1.
3— 3

z—3 z—3 z—3 z—1- z—1+
2 —
E
1 —
3 2 -1 g 12 3
—t-1
— -2

5 Limites et opérations

Propriété 5.1
Soient f et g deux fonctions telles que a € R est adhérent & D 7 et Dy.

1i_1>n f(z) leR | +o0 | —00 | 400 —00 +00
r—a
li_I)ng(x) 'eR |40 | -0 |I'eR |I'eR —00
r—ra
li_I)n f(z)+g(z) | I+ | 400 | —00 | 400 | —oo | Forme indéterminée
r—a

Remarques 5.2

e Dans le cas o1 a € R, la propriété ci-dessus et celles qui suivent restent vraies si on remplace a par

a” oua.

e On a donc lim f(z) 4+ g(z) = lim f(x) 4+ lim g(x) dans un seul cas!!!!
r—a r—a T—a

Démonstration

La démonstration de tous les cas est longue et fastidieuse. Toutefois voici la démonstration du cas
. _ . ot

a€R, il_r)r}lf(:c)—ZERet %gr}lg(x)—l € R.

Ona:Ve >0,3m >0/Voe €Dy, |z —al <m = |f(z) -1 <er

et Vea >0, 3ne >0 /Vz € Dy, |z —al <m2 = |g(z) —1'| <ea.

Ona |f(z) +g(x) — (I + 1) = |f(2) — L+ g(x) V] < |f(z) U] + |f(z) = 1]

Pour tout € > 0, on pose €1 = g9 = 2 et n = inf(ny,n2).

OnabienVe >0, 3n>0/Vz € DyN Dy, |z —a|<n=|f(z)+g(z) —(+1)]<e1+e2=€e.

Propriété 5.3
Soient f et g deux fonctions telles que a € R est adhérent & D ret Dy.

li_r}n f(x) leR | 400 | 400 +00 +00
r—a
li_r)n g(x) 'eR | 4oo |[I'eR* | I' e RY 0
li_r)n flx) xg(z) | IxI" | 40| -0 +o0o | Forme indéterminée
r—a




Remarque 5.4
Les autres cas se déduisent des précédents grace a la régle des signes classique.

Remarque 5.5

On dit que lii>n f(z) =b" si 1i_1>n f(z) =bet f(z) > bsur un voisinage de a.
r—ra r—ra
On dit que lim f(z) = b si lim f(z) = b et f(z) < b sur un voisinage de a.
r—ra r—a
En particulier :

On dit que liin f(z)=0%si ligl f(z) =0 et f(z) > 0 sur un voisinage de a.
r—ra r—a
On dit que alrl—I>Itlz f(z) =07 si %1_1)2 f(z) =0 et f(z) <0 sur un voisinage de a.

Propriété 5.6
Soient f et g deux fonctions telles que a € R est adhérent & D ret Dy.

lim f(z) | [€R |I€R"| 07 | I€R] [I€R] | 400 | 00 | f00

lim glz) |['eR*| oo |+4oo| OF 0~ 0" | 07 | 400
l

lim @) — 0 0t +00 —00 | 400 | —oo | F. L.

Mg | T

Propriété 5.7

Si il_lgf(z) =1 € R alors il_I}I}L|f($)| =|l] € R.
Remarque 5.8
La réciproque est fausse. Par exemple, f(z) = (—1)E),

Démonstration

Rappel : |[a| — |b]| <|a —b].
On a donc : [|f(z)] - [I]] < [f(2) =1 o

Propriété 5.9
Soit @ € R un point adhérent & D Iz
lim f(2) =0 & lim [£(2)| = 0.
Démonstration
Dans le cas ou a € R.
iig}lf(:c)zo & Ve>0,3In>0/Ve €Dy, v —a|<n=|f(z)<e
;1_1)1111|f(x)|20 & Ve>0,3In>0/Vo €Dy, |z—a|<n=||f(z)]| <€
Mais |[f(z)[| = [f(z)].
Corollaire 5.10
Soit @ € R un point adhérent & D f-
Iim f(z) -1=0 & lim f(z) =1 & lim|[f(z) 1] = 0.
Propriété 5.11
On suppose a est adhérent & Dy et %1_1)1(11 f(z) =1l(€ R).

Si Iy est adhérent & Dy et si lim g(z) = [ alors lim(go f)(z) = 1.
z—lo r—a

Exemple 5.12

. . . 1 .
Si on sait que lim — =0 et que lim cosz = 1.
T—+00 I z—0

1
On peut en déduire que lim cos (—) =1.

T—+00 x



6 Limites et inégalités

Propriété 6.1

Soit @ un point adhérent & Dy. On suppose qu'il existe M € R et V € V(a) tels que Vz €
VN Dy, flz) <M. Si li_r)nf(:c) =l,alorsonal < M.
r—a

Démonstration

Dans le cas ou a € R.

Par I’absurde, on suppose [ > M. On pose ¢ = l_—M

Pour cet ¢, il existe n > 0 tel que |z —a| <n = |f(z) — | < e.
Or|f(z)—ll<e & l-e< f(z)<l+e.

> M et pour tout V € V(a), VN]a — n,a + n[# 0.
Donc il existerait z € V' tel que f(z) > M.

Mais [ — e =

Remarques 6.2
e Attention, méme si 'on avait f(z) < M dans la prpriété 6.1, cela n’impliquerait pas [ < M mais
1
aussi [ < M. Par exemple : f(z) = ————. On a bien: Vz € R, f(z) <0. Mais lim f(z)=0.
¢+ 1 T—+00
e SidM e Ret 3V € V(a) tels que Vz € VN Dy, f(xz) > M et si li_1>n f(x)=1,alorsonal > M.
r—ra
Propriété 6.3
Soit @ un point adhérent & Dy et Dy et V € V(a) tel que Vo € VN DrN Dy, f(z) < g(z).
Si lim f(z) =1(e R) et lim g(z) =1I' (€ R) alors [ < I".
T—a T—a

Si lim f(z) = +oo alors lim g(z) = +o0.
T—a r—a

Si il_I)I(llg(.’E) = —oo alors alcl_rf(ll f(z) = —oc.
Démonstration

o f(z) <g(z) & flz)—g(z) <O.

Si lim f (z) eR et. lim g(z) € R, alors %5% (f(z) = g(z)) = lim f(z) — lim g(z).
Donc %E)r}lf(w)—%l_r)r}lg(w) <0 & <.

e On ne traite que le cas a € R.

La démonstration donne I'idée de ce qu’il faudrait faire dans un cadre général.
li_l)nf(a:):-i-oo & VA>0,3n>0/Vze Dy, |lz—a|l <n= f(r) > A
r—a

Puisque g(z) > f(z) > A, on obtient directement le résultat.

Remarque 6.4
Attention f(z) < g(z) n’implique pas [ < I’ mais [ <[’

1
Par exemple : f(z) = N et g(z) =
On a bien : Vz € R, f(z) < g(z).

Mais wgl}_loof(w) =0= wgl—lr—loog(x)

241

Corollaire 6.5

Théoréme des gendarmes.
Soit I € R. Soit a un point adhérent & D¢, Dy et Dj. On suppose qu’il existe V € V(a) tel que
Ve € VNDyNDyN Dy, f(z) <g(zr) <h(zx).
Si lim f(z) =1 = lim h(z) alors lim g(z) = I.

T—ra r—a r—a



Démonstration

On ne traite que le cas a € R. La démonstration donne I'idée de ce qu’il faudrait faire dans un cadre
géneral.

Ona f(z) -1 <g(x) -1 < h(z)—1.

Sig(z) =120, |g(z) — 1| < |h(z) — 1| et sig(z) —1 <0, |g(z) — 1] < |f(z) 1]
Done |g(x) — 1] < sup(|f(z) — I, |h(z) — 1]).

;1_1)1“(11]‘():1 & Ve>0,3m >0/Vz €Dy, |z —a|l<m=|flz) -1 <e
%I_I)I}Lh() I & Ve>0,3m>0/Vz €Dy, |z—al<m=|h(z)-I<e

Pour tout €, on pose n = inf(n;;72). On a bien :
Ve >0, |z—al<n=|g(z) -Il|<e. [

Corollaire 6.6

Soit I € R. Soit a un point adhérent & Dy et D,.
Soit V.€ V(a) telque V.C Dy N Dy et Vz € V, |f(z) — 1| < |u(z)|.
Si li_I)Il u(z) = 0 alors li_1>n flz)=1.

Démonstration

Théoréme des gendarmes avec 0 < |f(z) —I| < |u(z)|.

Rappel

‘N Pour tout z tel que ——g <E na:
M 2 2’
x :ArM et sing = HM
Or AM> AM et AM > HM d’ou sinz < z.
On a donc Vz € R, |sinz| < |z|.
o) H A

On a aussi tanz = AN. Donc Vz € R\ {Z mod 7}, |z| < |tanz|.
Exemples 6.7
e On veut montrer que lim sinz = 0.
z—0
lim || =0 = lim |sinz| =0 = limsinz = 0.
z—0 z—0 z—0

e On veut montrer que lir% cosx = 1.

T—r T
|cosz — 1| = |1 — cosz| = [2sin? (5)‘
T . h . N ,
Or lim sin (—) = 0 donc lim 2sin? (—) =0 et lim |cosz — 1| = 0. D’ou le résultat.
z—0 2 z—0 2 z—0
. sinz
e On veut montrer que lim =1.
z—0 T X
T ) sinz
VO<z< —,ona: (sinz <)z < tanz = .
2 Ccos T

. sinz
Donc zcosz <sinz <z et cosz < — < 1.
T

7 Equivalences

Dans cette partie , a(€ R) est un élément adhérent & une partie I de R. En pratique, I sera un
intervalle, une réunion d’intervalles ou R tout entier. f et g sont deux applications de I dans R.
Définition 7.1

e On dit que f est dominée par g au voisinage de a (ou en a) si et seulement si :
IM >0et IV € V(a)/Vz € VNI, |f(z)| < M|g(z)).
On note alors f = O,(g).
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e On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a (ou en a) si et seulement si :
Ve >0, 3V e V(a) /Vz e VNI, |f(z)| < elg(z)].

On note alors f = 04(9).

e On dit que f est équivalente & g en a si et seulement si f — g = 04(9g)-

On note alors f ~g.

Exemple 7.2

sin?z = Og(sin ) car sur ] —g; g[, |sin?(z)| < |sinz|.

Propriété 7.3

Si on suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a), on a les définitions
équivalentes suivantes :

e f=0,(9) & f est bornée au voisinage de a.
g

f(z)

e f=o049) © $li_1>nabm =0 & Vzel, f(z) = g(x)e(z) avec zli_r)nae(:v) = 0.
e frg & zlil)na% =1 & Vzel, f(r) =g(z)u(z) avec wli_I)nau(J;) =1.

Exemples 7.4

e z2sinz = op(x?).

o Inz = 0400(2).
« Vitz-1p3.

1
Eneffet /142 —1=

1+2x-1 i 9
im —— =
z—=0+/14+x2+1

T
= ave
Vvi4+z+1 J14+z+1

C

Remarques 7.5

o f ~ g définit une relation d’équivalence sur ’ensemble des applications de I dans R. c’est-a-dire :
Réflexive : f~ f
Symétrique : Si f~g,alors g~ f,
Transitive : Si ffvag et si g~ /”(Ll, alors f ~ h.

La symétrie permet donc dire : fetg sontaéquivalentes au voisinage de a.

e Dans les notations f = o(g), f = O(g) et f ~ g, le point a n’apparait pas en général.

Le contexte doit donc étre clair.

o f=o0(z") & f(r)=az"e(x) avec w]i_l)Tlae(.%‘) = 0.

Dans les résultats suivants, les relations de comparaison sont établies au voisinage de a.

Remarques 7.6

f = 0O(1) si et seulement si f est bornée au voisinage de a.
f =0(1) si et seulement si la limite de f au point a est 0.
Propriétés 7.7

Si f = o(g), alors f = O(g).
Si f = 0O(g) et g = O(h), alors f = O(h).
Sif=o(g) et g=0O(h),ousi f=0(g) et g=o0(h), alors f = o(h).

Propriétés 7.8

Si f=0(h)et g=0O(h), alors f + g = O(h), et pour tout réel o, af = O(h).
Si f =o(h) et g =o(h), alors f + g = o(h), et pour tout réel a, af = o(h).
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Propriétés 7.9

Si f=0(h) et g=0O(k), alors fg = O(hk).

Si f =o(h) et g = o(k), alors fg = o(hk).

Si f = o(h), alors pour tout @ > 0, f* = o(h*) (en supposant f,h > 0 si a ¢ IN).
Propriétés 7.10

Si f~getg=0(k)),alors f = O(k).

Si f ~ get g=o(k), alors f = o(k).
Propriété 7.11

Si f ~ g, alors f et g gardent le méme signe au voisinage de a.
Propriété 7.12
o Sif~g, etsi li_r)n g(z) =1(€ R), alors li_1>n f(z)=1.
e Si lim f(z)= lim g(z) =1,

avec [ réel non nul, alors f ~ g.
r—a T —a a

Démonstration

e lim f(z)= lim ACY x g(zx).

z—a z—a g(z)
Puisque lim M = 1, d’apres les régles sur le produit de limites, on a lim f(z) = lim g(z) =I.
z—a g(x) T —a T —a
e D’aprés les régles sur le produit de limites, on a bien lim M O

Remarque 7.13

1 1
Attention, la réciproque est fausse si [ = +o00 ou si / = 0. Par exemple, — et — ou z et z2.
r =z

Propriété 7.14
Si f1 ~ f2 et g1 ~ go, alors f1 X g1 ~ fo X ga.

Démonstration

(fi xg)(z) _ fi(z)
(f2 x g2)(@)  falz)

Remarque 7.15

En effet,

X | X

Attention !! Si fi ~ fo et g1 ~ go, alors on n’a pas, en général, fi + g1 ~ fo + go.

Par exemple : z2 + x:(:oxz et _foo’o — 22 4+ 1 et pourtant = et 1 ne sont pas équivalents en +oo.
Cependant : si f ~ h et g =o(f), alors f + g ~ h.

Plus simplement : g =o(f) = f+g~ f.

Généralisation : si fa, f3,... , fn sont des o(f1) alors fi + fo+ -+ fn ~ f1.

Propriété 7.16

On suppose que g1 et go ne s’annulent pas au voisinage de a (sauf peut-étre en a).
g g

i fo

Si fi ~ fo et g1 ~ go, alors — ~ =—=.
(251 g2

Démonstration

(ﬁ) () fi(=z)

91 _9 _ «

En effet,
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Exemple 7.17

V1 -1 1 V1 -1 1
\/1+JJ—1~E et sinz ~z d’ou -I.-in_' Donc lim L = -
0 2 0 sin x 0 2 z—0 sin 2

Remarques 7.18
1 1
e En particulier, si f ~ g alors — ~ —.

e Les deux propriétés précédentes peuvent étre généralisées & des produits ou des quotients de fonctions
en nombre quelconque.

Dans un tel produit (ou quotient), on peut remplacer tout ou partie des fonctions par un équivalent :
lexpression obtenue est équivalente 4 I’expression initiale (en particulier, la limite éventuelle en a est
la méme).

Corollaire 7.19
Si f ~ galors Va € Z, f* ~ g*.

Exemple 7.20
On a sinz ~ z, donc (sinz)? ~ z2.
0 0
Remarque 7.21

On pourra étendre cette propriété & a ¢ Z. Dans ce cas, il faudra que f et g soient > 0. Par exemple,

=1
a=3.

Propriété 7.22

Soit ¢ une application de J dans I, qui tend vers a quand z tend vers b dans J.
Si f = Oalg), alors f o = Oy(g 0 9).
Si f = 0u(g), alors f o = 0y(g 0 p).
Siff:g alorsfogorbvgogo.

Remarque 7.23
C’est surtout cette derniére propriété qui est utilisée. Par exemple :

Sachant que sinz ~ 1z, on trouve que sin — ~ — en £oo.

x
Sachant que In(1 + z) ~ x, on trouve que Inz ~z — 1.

Remarques 7.24

o Les équivalents servent essentiellement au calcul de limites :

On transforme une expression f(z), dont on cherche la limite [ en un point @, en une expression
équivalente g(z) dont la limite en ce point est évidente (si la limite [ est réelle, il est courant qu’on
aboutisse & g(z) =1[).

Les outils essentiels sont les équivalents classiques (voir plus loin) et la possibilité qu’on a de remplacer
les facteurs d’un produit (d’un quotient) par des équivalents.

e L’erreur la plus fréquente consiste & utiliser les équivalents dans des sommes. On rappelle que la
seule propriété concernant les équivalents et les sommes peut s’écrire : g = o(f) = f+g~ f.

e On évitera d’utiliser un équivalent d’une fonction f sous la forme f ~ g + h, avec h = o(g), et

surtout de donner un réle a h : on se contentera de f ~ g.
2 2

Ecrire par exemple cos(z) ~ 1 — % (en 0) n’est pas faux mais est dangereux si on utilise —%. En
effet, on a aussi : cos(z) ~ 1+ 22 ~ 1 —362%...

Pour cet exemple, la solution est sans doute d’écrire : 1 — cos(z) ~ %2

e Soit [ un réel non nul, et si zli_1>na f(x) =1, alors f(x) ~ [ en ce point.

Mais si [ = 0, on n’écrira pas f(z) ~ 0!
En effet, seule la fonction nulle au voisinage de a est elle-méme équivalente a 0 en a.
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e Sif~g (fetg étant positives et ne tendent pas vers 1) alors In(f) ~ In(g).

C’est faux si f et g tendent vers 1.

Par exemple, (1 +z) ~ (1 + z2) en z = 0, mais en ce point In(1 + z) ~ = et In(1 + z2) ~ 2.
e On évitera surtout de prendre des ” exponentielles ” d’équivalents :

Eneffet ef ~e9 & f—g — 0, ce qui n’équivaut pas du tout  f ~ g.

Exemples : z et 22 en 0, ou encore z et  + 1 en +o00.

Propriété 7.25

Soient «, B et -y des réels strictement positifs. On a :

lim zfe™®® =0 et lim |ac|ﬂeo‘“c =0
T — +o0 r — —00

lim 2z PIn”(z) =0 et lim z°|In"(z) =0
T — +o00 T — 0+

Autrement dit :
Au voisinage de +o00, 27 = o(e??).
Au voisinage de —oco, €®® = of|z|7P).
Au voisinage de +o0o, In(z)” = o(z?).
Au voisinage de 0, |In(z)|" = o(z~P).

Propriété 7.26

Soient m,n € IN tels que m < n.
Soit P(z) = amz™ + ami12™ " + -+ ap_12" ! + apz™ un polynéme (a, # 0, am # 0).
Au voisinage de V'origine, P(z) ~ a,,,z™ (mondéme de plus bas degré).
Au voisinage de +o00, P(z) ~ a,z" (monoéme de plus haut degré).
P(z)
Soit f(z) =
= Q)

Au voisinage de 0, f(z) est équivalente au quotient des monomes de plus bas degré.
Au voisinage de oo, f(z) est équivalente au quotient des monomes de plus haut degré.

une fraction rationnelle (P et @) deux polynoémes).

Exemple 7.27

Soit f(z) = 523 — 22 — 2z et g(x) =
1
Onaf(x)go5x3. En effet, f(z) = 523(1 — B —)et lim 1————=1
52° 5
_ 9. (_ 2 2 1 . .92 _
Ona f(z)~ —2z. En effet, f(z) = 2z( o + 2:v+1) et xh_r)nol-l— 5%~ 5% 1.
Ona g(z)~ —2.
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