Matrices et
systemes lineaires

Dans tout ce chapitre, p etq sont trois entiers naturels non nul&etst un corps commutatif.
En pratiqueK =R ouC.

|. Matrices
Définition 1.1

La donnée dep éléments d& rangés dans un tablean gnes efp colonnes est appelée une matrice
n x p a coefficients dank

Exemples1.2
1 -1.2 _ .
. A= _1 4 5 |estune matrice 23 a coefficients danR.
3
1+i . R -
. B= 3 est une matrice21 a coefficients dans.

Notations 1.3

djp A "t Agp

dpy Az """ Ay

. A= = (aij)i=1,nj=1,p

dny dn2 " Qpp
. L'ensemble des matrices p a coefficients dank se note 7,,(K) .

Définition 1.4

SoientA = (a;)i=1nj=1p Une matrice de/n(K) etB = (b;)i=1rj=1p UNe matrice de/ny(K) oun’, p'CIN*.
n=n'

On dit queA =B si et seulement si p=p'’
aij=bi,~ Vizl,anzl,p

Définitions 1.5
On dlt qu% = (aij)i:]_'nj:]_'p |:| ///np(K) eSt
. une matrice ligne si et seulemenhsi 1. Exemple A=(1 2 3).

. une matrice colonne si et seulemerg sil. Exemple A= 5
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. L . 12
. une matrice carree si et seulement sip. Exemple 'A:[ J

34
. une matrice diagonale si et seulemem est une matrice carréetelle quea; = 0 sii #].
-100
Exemple A=| 0 50 |.
00O
. une matrice scalaire si et seulemer sst une matrice diagonale telle que a;.
1-i 0 O
Exemple A= 0 1-i O
0 0 1-i
. une matrice unité si et seulemenfAsst une matrice diagonale telle que 1.
10
Exemple ‘A= 0 1} = ..
. une matrice triangulaire supérieure Agist une matrice carrée telle que0 sii > .
02-1
Exemple A= 01 O
00 7
. une matrice triangulaire inférieure gsest une matrice carrée telle qye0 sii <j.
200
Exemple A=| 5 4 0 |.
012

Remarques1.6

. L'ensemble des matrices carrées d'ondi@est-a-dire des matricasx n) a coefficients dank
est noté 7,(K).
. On identifie les éléments suivants :

Les matrices colonnes et les vecteurs colonnes&@ise. 7n1(K) etK".
Les matrices lignes et les vecteurs lignes c'eltea-71,(K) etKP.
Les matrices carrées d'ordre 1 et les élémenksalest-a-dire 71(K) etK.

Définition 1.7
Soit A une matrice de/ny(K).

On appelle vecteur colonne Aetoute colonne extraite deidentifiée a un vecteur d€".
On appelle vecteur ligne de toute ligne extraite d& identifiee a un vecteur d€.

Exemple 1.8
12-3
A:[ 21 0 JD///ng(]R)

2
u= 1 J R? est un vecteur colonne de

v=(1;2;-3) OR® est un vecteur ligne d&
Définition 1.9

On appelle rang d'une matrice le rang de la farndimposée de ses vecteurs colonnes.
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Remarque 1.10
Le rang d'une matrice est aussi le rang de la laiimposée de ses vecteurs lignes.
Définition 1.11

SoientA = (&))i=1nj=1p €tB = (0j)i=1nj=1, deux matrices de7n,(K).
On définit la loi+ sur. 7,y(K) parA + B = (a; + by)i=1nj=1p

Exemple 1.12

12 0 -2 10
Dans. 730(R), siA=| 3 -1 |etsiB=| 1 4 |,alorsonaA+B=| 4 3

4 -5 2 -3 6 -8
Remarques 1.13
. On a donc :&)i=inj=1p + (0y)iz1nj=1p = (@) + By)iztnj=1p
. On appelle matrice nulle de,(K) la matricen x p composée uniquement de 0. Elle est notée 0.
Propriété 1.14
(. 7wp(K),+) est un groupe abélien c'est-a-diréd,B et COl. 7,,(K),
1. A+ BO. 7p(K).
2. A+(B+C)=(A+B)+C.
3. A+0=0+A=A
4. OAD 7.4(K) IA+A=A+A=0.
5. A+B=B+A.
Démonstration
On poseA = (&)i=1nj=1p » B = (By)izLnj=1p €1C = (Cj)iztnj=1p
1. loi de composition interne : par définition.
2. associativité A + (B + C) =A+ (bij + Cij)izl,njzl,p = (ai,- + bij + Cij)izl,njzl,p

( symétrique em,b etc : permutation et commutativité )
3. élément neutre A + 0= (@j + 0)=1nj=1p = (&)iztnj=1p = A
4, symétrique : on pose= (=ay)i=1nj=1p
A+A=(a + (-ay))izLniztp = (@g)iztni=1p = 0.

5. commutativité A+ B = (au + bij)i:lvnj:]_'p = (bij + aij)izl,n,-zl,p =B+A
Remarques 1.15
. On note-A la matriceA du 4°). A= (8)icnje1p » ON &A= (=8 )iztnje1p-

. On peut définitA — B parA + (-B).
Définition 1.16

Soit A = (a;)i=1nj-1, UNe Matrice de/n,(K) et soitA[IK.
On définit la loi externesur. 7,(K) a domaine d'opératelrparA.A= (A x &;)i=1nj=1p-
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Exemple 1.17

1-2 -2 4
Dans. 73o(R), siA=| 3 -1 |etsiA=-2,alorsona. A=-2A=| -6 2 |.
2 -3 -4 6
Remarques 1.18
o On a don(x.(aij)izl,n,-:l,p = 0\ X aij)i:]_’nj:]_’p.
. La loi . n'est généralement pas notée.
. (-1) .A=-A.
Propriété 1.19
(. 7np(K),+,.) est urk-e.v.
Démonstration
Il reste 5 points a vérifier.
OA = (@)iznje10, B = (0y)iz1nje1p0. Znp(K), OAUCK,
. Loi externe par définition.
. A+ WA=+ W).(8)i=tnf1p
= ((A + 1) x &y)i=1nj=1p
= (A x & + W X &y)i=1nj=1p
= (A x @)i=tnj=p + (1 X &)i=1nj=1p
= h(@y)iztnj=1p + W(85)i=Lnj=1p
=LA+ LA
. A (uA) = A (p-(85)i=1nj=1p)
= (W X &)i=1nj=1p
= (A x (U x &))i=tnj=1p
= ((A x W) x &)i=1nj=1p
= (A x W)-(&)i=Lnj=1p
= (A x p).A
. AL(A+ B) =A.((@)i=tni=1p + (By)i=1nj=1p)
=h.((& + By)i=Lnj=1p)
= (A x (& + by))i=Lnj=1p
= (A x @+ A x by)i=tnj=1p
= (A x @)iztnj=tp + (A X By)i=tnj=1p
= A(@y)i=tnj=rp + A (Dy)i=1nj=1p
=LA+ LB
o 1.A= 1.(aij)i=1,n,-:1,p
= (1 x &j)i=1nj=1p
= (&)i=tnj=1p
=A.
Remarque 1.20
10 01 00 00 00 00
La familles| 00|,/ 00 [,|] 20|,/ 02|, OO0 || OO |;estune base d&s.,(R).
00 00 00 00 10 01
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Propriété 1.21
dimk . Zpx¢(K) = p X Q.
Définition 1.22

Soit A = (&j)i=1nj=1p UNe Matrice de/n(K) et soitB = (b;)i=1pj-1. UNe Matrice de7y(K).
On appelle produit dA parB et on notéA x B la matrice de 7,(K) définie par
p

AxB= (Cij)i=l,nj=l,q ou G = kz aikbkj.
=1

Exemple 1.23
12-10
SoientAz{i _21 g] eB=| 21 1 -1
010 1

A est une matrice 23 etB est une matrice34 doncAxB est une matrice 24.

-11-21
Le calcul donne\xB—[ 8 11 -2 -1 J
Remarques 1.24
. Pour pouvoir multiplier la matricA par la matriceB, il faut que le nombre de colonnesAldoit
étre égal au nombre de lignesRle
. On ne peut pas multipli® parA dans I'exemple ci-dessus.

. Si AL 7n(K), on peut calculer a la fosxB etBx A que siBO. 7n(K).
Dans ce caiAxB. 7,(K) etBx AL 7,(K).
. La loi x est une loi de composition interne que si I'onstaére un ensemble de matrices carrées.

Propriété 1.25

SoientAK, A une matrice de/,(K) etB une matrice de/y(K).
Ona:i.(AxB)=(1A) x B=Ax (1.B).

Démonstration
A= (ay)izLni=1p €1B = (By)iz1pj=10.
On PoSeA x B = (Gj)i=nj=1q OUG;j = kZ aiby.
=1
On a dondl.(A x B) = (Ky)izinj-1q avecYi=1nVj=1,q, ki = 1.¢; = 1 2 axby
k=1

(/laik)bkj

1

M1 -

aik(/lbk,-) .

=~
1

1
Propriété 1.26

La loi x est distributive par rapport a la toic'est-a-dire :
OABetCO 74(K), Ax(B+C)=(AxB)+(AxC)
(B+C)xA=(BxA)+(CxA).
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Démonstration

On poseA = (8)i=1nj=1n , B = (0j)iz1nj=1n €1C = (Cj)i=1nj=1n-
On aB + C = (bj + Cj)i=1nj=1n

A x (B + C) = (Vi)iztnj=1n ouy; = kZl a(by +cy) = kZ_:l aby + kZl aikCyj

n n
AxB= (aj)izl,njzl,n ou 6”' = kz AikCyj AxC= (Xij)i:lvnj:]_'n ou Xi = kz aikbk,-. D'ou le résultat.
=1 =1

Propriété 1.27

(. 7w(K),x) est un monoide c'est-a-dire

1. OABO 7(K), Ax BO Z4(K).

2. OAB etCO 7y(K), Ax (BxC)=(AxB)xC.
3. OI0. 7a(K) / OAO. 74(K), Ax1=1xA=A,

Démonstration

On poseA = (&;)i=inj=1n » B = (0j)i=1nj=1n €L C = (Cjj)i=1nj=1n-
1. x loi de comp interne par définition
2. x associatif

OnaBxC= (yij)i:lvnj:]_'n ou Yi = kZl bikaj

n

A x (B x C) = (0j)i=Lnj=1n oug; = k; A Yk = Zi aik(gi kaCIjJ =2 2 awbucy

k=1 I1=1

On aA x B = (Xij)i=1nj=1n oux; = kZ_; aiby

(AXB) X C= (@)=1nj-1n  OU@= |ZI diCi = 2(;1 aikkacu = kZi |ZI 2D Cy
1 0..0
) 1 :
3. Eléement neutre, =| . 0
0..01

On al, = (€j)izinj-1n avec g; = 0 sii # j etg; = 1 sii =].
n
AX1n=(Yi)iztnjzin  OUY; = kZl A€y = & § = .

n

In % A = (&j)i=1nj=1n oug; = kZ €y = €; g = a.
=1

Remarques 1.28

. (. 7n(K),+,X) est un anneau unifére.
. Le produit de deux matrices n'est pas commutatif.
.1 [ 01
Contre exemple : smeA—[ 3 9 J B —[ 1 OJ
-1 1 -3 2
On anB—[ 5 _3J eBxA—[ 1 _1J :

Toutefois, il arrive que deux matrices commutent.

Il est intéressant de voir ce que donne la mutigpion a droite ou a gauche ar
. Les puissances entieres positives d'une matricéedasont définies par

A=, Al=AetA"=Ax Ax ... x Apour tout entien > 2.
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Définition 1.29

On appelle diagonale d'une matrice ca’kée(a))ij-1n de. 7,(K) I'ensemble des coefficients de la forme
ai oui=1n.

Définition 1.30
SoitA = (&j)i=1nj=1p UNe matrice de/ny(K).
On appelle transposée Aeet on notéA la matrice de7,(K) définie par

A= (aij)i:lvpjzlvn ou Ajj = a i :1,p Dj =1,n.

Exemples 1.31

1
123Jt
A=| 2
323 o}
-12) . (-1
SHRRE

Remarques 1.32

. A

. B

o~ O 01 b

|

. Lorsque l'on transpose une matrice, les vectedonges de celle-ci sont changés en vecteurs
lignes et inversement.
. Lorsque l'on transpose une matrice carrée, lesegltsmiagonaux (ceux qui appartiennent a la

diagonale) sont inchangés.
Propriété 1.33

SoientA et B deux matrices de7,y(K) et soitA[IK.
Alorson a:

. t(tA) =A

. (A+B)='A+B

. (AA) =A(A)

Démonstration

SoientA = (aij)i:j_,nj:j_,p etB= (bij)i:]_’nj:]_’p .
On pOSéA = (aij)i:]_’pj:]_’n Ol]Gij = gj Dlzl,p Dj=1,n et 'B= (Bij)i:]_’pj:]_’n ou Bij = bji Dlzl,p Dj=1,n.
. A+ B = (g + by)iztnj=1p
(A+B)= (Vi)izipiztn OUY; =& + by Oi=1p Oj=1,n
A+ B = (0 + Bi)i=pj=tn
Oraj + B =a; + b = Di=1p Oj=1n
* AA = (A&y)iz1nj=1p
AA) = (Vi)iztp=en OOV =Ag Ui=1p Oj=1n
)\(tA) = ()\Gij)i:j_,nj:j_,p ou )\Gij = )\a,. Dlzl,p Dj=1,n

Remarque 1.34

L'applicationo : . 7n(K) — . 7pn(K) est un isomorphisme involutif d’espaces vectsrie
A—'A
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Propriété 1.35

SoientA une matrice de/(K) etB une matrice de/,(K).
Ona '(AxB)=Bx'A

Remarque 1.36

PuisquéeB est une matrice de7q(K) et'A est une matrice de7n(K), ‘B X ‘A est une matrice de/q(K).

Démonstration

SoientA = (@;)iz1nj=1p €tB = ())i=1pj=1m. ON POSEA X B = (Cj)iz1nj=1m OUC; = kZ::nl aiby.
(A% B) = (Yi)iztnj=im OUY; = kZ:‘,nl axb =¢ Oi=1p Oj=1n.

Bx'A =(&)i=LnjzLm OUY; = éﬁikakj = gi biiay = Ig b = Vi

Définition 1.37

Soit A une matrice carrée de’\(K).

On dit queA est symétrique si et seulementisk A.
On dit queA est antisymétrique si et seulemenAst —A.

Exemples 1.38

1 2 -3 0 2-3
A=| 2 4 -1 |estune matrice symétriqug=| -2 0 -1 est une matriceyemésique.
-3-10 310

Remarque 1.39

La diagonale d'une matrice antisymétrique est rs@@esnent nulle.

ll. Trace d'une matrice
Définition 2.1

Soit A une matrice carrée d'ordnex coefficients dank (i.e. Al 7y(K)).
On appelle trace d& et on note tK) la somme des éléments diagonaude

C'est-a-dire sA = (a;)ij=1n, ON A trQ) = . a;.
i=1

Exemple 2.2
1 2 3 4
.| 5 6 7 8 _ -
SiA= 9 10 11 12 ,alorstrf) =1+6+11+16= 34.
13 14 15 16
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Propriétés 2.3

SoientA etB deux matrices carrées de méme ordie gt scalaire.
1. tr(‘A) = tr(A).

2. tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

3. trAA) = A tr(A).

4 trAx B) =tr(B x A).

Démonstration

SoientA = (aij)i,jzl,n etB= (bij)i’j:]_'n.

On poséA = (a;)ij=n OUa; =a; Oi,j =1,p.
1. On ag; = a;.

2. A+B= (g :' B4)ij=1n

tA+B) =Y a +b=Ya+ 3 b =t(A) + ()
3. ANA = ()\aijn)i=l,nj=l,p )
tr(\A) = Z; \a; = )\Z; ai = Atr(A)

4. SiAxB= (Cij)i:j_,nj:j_,m ou G = 2 aikbk,- etBx A= (dij)i:]_’nj:]_’m ou dij = 2 bn a;, 0N obtient
k=1 =1

tr(A x B) :écii =Ziaikbki ettr@ x A) :zn:djj =iibnan ZZialjbjl-

i=1 k=1 i=1 =1 I1=1 =1 j=1
Remarques 2.4
. L'applicatione : . 7,(K) - K est une forme linéaire.

A— tr(A)
. En général, t& x B) # tr(A) xtr(B).

: 10 21
Par exemple, soieht= 01 etA= 34}

Onatr()=2,tr(A) =6 et tr( xA) = 6.
lll. Matrice et inverse
Définition 3.1
Soit A une matrice de/»(K).
On dit queA est inversible si et seulement si il existe unériceA telle queAx A=A x A=,
La matriceA est appelée matrice inverseAleu simplement inverse deet est notéA™.
Remarque 3.2

Il y a unicité de la matrice inverde(= A lorsqu’elle existe.

Exemple 3.3

) [ 25 . . .| 3 -5
La matrlceA—{ 1 3] est inversible At —( 1 2 ]
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Propriété 3.4

SoientA etB deux matrices inversibles de’,(K).
Ona:

1. 'A est inversible etd)™ =(A™).

2. AxB est inversible etAxB)*=B™*xA™

Démonstration

1. AxAl=ATxA=l,
(AxAD=(ATxA) =1,
I(A—l) X tA: tA X t(A—l) e In
2. (AxB)xB*xAt=AxBxB*'xA™
= Ax]| xA™?
= AxA™
=1

De méme pouB™* xA™x (AxB).
Définition 3.5

Soit A une matrice inversible de/(K).

On étend la définition da* pour tout entiek(JZ en posanf“= (A™*)*sik< 0.

Propriété 3.6

Soit A une matrice carrée de’,(K) et soitp,geN.
Ona: A’ x Al= AP
(AP)d = AP
De plus, ces égalités sont vraies ppufZ si A est inversible.

Démonstration

Il suffit d'étudier les différents cas;p positifs, n,p négatifs eh positif etp négatif et utiliser les

définitions.

V. Déterminants

1. Méthode élémentaire de calcul des déterminantx2 et 3x3

Définition 4.1

.| ab _|lab|___—
SiA= c dJD.///z(C) alors detd) = c d‘—ad bc.
abc abc o f qf
SiA=| d e f [0 75C)alorsdetf)=| d e f a‘ .‘—b‘ .
. . hi gi
ghi ghi
ef bc
_ahi‘_d‘hi
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Exemples 4.2

10
-4 1

70
31

0 |=2x ‘—1><‘ ‘—2><
1

=2x1-1x7-2x(-31)
=2-7+62=57.

Remarque 4.3

On définit de maniére récursive le déterminantenmatricen x n en utilisant la grille de signes suivante :

2?‘:2 fgh becd becd becd
ijfl =ax|j kI|-ex|jkI|+ix|fgh|-mx|fgh]|
mnop nop nop nop ] ko
Exemple 4.4
ose 7| 587 s

=1x| 08 9 |=5x =5x8x10=1x5x8x10.
008 9 0010 0 10
000 10

2. Simplification
Propriétés 4.5

Soit Al 7(C).
Soienta, &, ....,a, les vecteurs colonnes (resp. lignespde

a. SoitB est la matrice obtenue a partirAlen multipliant I'un des; par un réek alors
det®) = kdet@).
b. SoitB est la matrice obtenue a partirden échangeant deaxalors detB) = — det(A).
C. SoitB est la matrice obtenue a partirden additionnant a I'un desune combinaison linéaire

des autres alors d8)(= det@).

Exemples 4.6

751 151 s 1 5 1
. 0 21|=7x|0 21 :7><{1>< 30 +1x 5 1D:7x(3+3):42,
7-30 1-30
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20 6 02 6
c|raes|qanes) 2|20
10 4 01 4
On aurait pu calculer directement a partir de ibegies signes.
L [ress] jsoss| Jsoo
. = =1x| 02 7 |={027|=6x(-4)=-24
-2 2 4 9 202 7 59 3 595
111 2 1223
Remarques 4.7
Soit ALl 7(K).
. Si l'une des colonnes (resp. lignes)Adest nulle alors ded) = 0.
. Si l'une des colonnes (resp. lignes)Adest une combinaison linéaire des autres colomesp.(
lignes) alors deK) = 0.
Propriétés 4.8
Soit ALl 7(K).
. A est inversible< rg(A) =n.
. A est inversible< det@) £ 0.

Propriétés 4.9

SoientA,BO. 7y(K).
a. detf) = det(A).
b. det@B) = det®) det®).

C. SiA est inversible, def(*) = [det(A)] * = de%A) :

Propriété 4.10

SoitAz{ 2 SJ une matrice de7,(C).

o B 4__ 1 [d-b
A est inversible si et seulementsi— bc# 0 et, dans ce ca®\! = ad— bc( — a

V. Méthodes pratiques d'inversion d'une matrice 3 3

Méthode 1

SoitM une matrice de7,(K).

On appelle opération élémentaire sur les lighgs:(, deM I'une des opérations suivantes :

- échanger la&&me ligne avec Igme L « L

- multiplier laieme ligne par un scalaicenon nul :L; « aL;

- ajouter lagjéme ligne a l@&&me ligne L; — L+ L

On peut, en particulier, remplaceriéane ligne par la somme d'un multiple (non nul)efsiéme et d'un
multiple de lgeme ligne L; — alL; + BL;.
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131
SoitA=| 3 1 3|, on cherche donktelle queAA=AA=1.

-157
On suppose que I'on a vérifié gest inversible.
On va effectuer des opérations élémentaires sligless de la matrice composée de la juxtaposdmsA
et dels. Le but est d'obtenir une inversion de la positiera matricéds. Celle-ci se trouve a droite a la
premiére étape et a gauche a la derniere étapsquet'on a effectué ce changement a l'aide des
opérations élémentaires, il suffit de lire la nadrinverse.

131:100

On pose donc : 313:010 ::2:::2;?‘1
-157:001 seome o
131! 100
0-80: -310 Ls« Ls+L,
088: 101
131! 100 .
0-80: -310 tziliLz
008:-211 e
131: 1 00
010: 3 —%0 Ly« L;—3L,—Ls
0o1: -2 14
100: + 2 2
010: 2 -%o0
001: -5 5 %

1 2 -1
Dot A*=5 3 -1 0
21 1
Méthode 2
Définition 5.1

SoitA une matrice de#(K), avecn = 2, de terme généra).

0i,j =1,n, soitAj; la matrice obtenue d®en supprimant l&eme ligne et I§¢me colonne.
On appelle mineur dg dansA le déterminant dey; ;.
La quantitéo; ; = (- 1) det(A ;) st appelée cofacteur du coefficiegt

On appelle comatrice deet on note Com la matrice carrée d'ordreet de terme général,.

Exemple 5.2
ef| |df de
hi gi g h
abc bc ac ab
SiA=| d e f |, alors ConA=| — . . -
ghi h i gi g h
bc ac ab
e f df de
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Propriété 5.3

Soit A une matrice de#(K) oun= 2.
1

. . . o .
Si A est inversible, alor&™ = de(A) (ComA).
Exemple 5.4
131 -8 -16 8
SiA=| 3 1 3|, alorsdeA=-64et(ComA)=| 24 8 O
-157 16 -8 -8

VI. Matrices et bases
Définition 6.1
SoitE unK-e.v. de dimension et soient€) et @) deux bases de.

On appelle matrice de passage @e(E’) et on note®. . . la matrice formée des vecteurs colonnes des
coordonnées des vecteurs d@ dans la bases).

Exemple 6.2
Si (e) = (e, &) et ) = (e, %) sont deux bases @& telles quee’, = —e, + 3e; ete’, = —2e, + 5, alors

-1-2
3 5 )

onaPe . ¢=
Remarque 6.3

Sie=(,e,...e ..,e)etE)= (e, e'g,n....,e',-, ..., €h) sont deux bases d're.v.E avec
ej—q.etaet..+ta.et..ta,.e= E a;& pour toug = 1,n, alors on & . ¢ = (8j)i=1nj=1n-
Propriété 6.4

SoitE unK-e.v. de dimension finie.

Soient €) et ) deux bases de.
Alors la matrice de passage @ d €) est inversible etR. . ¢) = Pe ¢

Propriété 6.5

SoitE unK-e.v. de dimension.
Soient €) = (e,,&,......6) et €) = (e',e%,......e%) deux bases de.

X1
n
Soitu un vecteur d& tel queu =x.6 + Xo.& + ... + X.6 + ... + X060 = Z Xjg i.e.ue=
=1 X,
n X1
et u=x1el+xueh+.. . +X.e +. .. +Xneh=2 X i.e. Ue=|
k=1 !
Xn

Alorsona: ]e=Pe_ e X [U]e.
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Démonstration

On SUDDOS@e e = (aij)i=l,nj=l,n- n
C'est-a-diree} = a;., + a.€ + ... + 3.6 + ... + a,.6, = D), @;€& pour touti = 1.
i=1

u= Z Xy €k = Z Xy Z aye = Z(ZH’, aikx.;Jei.

k=1 kel L k=1
On a donc = Z awX, pour touf = 1n.
k=1
djp Az " Aik 7 Ain X1
dp; Az "t Axk " Agn Xz

On vérifie aisément que cela correspond a: i ! ’
Aix @iz "7 Ak 7 QAin Xk

Ant Az "7 Ank 77 Amn Xn

VIl. Matrices associees a une application linéaire

Dans tout cette parti€, etF sont deuX-e.v. de dimensions respectiyestn.
(e) = (en,e......8) est une base deet €) = (1,€2,......£n) €St UNE base de

Propriété 7.1

Soientf etg deux applications linéaires &edansk.
[Qi=1p, f(e)=g(e)] = f=g.

Remarque 7.2

Cela signifie qué est entierement déterminé par les images deswsale la base.
C'est-a-dire la connaissance d&g))i-1, suffit pour connaitré

Démonstration
Par définitionf =g = OxOE, f(X) = g(x).

(=) Cette égalité est vraie, entre autres, pouelEs= 1.

() OXOE, O(x)0KP / x = er.
f(x) = f(z xie.J fo(e.

P

=2 xig(e) = 9(2 X; e.j 9(x).

i=1
Définition 7.3

Soitf “k(E,F).

On appelle matrice représentative ou matrice agsami matrice image delans les bases)(et ) et on
note. 7«(f) la matricen x p a coefficients danik dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées de
images paf de chacun des dans la base)
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Exemple 7.4

Soitf: R? - R3
(x,y) — (X~ y,=3x+ 2y,5x +Y)
On vérifie aisément gueest une application linéaire.
Soit (€) la base canonique @ et soit €') la base canonique @&¢.

1 -1
Ona 7Ze(f)=| -3 2
5 1

Remarque 7.5

Avec les notations de la définition précédenteaon
fley flex) - fley)

’ 011 Q12 ... O1p &1 n .
. //ee(f) = Q21 G2z ... Oop g ol f(Ej) = Zl aij&; \V/j = 1,p

Uny On2 """ dnp én

Propriété 7.6

Soitf “«(E,F) et soitM = . 7(f).
Siu a pour coordonnéeas dans €) alorsf(u) a pour coordonnédd x U dans £)

Remarque 7.7

Autrement dit, f(U)]. = . Ze(f) X [U]e.

Exemple 7.8

Soit (€) la base canonique @ et soit €') la base canonique @&¢.
Soitf: R® - R?

(x,y,9 — (y—z2x+3y +57)
On vérifie aisément gueest une application linéaire.

01-1 X
On a 7Zee(f) =[ 23 5 J Soitu=(x,y,20R* et ule=| vy |.
z

On a Zeolf) x[Ue = { . +y3_yi , J = [F(U)].-

Démonstration

M est une matrica x p etX est une matricp x 1. DoncMX est une matrica x 1.
f(el) f(eg) f(Ep)

a1 Q12 ... O1p &1 n -
M= 7«(f) = G21 Q22 ... Ozp €2 Ou f(ei):Z;aijgi vi=1,p.

On1 Gn2 "°° Onp €n
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A X X=(Y)iznOUY; = kZ:‘,pl awXc. Donc f(gp; xieiJ = é xif(e;) = Zp’, x{j nl a; g,] = Zn’,(zp’, a; XiJgi-

p
C'est-a-dire = 2 ajx = Y.
i=1

Propriété 7.9

i=1 = i=1

=1

L'applicationd : “«(E,F) - . 7n(K) est unisomorphisme dee.v.

f s Za(f)

Remarques 7.10

. Onadonc ¢(f+g)=d(f) +¢(g) Of,g0d0 “«(E,F) OkOK

o(kf) = ko(f)

¢ bijective.
. On peut donc définir une application linéaire pangtrice dans deux bases données.
Démonstration

. Soientf,g0 “«(E,F) etA,uCK.
fley flex) - fley)

G11 O12 ... O1p €1
Me(f) = (21 O22 ... Ogp &2
Gn1 Gn2 **" Onp &n
aley glex) - glep)
’ bll b12 blp 1
. //eg(g) = b2p &2

bgl b22 eee
bnl bn2 e bnp €n
On poseh = Af + ug.

h(ey, h(e;) -

’ ’ C11 C12 ...
MM+ Q) = Zee(h) = Ca1 Ca2 ...
Cn Cr2 "

ou f(e]') = 2 Qi &j Vj = l,p
i=1

ou g(e,-) = Zl bij8i Vj = l,p

h(e,)
Clp 81 n
Cop 8.2 ou h(e,-) = é Ci&i Vi=1,p.
Cnp 3n

Dj=1p, (A + Hg)(8) =f(8) + pg(8) =4 2 aye: +u 2 byey = 2 Aay +uby)e.

DonclUi =1,n O =1p c; = Ag; + pby.

D'ou (i))iztnj=rp = A&y + UBy)iz1nj=1p = A(@y)iztnj=Lp + H(Dy)i=tnj=1,.
C'est-a-dire 7Ze(Af + ug) = A 7e(f) + 1 7(0).
. Commeg est linéaire, il suffit de vérifier quie est injective.

NAVEYZA

(f(&))i=1nj=1p = (9(€)))i=1nj=1p

- Oi=1n Oj=1p f(e) =g(e)
o Oj=1p f(g)=9(e)

Francis Wlazinski
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Propriété 7.11

SoitG unK-e.v. de dimensioq.

Soit (n) une basé&.

Soientfl] “«(E,F) etgd ~“«(F,G). On a:

a.  Z«(@0of)= 7u(g) x Za(f) (O 74p(K), O 74n(K), O 715(K)).
b. Sif est un isomorphismey/ (f ™) = (. 7«(f)) ™

Propriété 7.12

Soitfl0 “«(E,F) et soitM = 7(f).
On a rgf) =dim Imf = rg( Z(f)).

Démonstration

Cela provient directement de fra <f(e), f(&),..f (&) >.

VIII. Systemes d'equations linéaires

Définition 8.1
A X tapXs +...+ a]_pxp = b]_

N 'z . C . . Ao Xy +AX, +...+ ayX =b2
On appelle systeme d'équations linéaires un systientgpe : : e

1)

an]_X]_ + an2X2 + oy + aanp = bn
ou les &;)i-1nj-1p €t les [)=1, sont des éléments d'un cotpet les X )i-1, des inconnues.

Propriété 8.2

Q11 012 ... O1p bl X1
. Gz G2 ... 0 b X
SoientA=| " T 7 U® IB=| 7 |etX=| 7
On Gn2 “°* Onp b, Xp
. Le systéme (1) correspond a l'équathof= B.
. Le systéme (1) possede une unigue solution sudgreent sh = p etA est inversible.

Dans ce cas, I'équatidxX = B est alors équivalenteXa= A™B.

Méthode de Gauss

Elle correspond a la méthode dite "par combinaisons
A Xp tapXs +...+ a]_pxp = b]_

A1Xy T axnXe t...taxpX, = b2

Soit le systémey qui correspond a une équatidricigdle AX = B.

an]_X]_ + an2X2 + oy + aanp = bn

Si tous lesa; sont nuls, alors les n'interviennent pas et on passe a la deuxiemawgel®i I'un des;;
est non nul, en échangeant les lignes, on peubsepgu'il s'agit de;;, on remplace alors toutes les
lignesL; parasiLi — ai;L; pour 2<i < n. En pratique, s'il existe plusieurs coefficieaty1<i < n) non
nuls, on échange les lignes de fagcon a mettreamigre ligne celle du coefficient le plus "simple”.
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Ay Xy TapXe ... tapX, = bl

. R . 5% + ...+ ayX, = b

On obtient donc un nouveau systéme équivalent : 2 e
AnXz T ...+ AnpX, = by,

On s'intéresse maintenant amx-(1) dernieres lignes comme précédemment. On caesids lignes
comme si elles étaient indépendantes.

Si tous lesa;; pouri = 2 sont nuls, alors les n'interviennent pas et on passe a la colonne sigv&i I'un
desa;; est non nul, en échangeant les lignes, on peposep qu'il s'agit da,,, on remplace alors toutes
les ligned.; paray.L; - a;L, pour 3<i<n.

On réitére ces opérations jusqu'a ce que l'onmii@n systéme triangulaire.

Suivant les valeurs deden et du rang de la matridg on obtient différent résultats.

Par exemple, si=p et si rgf@) = p, on obtient un systeme de la forme :

A1X1 T apXo tapsXs + ...+ A1 Xp1 T apXp = C1
AooXp + A23X3 + ...+ Ayp-1Xp-1 T ApXp = C2
33Xz ...t Azp-1Xp-1 + AzpXp = C3

Ap-1p-1Xp-1 T Ap-1pXp = Cp-1
AppXp = Cp

Et donc une unique solution que I'on obtient enplegant de facon récursive les différentes valdass
X pouri dep a 1.

Exemples 8.3

“X+2y—-2z+2t=2
1. X-2y+4z-t=1
X-y+z+t=-1
“X+2y—2z+2t=2
- dy—-27+5t=7
y—-z+3t=1

X+2y—-2z+2t=2
- y—-z+3t=1

dy—-27+5t=7
“X+2y—-2z+2t=2
= y—-z+3t=1
22-7t=3

+

N
I
N[N
~—+

+

NJuIN W
I

8
X <
I

4t
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2X+y-z=1
X+3y+z=3
4x+7y+z=7
2xX+y-z=1
Sy+3z=5
Sy+3z=5
x:%z
y:—%z+1

2xX+y-z=1
X+3y+z=3
4x+7y+z=-1
2xX+y-z=1
Sy+3z=5
Sy+3z=-3
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