Chapitre 2

Matrices et
systemes lineaires

Dans tout ce chapitre,etp sont deux entiers naturels non nul&etst un corps commutatif.
En pratiqueK =R ouC.

1. Géneralités

Définition 1.1

Une matriceA de type , p) est une application de {1, .n}, x {1, ..., p} dansK.
On notea; ; I'image du couplei(j) par lI'applicatiorA.

Lesa; sont appelés les coefficients de la matAce
On écrit alorA = (&, )i=1.nj=1.p-

Notation 1.2
. On note 7wp(K), . 7Z.)(K) ou. 7(K) I'ensemble des matrices de typep) a coefficients dank.
. Pour décrire un éléemeAtde. 7-,(K), on dispose les coefficients dans un tablealignes efp
colonnes, le coefficierd, ; venant se placer a l'intersection de-éme ligne et de I[reme
colonne.
. Par exemple, la matricede type (3, 2) définie par :
53
1= 5, 0= 3, 1= O, oo = 7, az 1= 4 etae,,z =1senotd=| O 7 |.
41
. Finalement, c'est ce tableau lui-méme qu'on fiaitgppeler une matrice.

On dit donc qu'un élémeM de. 7.x(K) est une matrice &lignes et @ colonnes.
dijp Az """ Qg
Ay Ay "t Ay

. A= = (@y)i=Lnj=1p

a.nl a.nZ a.np
Remarque 1.3
SiA=(a,))i=1.nj=-1.p On dit aussi moins formellement gdest la matrice de terme généaal
Définition 1.4

SoientA = (@;)i1nj=1p Une matrice de/p(K) etB = (bj)iz1j-1p, Une matrice de/np(K).

—_ !

OnditqueA=B sietseulementsij |

aij:bij Vizl,anzl,p
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Définition 1.5

Les coefficients; (I'indice de colonne est égal a l'indice de lighiepe matricé de. /,(K) sont appelés
coefficients diagonaux. lls forment ce qu'on appklldiagonale daA.

Les coefficients; tels que > sont dit en dessous de cette diagonale, alortegumefficients; tels
guej > i sont dit au dessus de celle-ci.

Définitions 1.6

On dit queA = (&;)i=1nj=1p U 7p(K) est :

. une matrice ligne si et seulemennsi 1.

. une matrice colonne si et seulemerg sil.

. une matrice carrée si et seulement sip.

. une matrice diagonale si et seulememt est une matrice carréetelle quea; = 0 sii #].

. une matrice unité si et seulemenfAsst une matrice diagonale telle gue= 1 Oi=1n.

. une matrice scalaire si et seulemerft sst une matrice diagonale telle ques a; Ui=1,n 0j=1,n.

. une matrice triangulaire supérieur si et seulerapitest une matrice carrée telle que= 0 sii > .
. une matrice triangulaire inférieur si et seulens it est une matrice carrée telle que= 0 sii <j.
. une matrice strictement triangulaire supérieuAssst une matrice carrée telle cqaje= 0 sii = .

. une matrice strictement triangulaire inférieurAgist une matrice carrée telle cqaje= 0 sii <.

Remarques 1.7

. L'ensemble des matrices carrées d'ondest noté 7,(K).

. On identifie les éléments suivants :
Les matrices colonnes et les vecteurs colonnes&@ise. 7,4 (K) etK".

Les matrices lignes et les vecteurs lignes c'eltea-71,(K) etKP.
Les matrices carrées d'ordre 1 et les élémenksalest-a-dire 7 1(K) etK.

Définition 1.8

SoitA = (@)i=1nj=1p Une matrice de/qp(K).

On appelle vecteur colonne detoute colonne extraite deidentifiée a un vecteur d€".
On appelle vecteur ligne de toute ligne extraite da& identifiée a un vecteur d€.

Définition 1.9

On appelle matrice nulle de7,(K) la matricen x p composée uniquement de O.
La matrice nulle est notée 0.

Définition 1.10

SoientA = (&))i=1nj=1p €tB = (0j)i=1nj=1, deux matrices de/,(K).
On définit la loi+ sur. 7(K) parA + B = (a; + by)iz1nj=1p

Remarque 1.11

Ce qui peut s'exprimer en disant queéA sist la matrice de terme généagkt siB est la matrice de terme
générab;, alorsA + B est la matrice de terme généaat b;.
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Propriété 1.12

(. 7x(K),+) est un groupe abélien c'est-a-dire

1 OABO. 7p(K), A+ BO. 7(K) (loi de composition interne).
2. OAB,CO 74K), A+ B+C)=(A+B)+C (associativité).

3. OAO 7¢(K),A+0=0+ A=A (élément neutre).

4 OAD 7Z(K), OAD. ZfK) I A+A=A+A=0 (symétrique).

5 OABO 7pK), A+B=B+A (commutativité).

Remarques 1.13

. On note-A la matriceA du 4°). SA= (8j)i=1nj=1p ,» ON @ alors-A = (= &;)i=1nj=1p-
. On peut définitA — B parA + (-B).

Démonstration

On poseA = ()i=1nj=1p , B = (By)izLnj=1p €1 C = (Cy)izLnj=1p
1. Par définition de l'addition.
2. A+(B+C)=A+ (b + Cjizinj=1p = (& + bj + Cj)i=1nj=1p (Symeétrique em,b etc)
3. A+0 = (@ + O)=tnj=1p = (@)izLnj=1p = A.
4 On aA = ~A = (=&)i=Lnj=1p
A+ A= (g + (-&))i=tnj=tp = (O)=tnj=1p = 0.
5. A+B=(a + by)iinj=1p = (05 + &)iztnj=1p = B+ A.

Définition 1.14

SoitA = (&j)i=1nj=1,p UNe matrice de/y(K). SoitALK.
On définit la loi externe sur. 7,(K) & domaine d'opératelrparA.A= (A X &)iz1nj=1p

Remarques 1.15

. La loi . n'est généralement pas notée.
. (1) x A=-A
. Si A est la matrice de terme généglA A est la matrice de terme généxat a;.

Propriété 1.16
( 7p(K),+,.) est urk-e.v.
Remarque 1.17

L'espace vectoriel, (K) est de dimension x p surk.

Une base de/ oK) est formée des matricg&s; ou pour tout dans {1, ... n} et toutj dans {1, ...

tous les coefficients d& ; sont nuls sauf celui situé en lignet colonng qui vaut 1.
Cette base est dite canonique.
Par exemple, une base .dg (K) est formée des matrices :

10 01 00 00 00 00
E1,1: 00 ,E1'2: 00 ,E2,1: 10 ,E2,2: 01 ’E3,1: 00 etE3'2: 00
00 00 00 00 10 01
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Définition 1.18

SoitA = (@)i=1nj-1p Une matrice de/y,(K) et soitB = (b;)i=1pj-1 UNe matrice dezp(K).
On appelle produit dA parB et on notéA x B la matrice de 74(K) définie par

p
AxB= (Cij)i=l,nj=1,q ou G = kz aikbk,-.
=1

Remarques 1.19

. Le nombre de colonnes dedoit étre égal au nombre de lignesBle

On peut donc résumer en écrivant :

[matrice de typery(, p)] x [matrice de typeg, q)] — [matrice de typer q)].
. Si AL 7x(K), on peut calculer a la foAsx B etBx A que siBL. 7n(K).

Dans ce cadhxBO. 7(K) etBx Al 7(K).

Sin#p, les matrice®AxB etBx A, de formats différents, ne sauraient étre égales.
. La loi x est une loi de composition interne que si I'onsaidére un ensemble de matrices carrées.
C'est-a-dire, sh etB sont deux matrices carrées d'omdralorsAx B etBx A sont aussi deux

matrices carrées d'ordne

Mais, en général, onAaxB # BxA. Dans le cas contraire, on dit g@t B commutent.
. On note aussA.B ou simplemen®B le produit de la matricA par la matrices.

Propriété 1.20

SoientA0K, AQ. 7u(K) etBO. Z4(K).
On a :A(AxB) = (1A) xB = Ax(/AB).

Démonstration

A= (@)Lnj=1p €18 = Bzt
AxB= (Cij)i=l,nj=1,q ou G = kz aikbkj
=1

P P P
A(A X B) = (/] Cij)i:j_,nj:j_,q avec/ G = y) kZl aikbkj = kZl(ﬂaik)bkj = kZl aik(/lbkj).

Propriété 1.21

La loi x est distributive par rapport a la toic'est-a-dire :

OAB,CO Z(K), Ax(B+C)=(AxB)+(AxC)
(B+C)xA=(BxA)+(CxA)

Démonstration

On poseA = (8)i=1nj=1n , B = (0j)iz1nj=1n €1C = (Cj)i=1nj=1n-
On aB + C = (b + Cj)i=1nj=1n

(distributivité a gauche)
(distributivité a droite).

A x (B + C) = (Vj)iztnj=1n ouy; = kzl aw(byg +cy) = kzl aiby + kZl ik Cyj

AxB= (aj)i=1,nj=1,n ou 6ij = kZl AikCyj
A X C = (Xij)izl,njzl,n Ol‘J Xij = kZl aikbkj.

D'ou le résultat.
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Propriété 1.22

(. 7(K),x) est un monoide c'est-a-dire

1. OABO. 7(K), A x BO. 7(K) (loi de composition interne).
2. OAB,CO 7(K), Ax(BxC)=(AxB)xC (associativité).

3. 010 z4(K) / OAD. Z(K), Ax I =1 x A=A (élément neutre).
Démonstration

On poseA = (8)i=1nj=1n , B = (0j)iz1nj=1n €1C = (Cj)i=1nj=1n-
1. Par définition.

2. OnaBxC= (yij)i:lvnj:]_'n ou Yi = kZl bikaj
A x (B x C) = (&)i=Lnj=1n oud; = kZi AikYkj = kzl aik(lzi kaCIjJ
On aA x B = (Xij)i=1nj=1n oux; = kZ_; aiby

(A% B) x C=(@)i=1nj=1n ouq@= |ZI ¢iCj = 2(2 aikbkljclj = 2 2 abucy

n

P aibuC

k=1 I1=1

1=1\k=1 k=1 I1=1
1 0..0
) 1 :
3. Eléement neutrg, =| . 0
0..0 1

On al, = (g))iz1nj-1n AVEC € = 9 siizjetg=1sii=] (e = &)).
AXln=(Yi)iztnjz=in  OUY; = kz ke = & § = &.
=1

n

In % A = (&))i=1nj=1n oug; = kZ €kay = §j aj = ajj.
=1

Remarques 1.23

. (. 7(K),+,x) est un anneau unifere.
. Le produit des matrices n'est pas commutatif.
. Les matrices scalairdd, commutent avec toutes les matrices d¢K).
. Dans. 7(K), les puissances entieres positives de matriggsdedinies par
A’=1], Al=AetA"=AxAx...xA (nfois) pour tout entien % 2.
. Dans. #4(K), on peut utiliser la formule du binémeA £ B)° = >, CKAP*B¥, & I'unique condition

k=0
gue les matricea etB commutent!

. Sin= 2, 'anneau/(K) contient des diviseurs d@éro.
L'égalitéAB =0 n'implique donc pa& =0 ouB =0.

Par exempl 01 X 1-11_[00
P00/ 00 loo0])"

De méme, les égalitdsB = AC ouBA = CAn'impliquent pas nécessairemeént C.
Un diviseur de zéro (resp. a gauche, a droite} passimplifiable (resp. a gauche, a droite).

Propriété 1.24

Le produit de deux matrices triangulaires supéeguresp. inférieures) est une matrice triangulaire
supérieure (resp. inférieure).
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Démonstration
SoientA = (8)i-1nj=1n €tB = (bj)i-1nj=1n deux matrices triangulaires supérieures.
On a don@; =0 eth; = 0 des qué > j.
n
AXB=(Cyiztnj=1g OU Cj= kZ aiby.
=1
n j n
Sii >j,j =N etCij = 2 aikbkj = 2 aikbkj + 2 aikbk,-.
k=1 k=1 ke
J
Or, sik<j alorsi >k etax = 0. Donc), axb, =0 .
k=1
n
De méme, sk >j alorshy = 0 et donc); ayb,; =0 .

k=j+1
D'ouc; =0 si i >] c'est-a-diréA x B triangulaire supérieure.

Propriété 1.25

Soit A une matrice triangulaire supérieure.
Alors, pour tout entier natur&| A est triangulaire supérieure et ses coefficierdgatiaux sont leg;.

Remarques 1.26

. On a le méme résultat si on remplace triangulaip@seure par triangulaire inférieure ou par
diagonale.

. Ce résultat s'étend aussi aux entiers relatis sidtriceA est inversible (notion vue plus loin).

Démonstration

On montre trivialement (par récurrence par exenle) les matriced sont triangulaires supérieures.
Il reste a montrer le résultat sur les coefficialitggonaux.

SoitA = (a;)i-1nj=1n Une Matrice triangulaire supérieure.

. Vrai au rang O et au rang 1.

. On suppose vrai au rapge'est-a-diréd’ = (by)i-1nj-1n avech; = 0 des que > eth; = a;".
On poseéA’™ = (Gj)iz1nj=1n.
On aAM™ = ,nA x AP,

Donc ¢; = Y axby.
k=1

On a déja similairement montré que= 0 si i > c'est-a-dired’** triangulaire supérieure.
Il reste a calculec;.
n i-1 n
Gi = 2 aikbii = X awbii +aibi + X aiby.
k=1 k=1 k:ii+_ll
Lorsquek < i, on aax = 0 et dong, axb, =0 .
k=1
n
Lorsquek > i, on aby; = 0 et donc), ayb, =0 .
k=i+1

D'ouci = & bi = &y ai® = ai"*™.
Rappel 1.27

On dit qu'un élémerd d'un groupe (noté multiplicativement) est nilpdtdiordrek (entier non nul)
lorsquea**#0 eta“=0.
On dit qu'un élémera d'un groupe est nilpotent s'il existe un enktiézl quea soit nilpotent d'ordré.
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Propriété 1.28

Toute matriceA strictement triangulaire est nilpotente.

Démonstration

SoitA = (a))i-1nj=1o UN€ Matrice strictement triangulaire supérieure.
Soitp un entier naturel non nul, nous allons montrer §jUé = (b;)i-1nj-1» @lors, pour tout entier
comprisentre 1L at,b;=0sii>j-p+ 1.

Vrai au rang 1.
On suppose vrai au rapge'est-a-diréd’ = (bj)iz1nj-1n avech; =0 des que =j —p + 1.
On poseA’™ = (Gj)i=1nj=1n-
On aA"t = A x AP
Donc ¢; = Y axby.
k=1

i-p n
Sii Zj -p (2 1),Cij = Z aikbk,- + Z aikbk,-.

k=1 k=j—p+1

i-p
Lorsquek<j—p, onai=ketax=0. Donc), axb,; =0 .
k=1

Lorsquek=>j-p+1,onay=0etdonc ), axb,;=0 .

k=j—p+1

Remarques 1.29

Plus précisément, si appartient a(K) et siA est strictement triangulaire, alg¥= 0.
01 .
Par exemple, A= [ 0 OJ on a biem? =0.

Pour qu'une matrice carrée soit nilpotente, iltrpas nécessaire qu'elle soit strictement

. . . 1-1) ..
triangulaire. Par exemple, la matrige 1 -1 vérifie A2=0.

Si une matrice carré&d'ordren est nilpotente, il est certain gaé=0.
Inversement, sA est carrée d'ordmeet siA" # 0, alors toutes les puissancesAdgont non nulles.

2. Matrice et inverse

Définition 2.1

Soit A une matrice de/(K).
On dit queA est inversible si et seulement s'il existe uneiceh telle queA x A=A x A=,
On noteA™ la matriceA.

Remarques 2.2

Il y a unicité de la matrice inverge® lorsqu’elle existe.
Bien que le produit dans/(K) ne soit pas commutatif, I'une des deux égaiés |, ouBA=1,
implique l'autre, et donB = A™.
Soit A une matrice de/(K).
A est inversible= A est simplifiable
= An'est pas un diviseur de 0.
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Propriété-Définition 2.3

L'ensemble des matrices inversibles d€K) est un groupe pour la loi produit appelé groupédire
d'indicen et noté GL,(K).

Propriété 2.4
SoientA etB deux matrices inversibles deg (K). Ona AxB)!*=B*xA™

Démonstration

(AxB)xB*xA1=AxBxB*xAT=Ax| xAt=AxA" =]
De méme pouB™ xA™x (AxB).

Remarque 2.5

Soit A une matrice inversible de/(K).
On peut donc définiA* pour tout entier négatif de la facon suivanteA* = (A™)™* avec—k > 0.

Propriété 2.6

SoitA=[i1 SJ une matrice dez(C).
A est inversible si et seulementsi- bc# 0 et d gi=—1 [ dD
est inversible si et seulemen c#0etdans ce cah™ = _q7p0 .

3. Matrices equivalentes et matrices semblables
Définition 3.1

Deux matrice®\ etB de. 7,(K) sont dites equivalentes s'il existe une matneerisibleQ d'ordren et
une matrice inversiblE d'ordrep telles queB = QAP.

Définition 3.2

Deux matrice®\ etB de. 7,(K) sont dites semblables s'il existe une matricensibleP d'ordren telle
queB =P'AP.

Remarques 3.3
. Si deux matrices sont semblables, elles sont élguitess. La réciproque est fausse.
. SiB =P™AP, alors pour tout entier natunrebon a :B" =P A"P.

Cette relation s'étend aux exposants négatsesi(donc)B sont inversibles.

Propriétés 3.4

. La relation définie parA est équivalente B" est une relation d'équivalence dansy(K).
. La relation définie parA est semblable B" est une relation d'équivalence dangK).
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4. Transposee d'une matrice

Définition 4.1

Soit A = (;)i=1nj=1p UNe matrice de/i(K).

On appelle transposée Aeet on notéA la matrice de/p(K) définie par :

A= (0)i=1pj=1n OUOG; =g Oi=1lp Oj=1,n

Remarques 4.2

. Lorsque l'on transpose, les vecteurs colonnes a@atece sont changés en vecteurs lignes et
inversement.
. Lorsque l'on transpose une matrice carrée, lesegltsmmiagonaux (ceux qui appartiennent a la

diagonale) sont inchangés.
Propriété 4.3

SoientA et B deux matrices dez(K) et soitALK. Alors on a :
. t(tA) =A

. (A+B)='A+'B

. ‘(AA) =A(A)

Remarque 4.4

On peut résumer ses propriétés en disant quenigpiaition est un isomorphisme.dg.,(K) dans
a(K) et que, si on se restreint&(K), la transposition est un automorphisme involutif.

Démonstration

SoientA = (aij)i:j_,nj:j_,p etB= (bij)i:]_’nj:]_’p .
On poséA = (0)iz1pj=1n OUQ; =& Ui=1lp Oj=1,n
On pOSéB = (Bij)i:]_’pj:]_’n ou Bij = bji Dlzl,p Dj=1,n
. A+ B = (g + by)iztnj=1p
(A+B)= (Vi)iipizin OUY; =8 +by Oi=1p Oj=1,n
‘A+B = (0 + By)i=tpj=tn
Oraj + B =a; + by = Di=1p Oj=1n
* AA = (A&j)i=1nj=1p
AA) = (Vi)izpj=en  OUY; = Ay Oi=1p Oj=1n
)\(tA) = ()\Gij)i:j_,nj:j_,p ou )\Gij = )\a,. Dlzl,p Dj=1,n

Propriété 4.5
SoientA une matrice dez(K) etB une matrice de/4(K). On a (A x B) ='B x 'A.
Remarque 4.6

'B est une matrice de7,(K) et'A est une matrice de/n(K).
Donc'B x 'A est une matrice deZ(K).
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Démonstration

A= (@iztnizip B = (0)iztpjetm ]

On poseA x B = (Cy)izinjz=1m OUC; = gl ayby

(A% B) = (fi)mnim OUY; =G Oi=lp Oj=1n

B X'A = (8)iztnjzim OUG; = > Pia = > buay = > awbu =vi.
k=1 k=1 k=1

Propriété 4.7

Soit A une matrice carrée.
Si A est inversible, alord est inversible et4&)™ ='(A™).

Démonstration

On a, par définitionA x A=A x A=1,

Dot YA xA=(AxAY)=1,=1,
Ax(AD = AT xA) =1, =1,

Propriété 4.8

OAD. Z(K), OKON, (A9 = (A
Si A est inversible, cette égalité est valable pour ¢otier relatifk.

Démonstration

. Par récurrence pour les entiers positifs.
. Vrai pourk = -1.

. A= (A  pourk< 0.

Définition 4.9

Soit A une matrice carrée de;(K).
On dit queA est symétrique si et seulementisk A.
On dit queA est antisymétrique si et seulemernAst —A.

Remarques 4.10

Si A= (ay)ij-1n €St un matrice dez(K),
. A est symétrique sg; =a; Ui,j =1,n.

. A est antisymétrique sy =—g; Ui,j =1,n.
. La diagonale d'une matrice antisymétrique est fosrd nulle.
Notation

On noteS(K) I'ensemble des matrices dg(K) qui sont symétriques.

On noteA,(K) I'ensemble des matrices dg(K) qui sont antisymétriques.
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Corollaire 4.11

Si A est inversible et symétrique ala¥S est symétrique.
Si A est inversible et antisymétrique aléys est antisymétrique.

Démonstration
Voir propriété 4.7.
Corollaire 4.12

Si A est symétrique alors, pour tout entier natky@k est symétrique.
Si A est inversible, cette propriété est valable pout éntier relatik.

Démonstration
En effet, {(AY) = (‘A)k = A~
Corollaire 4.13

Si A est antisymétrique, les puissances paires slent symétriques et les puissances impaires stmt
antisymétriques.

Démonstration
En effet, {(A") = (A)* = (-1)*A~.
Propriété 4.14

S(K) etAq(K) sont deux sous-espaces vectoriels supplémenthares(K).

La dimension d&,(K) est%n(n +1) et celle d&A (K) est%n(n -1).

Toute matriceM de. 7,(K) s'écrit de maniere unique comme la somme d'uriBaaaymétriques et
d'une matrice antisymétrique

t
SetA sont respectivement données SarM

M-M
> .

etA= 5
Démonstration

Onabien: S+A=M, 'S=S et 'A=-A

De plus, soiP une matrice qui est a la fois symétrique et amtétyique.
P='P=-P c'est-a-dire R = 0 et enfinP = 0.

5. Trace d'une matrice
Définition 5.1

Soit A une matrice carrée d'ordngi.e. ALl 7,(K)).
On appelle trace d&la somme des éléments diagonauwdde

C'est-a-dire sA = (;)ij=1n, ON A trd) = a;.
i=1
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Propriétés 5.2

Soit A etB deux matrices carrées de méme ordiewst scalaire.

1. tr(‘A) = tr(A). 2. tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
3. trA A) = A tr(A). 4. trAx B) =tr(B x A).

Remarques 5.3

. En général, tA x B) # tr(A) x tr(B).

. L'application "trace" est donc une forme linéairel'espace vectoriel,(K), c'est-a-dire une
application linéaire de/(K) dansK.

. SoientA une matrice de/wy(K) etB une matrice dezpn(K).

La matriceAB est donc carrée d'ordnetandis qudBA est carrée d'ordne
On a aussi tf x B) = tr(B x A).
. On ne doit pas généraliser abusivement a des psadieiplus de deux matrices.
Par exemple, il n'y a aucune raison pour qu'otégilité trABC) = tr(CBA).
En revanche, on peut écrire ARC) = tr(CAB) = tr(BCA).
. Deux matrices semblables ont la méme trace.
Plus précisément, #i et P appartiennent a/(K), et siP est inversible, alors la matri@définie
parB = PAP posséde la méme trace due
En effet, trP'AP) = tr((PA)P) = tr(P(P'A)) = tr(A).
Pour reprendre la remarque précédente, on n'@asa trP'AP) = tr(P'PA) = tr(A)!

Démonstration
SoientA = (aij)i,jzl,n etB= (bij)i’j:]_'n.

On poséA = (a;)ij=n OUQ; =a; Oi,j =1,p.
1. On ad; = ag;.

2. A+ B = (g + by)ij=1n tr(A+B) = IZn; ai +bi = é ai + IZn; bi = tr(A) + tr(B)

3. AA = (A&y)i=1nj=1p tr(AA) = Zn; Aa; = )\gn; a;i = Atr(A)

4. SiAx B = (Cj)iztnj=1m OUC; = kZEl axby et BXxXA=(dj)izinj-1m OUD; = é biay
tr(Ax B) = Z} G = 21 kzl ayby tr(B x A) = Iz; o = le % byay = % ]z; aby.

6. Matrices et bases

6.1 Matrice d'une famille de vecteurs dans une base
Définition 6.1

SoitE unK-espace vectoriel, de dim> 1, muni d'une base)(= (e, &, ... ,&).

Soit (V) = (vi, V>, ... ,Vp) une famille dg vecteurs dé&.

Pouri = 1netj =1, p, soita; lai®*™ composante du vecteyrdans la bases) c'est-a-dire; = > a; e.
i=1

Soit A la matrice de 7.p(K), de terme général.
A est appelée matrice de la familg dans la base).
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Remarques 6.2

. Dans urK-espace vectoridt de dimension finie, muni d'une bagg En note parfoisu]. la
matrice-colonne des coordonnées d'un veateleE dans la bases).
. Avec ces notations, jaieme colonne da est formée des composantes/aians €).

Supposons par exemple qa< (e, &, ) soit une base de (donc dimg) = 3).
Soientv; =3e +5e +e; etv, =2 + 46 + 7e..

3 2
C'est-a-dire\i]e=| 5 |et].=| 4
1 7
32
Alors la matrice de la familles) = (vi, \») dans la basesfest| 5 4
17

6.2 Matrices associées a une application linéaire

Dans tout ce paragraplegetE' sont deuxK-e.v. de dimension respectipeetn, (€) = (e,&,......£5,) est
une base dE et €) = (e',€%,......£%) est une base d€.

Rappel 6.3

Soientf etg deux applications linéaires @edanskE'.
Silli=1,p, f(e)=g(e) alorsf =g.

Remarque 6.4

Cela signifie qué est entierement déterminé par les images deswrsde la base.
C'est-a-dire la connaissance di€g)ji-1, suffit pour connaitré

Démonstration

(=) f=g < OxXOE,f(x) =g(X). Entre autre vrai powg pour tout entier compris entrel etp.
p

(0) OxOE, O(x)OKP/ x =2 xi€.
&

f(x) = f(é Xi eij = gp; xf(e) = gp; xig(e) = g(gpi xieiJ =9g(x)
Définition 6.5

Soitfl /k(E,E").
On appelle matrice représentative ou matrice agésami matrice image dans les baspst((€') et on
note. 7e(f) la matricen x p a coefficients dank dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées de
images paf de chacun des dans la base=.

f(el) f(eg) Tt f(ep)

a1 Q12 ... O1p € n
Cest-a-dire  Ze(f)= | ax az ... azp € ou f(g) =2 aje] Vj=1,p.
. . . . i=1

Gn1 On2 """ Qnp €n
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Remarque 6.6

La matrice dd dans les bases)(et €') est la matrice de la famille des vecteuifs,), f(e.), ... ,f(&,)) dans
la base€)).

Exemple 6.7

Soitf: R? - R3
(x,y) — (X~ y,=3x+ 2y,5x +Y)
On vérifie aisément gueest une application linéaire.
Soit (€) la base canonique @ et soit €') la base canonique @&¢.

1 -1
Ona Zf=| -3 2
5 1

Propriété 6.8

Soitf “«(E,E") et soitM = . 7.(f).
Siu a pour coordonnéeas dans €) alorsf(u) a pour coordonnédd x U dans €’).

Remarque 6.9

Ce que I'on peut aussi écrif@u)]e = . 7ee(f) % [U]e.

Exemple 6.10
Soit (€) la base canonique @ et soit €') la base canonique @&¢.
Soitf: R® - R?
Xy, — (y—z2x+ 3y +52)
| 01-1) . N
On a 7(f) = 53 5 | Soitu=(x,y,20R*etU=| y |.
z

; _ y-z — (v _
On a.//ee(f)xu—[2X+3y+52J = (y - z2x + 3y + 52) =f(u).

Démonstration

M est une matrica x p etX est une matricp x 1 doncMX est une matrica x 1.
f(el) f(eg) f(Ep)

/
di11 Q12 ... O1p €, n
M= = | am am ... azp | & OUT@)=D el Vj=1p.
. . . . : i=1
/
Gn1 On2 """ Qnp €n

p
A X X= (Vi)iz1n OUY: = kzl Qi X -

P P P n nrp P
donc f(Z Xi eiJ =Y xfle) =2 X{Z a; ejJ = Z( a; xije{ c'est-a-direy; = D a;x; = Y.
i=1 i=1 i=1 j=1 1 i=1

=1 i i=
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Propriété 6.11

L'applicationd : “«(E,E) - . 7,(K) estunisomorphisme d'e.v.
f o Ze(f)

Remarques 6.12

. Onadonc  ¢(f+9)=¢(f) +¢(9)
d(kf) = ko(f)
¢ bijective.
. On peut donc bien définir une application linégiae sa matrice dans deux bases données.

Démonstration

. Soientf,gl] “«(E,E) etA,uK.
fley flex) - fley)

’ d11 Q12 ... O1p el n
Meel®) = | a1 az ... azp A ou f(e) =2£aije{ vj=1,p.
. . . . : i=
i
On1 Gn2 """ Qnp €n

g(ey olez) - glep)
b11 b12 blp el . n .
Mee(Q) = D21 b2 ... by e/2 oug(e) = I; bjel Vj=1,p.

bnl bn2 bnp e:1
On poseh = Af + ug
h(el) h(62) h(ep)

Ci1 Ci2 ... Cyp e/l n -
SN = )= | Cuc 0y | € OUNE)=oE Vi=1p,
Chit Cr2 """ Cpp e:1

Oj=1p f+pg)(e) =Af(e) +pg(e) = 4 21 ;€ +u 21 b€ = g(/lau +ubj)e|
DonclUi =1,n O =1p c; =Ag; + pby.
D'ou €i))iztnj=rp = A&y + Uby)i1nj=1p = A(@y)iztnj=1p + M(Dj)i1nj=1p
C'est-a-dire 7Ze(Af + ug) = A 7Z.(f) + L 7¢(Q).
. Commed est linéaire, il suffit de vérifier quie est injective.
eelf) = 74(9)
= (f(&))iztni=1p = (9(&)))i=tnj=1p
= Li=ln 0j=1p f(e)=9(e)
=  [0j=1p f(e)=9g(e)

Propriété 6.13

SoientE,F etG troisK-e.v. Soientd), (e") et €") les bases respectives@E etG.
Soientfl] “«(E,F) etgl “«(F,G). On a. Ze(g 0f) =. 7 (Q) X . Zee(f)
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Démonstration

D'apres la propriété 6.7, en poshht . 7.(f) etM' = Zz.(f).

Alors, siu a pour coordonnées dans €), f(u) a pour coordonnédd x U dans €).
Et g(f(u)) a pour coordonnédg' x (M x U) dans €").

C'est-a-direq of)(u) a pour coordonnéeM( x M) x U dans €").

D'aprés l'unicité de la matrice représentativea ote(g 0 f) = M' x M.

Propriété 6.14

SoientE,F deuxK-e.v. de méme dimension. Soieef €t €’) les bases respectivesetF .
Soitf “«(E,F).
f est inversible si et seulement gi.(f) est inversible et/ze(f ™) = (. Ze(f))™

Démonstration

In= Zeeld) = Zoelf 20N = Jedf) X ).
In= /edld) = ZedfOF ) = o) % Zedf ™).

Propriété 6.15

SoitE unK-espace vectoriel de dimensioz 1, muni d'une base)(

Soitv une famille den vecteurs d& (autant donc que la dimension e

SoitA (0. 7(K)) la matrice de la famillev] dans la bases).

Alors la famille {) est une base desi et seulement si la matriéeest inversible.

Démonstration

A peut étre considérée comme la matrice d'un endurismnef deE.
OrAinversible = finversible= f bijective

= fsurjective (méme dim)

= (v) famille génératrice dE.
Or dimE = n, donc ¢) famille génératrice dE < (V) base.

6.3 Matrice de passage

Définition 6.16

SoitE unK-e.v. de dimension et soient€) et ) deux bases de.
On appelle matrice de passage&e(’) et on notd>, . - la matrice formée des vecteurs colonnes
correspondants aux coordonnées des vecteues) daKs la bases).

C'est-a-dire sid)=(e, &, ....,€, ..., &) et €) = (e, ey, ?’ ey €h)

avece) = ;.6 + & + ... + 8.6 + ... + &6 = D, ;€ pour tou = 1,n
i=1

a|0rS on aDe e = (aij)i=1,nj=1,n
Remarques 6.17

. La matrice de passage @& & ') est la matrice de la famille) dans la bases).
. La matrice de passage @@ & €") estP. .. « = . Zedldg).
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Propriété 6.18

SoitE unK-e.v. de dimension.
Soient €) = (€,&,......6,) et @) = (e'L,e,......eH ) deux bases de.

n
Soitu un vecteur d& tel qUEU = X161 + Xo.& + ... + X.6 + ... + X0.6 = D X/€;
=1

n
et U=X1.e1+X2es+ ... + X8} + ... + X'n€h = D Xk
k=1

!

X1 X1
SoientXe=| : |etXe=

Xn X;,
On aXe= Peae' X )(e'.
Remarque 6.19
On peut aussi écrirel]e = Pe _ & X [U]e

Démonstration

On pOSGDe e = (aij)i=1,nj=1,n-

n
C'est-a-diree} = a;.e + @;.& + ... + 3.6 + ... + 2,.6, = ), &; € pour touti = 1,n.
i=1

n n n n n
U= X = 2 Xy 2 awe = 2(2 aikxl/Jei
k=1 =1

i=1 \k=1
On a donos = ), awX, pour touf = 1,n.
k=1
Ay A "t Ak 7 Aan X1
dpy Qg " Ax T QAo X2

On vérifie aisément que cela correspond a
A1 iz 7" Ak "TT Qi Xk

Any A """ Apk 7 Ann Xn
Propriété 6.20

SoitE unK-e.v. de dimension finie.

Soient €) et ') deux bases de.

La matrice de passage @@ & €' est inversible.
De p|US, Peﬂ e')_l =Pe_e

Démonstration

D'apres la propriété 6.13, une matrice de passsigeversible.
Pour tout vecteur, on aXe = Pe . e X Xeo

Xe=Pe_ e X Xe.
DIOU xe = (Pe - e')_l X xe et (Pe - e')_l = Pe' - e

Remarque 6.21

Si (a), (B) et ) sont trois bases dg alors on a la relation :
Pay=Pa_pPs_y.

Francis Wlazinski
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Propriété 6.22

Soit ) une autre base deet soit €') une autre base d&.

SoitP la matrice de passage @ & €) et soit Q la matrice de passage elg{ €').

Soitf une application linéaire dedansk'.

SoitA la matrice dé dans les bases)(et €') et soitB la matrice dé dans les bases)(et §').
Alors on a I'égalité B= Q" AP.

Démonstration

Soitu un vecteur quelconque &e
On a e =P x [u]e et [f(u)]e = Q x [f(u)]e.
De plus, f(u)]e = A x [u]e. DoncQ x [f(u)]e = A X [u]le=Ax P x [u]e. D'oU f(u)]e = Q* x Ax P x[U].

Remarques 6.23

. Les matrices représentatives d'une méme applicitiéaire sont équivalentes.
. Réciproquement, toute matrice équivalente a uneceatprésentative d'une application linéaire
est aussi une matrice représentative de cettecafiph linéaire.

Corollaire 6.24

Sif est un endomorphisme &ede matriceA dans €) et de matric® dans £).
Soit P la matrice de passage @ & €). Alors on a I'égalité B = P AP.

Définition 6.25

SoitE unK-espace vectoriel de dimension fime 1. Soitf un endomorphisme de
On appelle trace deet on note tiff la trace de la matrice delans une base quelconque de I'espace
vectorielE.

Remarques 6.26

. Puisque tiPAP) = tr((P"'A)P) = tr(P(PA)) = tr(A), la trace dd ne dépend pas de la bask (
choisie dan& pour représenter matriciellemdnt

. Sif etg sont deux endomorphismesgon a: trgof) = tr(f 0 Q).

. Si p est une projection vectorielle &esur un sous-espa€ede dimensiom, alors
tr(p) = rg() =r.
Pour s'en persuader, il suffit de choisir un supeldtaireG deF dansk et de se placer dans une
base adaptée a la somme dirécteF [1 G. La matrice de dans cette base est diagonaler les
premiers coefficients diagonaux valant 1 etrlesr derniers valant 0.

6.4 Rang

Définition 6.27
Soit A une matrice de/n(K).

On appelle rang d&, et on note rg), le rang de la famille dgsvecteurscolonnes dé\, considérés
comme éléments d€".
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Remarques 6.28

. rg(A) est nul = A est la matrice nulle.

. rg(A) est égal a 1 si et seulement si les différermémnoes déA sont proportionnelles deux a
deux, l'une d'elles au moins n'étant pas nulle.

. Le rang de la matricA est égal au rang de toute application linéaireeqtsble d'étre représentée
parA.

Propriété 6.29

Le rang d'une matrice est aussi le rang de la lamiimposée de ses vecteurs lignes.
Démonstration

Non trivial (euphémisme).

Propriété 6.30

SoitflJ /«(E,E") et soitM = . 7.(f).
On a rgf) (= dim Imf) = rg( Ze(f)).

Démonstration

Imf =< (f(e), f(e),..f(e)>.

Corollaire 6.31

Deux matrices semblables ont méme rang.
Corollaire 6.32

Soit A une matrice de/(K). A est inversible si et seulement SIARE n.

7. Opérations élémentaires
Définition 7.1

SoitA = (8)i=1nj=1p UN€ Matrice de/u(K).

On notelL,, ... L, les lignes successives Ae

Pour chaque lignd,; deA, soitd(i) le plus petit indicg, s'il existe, tel que; # 0.

On dit queA est échelonnée supérieurement s'il existe unrerdie {0, ... ,n} tel que :

. Pour tout indice inférieur ou égal &, la ligneL; est non nulle.
. Pour tout indice strictement supérieurrala ligneL; est nulle.
. La suited(1), d(2), ... ,d(r) est strictement croissante.

Lesr coefficients non nuls situés aux positionsl(i)) sont appelés les pivots Ae

Remarque 7.2

Une rang d'une telle matrice est
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Exemple 7.3

0123450
0034500
A=| 00 0 1 2 0 3|est échelonnée, avec quatre pivots.
0000011
00000O00O0
Donc rg@) = 4.

Définition 7.4

Soientn, p, r trois entiers tels quedr < min(n, p).
On noteJ:(n, p) la matrice de7x«(K), de coefficients; définie par :

. Pour tout indice compris entre 1 at a; = 1.
. Les autres coefficients dgn, p) sont nuls.
Exemples 7.5
Les matricesk(n, p) sont bien sr des cas particuliers de matricksléonées.
10000
101000
Par exemple, dang7 {K), J (4,5 = 00000
0o00O0O
10000
101000
E@9= 50100
0o00O0O

Propriété 7.6

Une matriceA de. 7(K) est de rang si et seulement si elle est équivalente a la oealr(n, p).
Propriété 7.7

Deux matrice® etB de. 7x(K) sont équivalentes si et seulement si elles omtéme rang.
Rappel 7.8

Le rang d'une matric& est égal au rang de la matrice transp&sée

Remarque 7.9

Soit A une matrice de/p(K).

Le rang deéA est inférieur ou égal au minimum det dep.

Il est égal au nombre maximum de colonnes libres da
Il est aussi égal au nombre maximum de lignesdidensA.
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Définition 7.10

Soit (V) = (vi, V2, ... ,Vn) une famille den vecteurs d&P.
On appelle opération élémentaire sur les vecterirette famille I'une des opérations suivantes :

. Multiplier un des vecteurs de la famille par unlaiza non nul.
. Ajouter a I'un des vecteurs un multiple d'un autreteur de la famille.
. Echanger deux vecteurs de la famille.

Propriété 7.11

Soit (') la famille de vecteurs obtenue en appliquantapéation €élémentaire a une famihg. (
Les deux famillesy) et (') ont le méme rang.

Remarque 7.12
On ne modifie donc pas le rang d'une famille ddexgs en lui appliquant une succession d'opérations

élémentaires. Il en est ainsi quand on ajoutenadiés vecteurs une combinaison linéaire des autres
vecteurs de la famille.

Définition 7.13

Soit A une matrice de/n(K). NotonsLy, L,, ... ,L, les lignes dé\.
On appelle opération élémentaire sur les ligne& dme des opérations suivantes :

. Multiplier une ligne L; par un scalaire non nal
On note cette opérationL; — aL..

. Ajouter a I'une des lignek; un multiple d'une autre ligris.
On note cette opération L — L; + L.

. Echanger deux lignek; et L.

Cette opération est notéd;  L;.
Remarques 7.14

. On définit de méme les opérations élémentaireteswolonnes de la matriée
Ces opérations sont notées :
C « GCi,
C -G+ BC]
etG o C.
. Toute opération élémentaire (ou toute suite datirs élémentaires) transforme une mathice
en une matrice de méme rang.
. Dans toute opératidn — oL, il est absolument indispensable gusoit non nul.
On veillera notamment au cas ewépend d'un paramétre. Pour les valeurs de dcedwiic
annuleraientr, I'opération se traduit par — 0 et modifie en général le rang Ae
. On notel; — al;+BL;la composée de — al;puis deL; — L+ BL;.

Propriété 7.15

Soit A une matrice de/w(K), transformée en une matriBgar une suite d'opérations élémentaires sur
les lignes. Alors il existe une matrice inversiBleelle queB = PA

De méme sC est obtenue a partir depar une ou plusieurs opérations élémentairedesurolonnes,
alors il existe une matrice inversitiietelle queB = AQ.
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Remarques 7.16

On peut interpréter ces résultats en disant que :

. Toute opération élémentaire sur les lignes équiaaute multiplication & gauche par une matrice
inversible.
. Toute opération élémentaire sur les colonnes éguévane multiplication & droite par une

matrice inversible.
Propriété 7.17

On peut transformer une matrice quelconguen une matrice échelonnBepar une succession
d'opérations élémentaires sur les lignes\de

Remarques 7.18

. Le calcul du rang d'une famille de vecteurs (om@'application linéaire) peut toujours se
ramener au calcul du rang d'une matrice.

. Les opérations élémentaires ne modifiant pas g darla matrice initiale, on peut ainsi calculer
le rang déA : c'est celui de la matrice échelonnée finalest-@edire le nombre de ses pivots non
nuls.

Exemple 7.19
On veut calculer le rang de la matrise

On applique & les opérations suivantes :L, —~ L,—-3L;
Lz « Ls—2L;
L4 — L4+ Ll

| |

P No W
[

o O 0 O

On applique 38 les opérations suivantes :L, — L,+5L3

On obtient la matric€ =

La matrice initialeA est donc de rang 4.
Définition 7.20

On appelle matrice par blocs toute matrice décoepéaen certain nombre de sous-matrices.
Chacune de ces sous-matrices est appelée un bloc.

Propriété 7.21

Les régles des opérations d'addition, de multipboade matrice sont applicables sur les blocsade |
méme facon que sur les coefficients.
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8. Systemes d'équations linéaires

Définition 8.1
Ay X tapXe ... tapX, = bl

. 2 . R Ay Xy +anX, +...+tapX, =b
On appelle systéme d'équations linéaires un systientgpe 3 = o7 . % T2

(1)

anj_X]_ + an2X2 + es + aanp = bn
ou lesa; et lesh; sont des éléments d'un cokpgt lesx des inconnues.

Propriété 8.2

011 Q12 ... Ogp bl X1
: X
Soita=| 2 42 - 02 g b:Z etX=| 7
Uny On2 """ dnp bn Xp
. Le systéme (1) correspond a l'équaihot= B.
. Le systéme (1) possede une unique solution suéreent sh = p etA est inversible.

Dans ce cas, I'équatidxX = B est alors équivalenteXa= A™B.

Méthode de Gauss
Elle correspond a la méthode dite "par combinaisons

Ay X tapXe ... tapX, = bl

Ay Xy FagpXs +...+ aszp = b2

Soit le systéme correspondant a une certaindiéqueX = B.

anj_X]_ + an2X2 + es + aanp = bn

Si tous lesa; sont nuls, alors les n'interviennent pas et on passe a la deuxiemawgel®i I'un des;;
est non nul, en échangeant les lignes, on peubsepgu'il s'agit da;;, on remplace alors toutes les
lignesL; parauil - asL: pour 2<i < n. En pratique, s'il existe plusieurs coefficieat1<i < n) non
nuls, on échange les lignes de facon a mettreamigre ligne celle du coefficient le plus "simple".

Ay X tapXe ... tapX, = bl
ApXo t ...+ AppXp = D)

On obtient donc un nouveau systeme équivalent :
AnpXz T ...+ AnpX, = by,

On s'intéresse maintenant amx-(1) dernieres lignes comme précédemment. On caesids lignes
comme si elles étaient indépendantes.

Si tous lesa;; pouri = 2 sont nuls, alors les n'interviennent pas et on passe a la colonne sigv&i I'un

desa;; est non nul, en échangeant les lignes, on peposep qu'il s'agit da,,, on remplace alors toutes
les ligned.; paray.L; - a;L, pour 3<i<n.

On réitére ces opérations jusqu'a ce que l'onmiien systeme un systeme triangulaire.
Suivant les valeurs deden et du rang de la matridg on obtient différent résultats.
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Par exemple, si=p et si rg@) = p on obtient un systeme de la forme :

aiXy FapXe tapXs+ ...+ a1 X1 T apXp, =C
AoXy +aApsXs + ...+ agp_lxp_l + agpxp =C
A33Xz ...+ Azp-1Xp-1 T AzpXp = C3

Ap-1p-1Xp-1  Ap-1pXp = Cp1
8ppXp = Cp

Et donc une unique solution que I'on obtient enplagant de facon récursive les différentes valdass

X pouri dep a 1.
Exemples 8.3
“X+2y—-2z+2t=2

1. X-2y+4z-t=1 =
X=y+z+t=-1

X+2y—-2z+2t=2
- y—-z+3t=1 -
dy—-27+5t=7
2=3+ 1t
T |yEaey
X = -4t
2X+y-z=1
2. Xx+3y+z=3 =
4x+7y+z=7
x=27
- 5
y:—%z+1
2xX+y-z=1
3. X+3y+z=3 -
4x+7y+z=-1
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—X+2y—-2z+2t=2
4y -2z2+5t=7
y-z+3t=1
X+2y—-2z+2t=2
y—-z+3t=1
22-7t=3

2X+y-z=1
Sy+3z=5
Sy+3z=5

2xX+y-z=1
Sy+3z=5
Sy+3z=7
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