Polyndmes et Fractions rationnelles

1. Généralités
Définition

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.
On appelle suite presque nulle duane suite d’éléments deedont les termes sont tous égaux a0
partir d'un certain rang.

Remarque

On pose” (A) = {suites deA} et .7, (A) = {suites presque nulles dg.

. Rappel : addition usuelle des suites et la mudition usuelle des suites par un scalaire.
Soienta,b]. 7 (A) (ou.7,(A)) etAlJA.
a=(ao, ai, a,....... Y- PR )= (@n)now-
b= (bo, bl, bz, ....... ,bk, ........ ): (bn)nDN-
a+tb=(ap+hboy,a+by,a+h,.... at+ by )= (@ + br)now.
Aa=(\xayAxa,\Xa,,....... A X A, )= (A X ay)now

o Si A est un corps, ¥ (A),+,.) est unA-e.v.

o Si A est uniqguement un anneaw;, (A),+,.) est dit unrA-module.
o SiAest un corps,/o(A) est un s.e.v. de((A),+,.).
o Si A est uniquement un anneau, (A) est dit un sous-module de’(A),+,.).
. Soient les€)ion les éléments de’ (A) définis par

&©=(1,0,0,0,0, ... , 0, )

e=(0,10,0,0, ... , 0, )

e=(0,0,10,0, ... , 0, )

De facon générale : e, = (€} Jxw OUER =0k = 0 sik=n.

=1sik=n.

La famille des €)ion est une famille génératrice dgA).

On a donc, pour towt ./ (A), sia= (&), alorsa = a + a6y + &, +...+ a6y +... = ), A
k=0

En particulier, sall. /o (A), cette somme est finie atest une C.L. de®§im.

Définition

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere. Soiari]. 7/ (A).
On définit une lox sur./o(A) par :
Sia=(a, a, a,....... 1By eeeennns ) eb = (bo, by, by,....... N o ST ), alors

P
a x b = (apho, aghy + asho, agh, +aib; +ash,....... \Corernrenns ) ol = é abn« = D aib; pour tout entiep.

i+j=n
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Exemple

Sia=(2,1,0,0,0, ....... 0y )
etb=(0,1,3,0,0, ....... 0y )
alorsaxb=(0,2,7,3,0, ....... b Opennn, )

Ce résultat correspond a une vision théorique dexjaX +3X?) = 2X+ 7X2+3X3,

Remarque

Sionpose: ¥(1,0,0,0,0,....... O B )
X=(0,1,0,0,0,....... O IO )
X?=(0,0,1,0,0, ...... O IO )

OnaXxX?=X3,
On peut vérifier que, dans un cadre plus généraletp sont des entiers naturelX," x XP = X",

En effet,X"=(0,0,0,0,0, ...,0,1,0, ...... =Jokw ou - ok =0sik+n
ox=1sik=n

XP= (0, O, 0, O, 0, veny 0, 1, O, ...... I -XB')'DN ou B| =0sil P
Bi=1sil=p

m

X" % XP = (Jo)mow OU Yo = 2 i

i=0
Le seul cas oaiBm est non nuls est lorsque netm-i=p
C'est-a-diren=p +n.

Définition - Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.

L’ensemble des suites presque nulles muni deslosompositions et x précédemment définies est un
anneau commutatif unifere appelé anneau des polgm@nine indéterminée, a coefficients daes est
notéA[ X].

Remarque
P
On noteP = (ay, ay, ay,....... 8, 0,0, ........ F 2 aX".
n=0
X=(0,1,0,0,0, ... 0y ) est appeliéeléterminée dé\[ X].

On vérifie que cette notation correspond bien aiscdue I'on connait sur les polynémes.

Démonstration

. (A[X],+) est un groupe abélien.
L’associativité et la commutativité proviennentetitement de ces méme propriétés dans
0=(0,0,0,...... 0, ) est la suite nulle.
SiP=(a, ai, a,....... Y- S ), on définitP = (—ap, —ay, —ay,....... - R ).

o (A[X],%) est un monoide commutatif.

Loi de composition internevoir degré.

Loi commutative de part la définition.

Elément neutre1=(1,0,0,0,0, ....... O IO )
On vérifie que P =P,

Loi associative
SiP= (ao, di, do,....... = P ),Q = (bo, bl, bz, ....... ,bn, ........ )
etR=(Co, Ci, Cay....... N ),
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k
PQ= (do, d1, dz, ....... ,dn, ........ ) aVE(dk = 2 a; bk—i = 2 aubv .
i=0

u+v=k

(PQR= (&, &, &, ......., By erennen ) ave® = gl:,) dici = ZI dcs= 2, ( > aubvjcS

r+s=| r+s=| \u+v=r

= Y aubCs.

utv+s=

o La loi x est distributive par rapport a la tai
SiP = (a, ai, az......., Ay ceennnn ),Q = (bo, by, by, ......., o S ) eliR = (Co, C|l’ Coyernnnnes Chy eeeeeees ).

|
(P+Q)xR= (&, €1, &,....... 1€y eeeen ) ave@ = Ztl)(a,- +bj)ci = ZO ac+ ZC:) bici .
J= J= J=

Remarque

On peut identifier les éléments A& des élément dy X].

Exemples

P =1+2X-3X?est un polyndbme d&[X ], Q[X], R[X] ou deC[X].
P=X+ %X3 est un polynéme d@[X], R[X] ou deC[X].
P = /3 X-1est un polyndme dR[X] ou deC[X].

P=(1+i)-(2+5i)X est un polynéme dg[X].

P = 2X + 3 est un polynéme d&z[X].
P =2 est un polynéme d&[X ], Q[X], R[X] ou deC[X].

Définition

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.
On appelle mondéme tout polynéme= (ay, ai, as,......., Ay e ) deA[X] tel qu'un uniquey soit non nul.

Définition

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.

SoitP = (ag, &, &,......., r= ) un polyndme d&[X].

Si P est non nul, le plus grand des entletsl quea, # 0 est appelé degré ect est noté ddg
SiP est nul, on pose dég= — .

Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.

SoientP etQ deux polynémes d&[X].

On a dedP + Q) < sup(degP, degQ) et ded”Q< degP + degQ.

Propriété

Si A est intégre, alorA[X] est intégre et on a dé§ = degP + degQ.

Remarques

o Rappel A[X] est integre si et seulement d,QUA[X], PxQ=0 = P=00uQ=0.

. Par convention et par abus, on pose (sup degQ) = degQ.
— 0 +degQ =— .
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Démonstration

On suppose P = (ay, &, ay,....... an, 0,.nnni. ¥0 dedP=n
Q = (bo, bl, bz, ....... ,bp, 0, ........ )?f 0 de@ =p.

° # sin<p, deg(P + Q) =p.
# sin>p, deglP+Q)=n.
# sin=p, P+Q=(as+ by as+by,a+hb,,...... ,an+ Dby, 0,........ ).

Si a,+b, 20, dedP + Q) =n=sup (ded’, degQ) .
Siay+b,=0,dedP+Q)<n.
J
. PQ= (Co, C1, Coe.o... Gy evernns ) aveg; =Y ab = D) abs
i=0

r+s=j
Sij>n+p,onr+s>n+p donc sir>n alorsa =0 etabs=0
sir<n alorsn+s>r+s>n+p
d’'ous>p alorshs=0 etabs = 0.
¢, =0, on a donc entre autre la loi de compositioerirg.
Sij=n+p, delaméme fagon, on obtient a.b,.
Et donc siA est integreg.., = a.b, # 0.

Définition

Soit (A,+,x) un anneau commutatif unifere et 9ot (ao, a1, a,....... Y- M ) un polynéme da&[X].
Si P est non nul, le plus petit des entikitel quea, # 0 est appelé valuation &eet est not&(P).

Si P est nul, on posg(P) =+ .

Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere. SoiénetQ deux polynémes dg[X].
Onav(P+Q) > inf (v(P), v(Q)) et v(PxQ)>V(P)+VvQ).

Propriété

Si A est intégre, alors onwP x Q) = Vv(P) + v(Q).

Démonstration
P=(0,0,...0A....c..8n, O,.co... )t OV(P) =T
Q = (01 0, O,bs, ....... ,bp, 0,........ )75 0 V(Q) =s
° # Sir<s, V(P+Q)=r
# sir>s, V(P+Q)=s
# SIr =s, P+Q=(0,0,..0a +b,......,a,0ubp, O,........)

Sia+b#0, v(P+Q)=r=inf (V(P), V(Q)).
Sia+b=0,v(P+Q)>r.
J
. PQ=(Co, C1, Coyerveree,City wevenees ) avec; = Z:,) aib = g’- agb,
i= +H=j
Sij<r+sonl+k<r+s donc si<r alorsa=0etaby=0
sil>r alorsr + k<l +k<r+s
d'ouk<s alorshy=0 etakb =0
Dou ¢ =0.
Sij=r+s  dela méme fagon, on obtient a.bs
Et donc siA est integreg.« = abs # 0.
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Remarque

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere et ddiin polyndme dé\[ X].
On a ded = v(P).

Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere intégre.
Les unités dé\[X] c'est-a-dire les éléments AEX] qui sont inversibles sont les polyndmes de dégré
inversibles c'est-a-dire les polynémes identifiés scalaires d&J(A).

Démonstration

SoientP et Q deux polynémes d&[X].

On suppos® x Q=1

A est integre donA[X] est intégre et on a d&§) = degP + degQ.
Ordeg 1=0 donc ded® =0 et de@@ =0.

D’ou, il existealJA tel queP = al et il existeb[JA tel queQ = bl.
On aab=1 donca etb sont des éléments dKA).

Définition

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.

SoitP un polynéme non nul d&fX].

On appelle coefficient dominant &de coefficient de son monéme de plus haut degré.
On dit qu’un polynéme est unitaire si et seulenseison coefficient dominant est 1.

2. ldentités remarquables
Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.
Soienta etb deux éléments d& et soitn un entier non nul alors
a-b" =(a-b) (a"+a " b+ab*+.....+ab?+b"™*)

= (a-b) { ) apqu

p+g=n-1
n-1

=(a-b) (Z a”‘l"‘ka.

k=0
Démonstration
(a=b) (a™+a"™b+a™b*+....+ab™>+b"?)
=a"+a"b+a"b*+....+a’h"*+ab™
—a™b-a"ph%-.....—a®h™?-ab™t-p"

Corollaire

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.
DansA[X], on a X"-a" = (X—-a) (X" +aX™+a*>X™3+ ....+a"?X+a™)
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Démonstration

A[X] est un anneau commutatif unifere.
Il suffit de prendrea =X etb=a.

Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.
Soienta etb deux éléments d& et soitn un entier non nul alors

(atb)"=a"+na™'b+ Ma”‘zb2 Frvren + Ma% "+nab"™'+b"
=Cla"+a™b+ C2a™h? +......... + Cm2ghm24 Cr-imDgphmi4pn
- : k an-kjk > k — n!
kZ:;)Cna b oo  Ck PICETE
Remarque

On peut trouver le€X  grace au triangle de Pasoadust :

1

11

1 21

1 331

1 46 41

1 5101051 etc...

L’indice de ligne donna et I'indice de colonne donre

Qui provient de la formul€k = Ck1 + Ck,

14~k — (n=1)! . (n-2)
Gt G = D1~ k=D) T (=1 K1
(n-1)! (n-12)!

= +
k—1)!1(n—k)! k)!(n-1-k)!

_ E B'!(Qk +)'(n —(1;I!(>r<] (nl— k))'

- Ek)!(n—k)! (k) (n-k)!

_ n-1!'x(k+n-k) _ p

K-k K-k

= Ck.

Exemple

(a+b)® =a’+5a*h+10a’h*+10a%b® + 5ab’ + b°.
Démonstration

Par récurrence :

o Vrai au rangs 1 et 2.
. On suppose vrai au ramg
(a+b)™ = (a+b)(a+b)"
= (a+b)(Cla"+Cla™ b+ C2a™? +......... + Crm2 g2 2+ CrmDah™ + Coh")
= ClQa™+Cla'b+ Cza"™'b? +........ + Cr2 g3 2+ C- Vg2 + Claly’
+ Cla'b+Cla™h?+ C2a"? +........... + Cr(-2g2h i+ Cr-(-Val + COp™?
= C%,a"+CL, a'b+ C2,,a8 b? +......... + CmiHm2) g2y cri-ml g2yl 4 €O, aly.
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Corollaire

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.

On a dan®\[X] :

(X+a)" = X"+naX '+ Méxw% ......... + Maﬂx% na™ X +a" =) Ckam Xk,
k=0

Démonstration

A[X] est un anneau commutatif unifere.
Il suffit de prendrea =X etb=a

Exercice

En déduire &—b)".

3. Divisibilité

Définition

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere. Soiéngét B deux polynémes da[X].
On dit queB diviseA ou queA est divisible paB ou queA est un multiple d& et on noteéB | A si et
seulement si il existe un polynor@ede A[X] tel queA = QB.

Exemple

X3 -1 est divisible paK — 1 carX®—-1=(X-1)(X2+ X + 1).

Remarque

De facgon plus générale, on A" — a" est divisible paX —a (voir corollaire).
Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifere.

Dans I'ensemble des polynémes unitanle#\[ X], la relation % définie par :

P.%7Q < (P diviseQ)
est une relation d’ordre.

Démonstration

. Réflexive : P=1xP.
. Antisymeétrique : P.%7Q < (PdiviseQ)
= [R/ Q=RP.
Q#P < (QdiviseP)
- [R/ P=RQ.
DoncQ=RR'Q douRR’'=1.
C'est-a-dirR inversible i.,eR=al.
Or P etQ sont unitaires dona= 1 c'est-a-dird®> = Q.
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o Transitive: P.%Q < (P diviseQ)
= [R/ Q=RP.
Q#T <« (QdiviseT)
= [R/ T=RQ.
D'ouT=R'RP.
C'est-a-dird®. #'T.

Dans la suite de ce paragraphe, on considere hgsgmoes a coefficients dans un corps en pratiguR
ouC.

Propriété
SoientA et B deux polyndmes non nuls.
Il existe un unique coupl€XR de polyndmes tels que dBx degB etA=BQ+R.

On dit qu'on a effectué la division euclidiennefdearB.
Q est appelé le quotient Btest appelé le reste de cette division.

Remarque

On peut comparer cette propriété a la divisionidigine dan& qui donne par exemple lorsque I'on
divise 17 par 5 le résultat suivant28 x 5+ 2.

Démonstration

. Unicité
On suppose qu'il existe un deuxiéme coufdd:] de polyndmes tels que dée: degB et
A=BO+R.

On a donB(Q-0Q) =R-R
Commeun corps est intégre, dBgr deg Q-0) = deg(R-R)
Or degR-R) < sup(degR),deg R)) donc detR-R)< degB.
D’ou degB + deg(Q- Q) < degB.
Ce qui implique defQ-0Q) = — .
C'est-a-direQ = Q.
A=BO+R=BQ+R
— BQ+R=BQ+R
— R=R
. Existence
Par récurrence sur dég(# +o).
# SidegA=0,A=ay,aveca, # 0 carA non nul.
# Si degA < degB, le couple (3}) convient.
do

# Si degA = degB, alorsB = b, avech, # 0 et donc le coupl b ,0) convient.
0

En effet,ap = by x S_Z +0.
# On suppose la proposition vrai pour tlstn — 1.
SidegA=n,
# Si degA < degB, le couple (®) convient.
# Si degA = degB,
A=a+aX+..+aXxX"
B=ho+ bX+ ...+ bXP avecn=p
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SoitA, = A- %XH—PB. Onaded<n-1.
p

D’ou il existe un couple@;,R,) de polynédmes tels que dBg< degB et
Al = BQ1+ Rl.
OrA= A+ p"X"™B,

p

D'oll A= BQu# Ryt p"X™B = B (Qut pX"™) + Ry
p p

Remarque
SiR=0,B diviseA.
Exemple

SoitA=3X*-2X2+4X -3 etB=X?+3X + 3.
On obtient X3 - 2X?+4X-3=(3X-11) (X?+ 3X+ 3 )+ 28X + 30.

Méthode de calcul
On regarde les termes de plus haut degré dghs 83X + 4X — 3 etX2+ 3X + 3

Le quotient est 8.
On pose la division

X - 2X2+ 4X - 3 X2+ 3X + 3
—( DCHIX+OX ) 3X
— 11X? - BX

On recommence avecllX?—-5X etX?+3X+3

XP-2X2+4X -3 X2+ 3X+3
—-( X+9X%2+9X ) 3X-11
- 11X2-5X-3
—( - 11X?-33X-33)
X+ 3C

donc 3¢ - 2X2 + 4X - 3= (X2 + 3X + 3)(28X + 30)+ 28X + 30
Rappel

SoitP = aX?+ bX+ c un polyndéme de degré 2 a coefficients dRr(sesp.C), on appelle discriminant de
P le réel (resp. le complexa)=b* - 4ac.

Propriété

Tout polyndme non n® a coefficients réels se factorise sous la forme groduit de facteurs de degré
1 et de facteurs de degré 2 de discriminant négatif

Exemple

X4 = 16= (X - 2)(X + 2)(X2 + 4).
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Propriété

SoientA un polynédme eB un polynéme dont le terme constant est non nulétigation nulle).
Soitn un entier naturel.

Il existe un unique coupl€) R de polynémes tels que dé€x< n etA=BQ+ X™R.

On dit qu'on a effectué la division égparB suivant les puissances croissantes a l'ardre

Q est appelé le quotient Btest appelé le reste a l'ordréle cette division.

Exemple

SoitA=1+X etB=1+ X+ X?etn=4.
On obtient 1+ X = (1- X2+ X3) (1+ X+ X?) = X5,

Démonstration

. Unicité
On suppose qu'il existe un deuxiéme couf)dj de polyndmes tels que
degQ<netA=BQ+X™R.
On a don®B(Q-0) = X™(R-R).
CommeA est intégre, va + val(Q-0Q) = n+ 1 + val(R-R)
OrvalB = 0.
Donc vaQ-0) = n+ 1 + val(R-R).
Dot val(Q-Q) = n+ 1.
Or degQ-0) < sup(deg Q),deg Q ))< n.
Ce qui implique defQ-0Q) = - » et val(Q-Q) = + «. C'est-a-direQ = Q.
A=BO +X™R=BQ+ X™R.
= BQ+X™R=BQ+X™R
= X™R=X™R
= R=R

) Existence
Soitn I'ordre désiré.
Par récurrence descendante surAral
# SivalA=+c0, A=0.
Le couple (0,0) convient.
# SivalA=n+ 1.
A=X"C le couple (O@7) convient.

# On suppose la propriété vrai pour toutes les Yalus=>p + 1 oup<n.
SivalA=p,
A =g X P+ g X P+ L+ ggXe
B=hy+bX+..+bX" avech, # 0

SoitA = A= P2X7B,
0
OnavalA,=p+ 1.
D’ou il existe un couple@:,R;) de polyndmes tels que
deng <netA = BQ1+ Xn+lR1.

a,
OrA=A1+b—poB.
0
a
Dol A=BQ+X™R, + b—poB.
0

= B(Q+ S—zxp) +R.
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Méthode de calcul

Il faut d'abord ordonner le polynéme suivant lesgances croissantes.
On regarde les termes de constants danX &t 1+ X + X?
Le quotient est 1.

On pose la division

1+ X 1+ X+X2
-( 1+X+X2% ) 1
_x2

On recommence jusqu'a l'obtention du degré voulu :

1+ X 1+X+X?
-( 1+ X+X* ) 1-X*+X3
_x2
_( _x2_x3_x4 )
3_x4
_( x3+x4+x5 }
_x5

4. Racines et polyndmes dérives

Définition

SoitK un corps et soP = a, + ayX + ...+ a,X" un polynédme d&[X].

On appelle polynébme dérivé éeet on note”’ le polyndme d&[X] défini par
P'=a; + 28X + ...+ na.X™™.

Remarque
On peut remarquer que bien que cette définitioawa put de revenir a la définition que nous

connaissons, nous n'‘avons besoin d’aucune conneéssa analyse (c'est-a-dire limite, dérivation. efc
pour travailler sur les polynédmes dérives.

Propriété

SoitK un corps, soier® etQ deux polynémes d€[X] et soitALIK.
Ona: P+Q)=P'+Q

(PQ' =P'Q+PQ’
(AP)' = AP
Remarques
. L’application qui, a un polynédme, associe son poitge dérivé est une application linéaire.
. On définit de maniére récursive la dérivéiéme d'un polynéme (que l'on notd™) comme la

dérivée du polyndmBE™™ avec la conventioR® = P,
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Propriété

SoitK un corps, soier® etQ deux polyndmes d€[X] et soitn un entier non nul.
Ona:P+QM=p"+Q0,

Propriété (Formule de Leibnitz)

SoitK un corps, soier® etQ deux polyndmes d€[X] et soitn un entier non nul.
Ona: PQ® =2 CKkP™IQW,
k=0

Démonstration
. Vrai au rang 1.
. On suppose vrai au ramg
(PQ™ = ((PQ") = (3 Ck PT9QYy
k=0
=Y Ck (PhQWy’
k=0

n
=Y CK(PMDQN + prhQk+D)
k=0

n n
=Y CKPMIRQW + Y Ckprm ik Ok *)
k=0 k=0

n+l

= zn" Cﬁp(n’fl-k)Q(k) + 2 Cﬁ—l P(n+1—k)Q(k ))
= Igép(nﬂ)Q(O) + zn: Cklr(]:ll:)(nﬂ—k)Q(k) + zn: Cﬁ_l P(n+1—k)Q(k )) + CHP(O) Q(n+1 ))
= CR.PIQ +2(C FCEYPRER + CPOQr)
n
= CR4PI™IQU + 3, Chy(PM9QW) + CRiPOQM™)
k=1
:il CL l(|:>(n+l—|<)Q(k))_
k=0
Définition

SoitK un corps. SoiP = a, + a;X + ....+ a,X" un polynéme d&[X].
On appelle fonction polynomiale associd? gui est notée abusivement de la méme facon, i@gpmin
deK dansK définie paP(X) = ap + aix + ...+ anx".

Remarque

SoitK un corps. Soier® etQ deux polynémes di€[X].

P etQ sont égaux en tant que polynémes si et seulemisiosnt méme coefficients respectifs.

P etQ sont égaux en tant que fonctions polynomiales seelement silx[IK, P(X) = Q(X).

Lorsque le corps est infini, par exemfideR ou C, les deux définitions sont équivalentes. Maisrdita,
ce n'est pas le cas pour les corps finis ou ljoista I'implication P = Q = OxOK, P(X) = Q(X)]. La
réciprogue étant généralement fausse.

Propriété

SoitK un corps, soiP un polynéme d&[X] et soita un élément d&.
Il existe un polyndme) tel queP = (X —a) Q + P(a).

F. Wlazinski 12



Remarque

Veérifier que cette égalité est bien mathématiqueroerrecte.
Démonstration

1°*méthode : P-ay+ a X+ ...+ a.X"
P@=at+taa+..+aa"
P-P@=ataX+..taX"-(ataa+..+aa".
P-P@=a)(X-a)+...+ta,(X"—a".
Or chacun des{ — a') est factorisable pakK(-a).
D’ou le résultat.

2*mméthode Division euclidienne d@ par X —a).
Il existe un unique coupl€XR) de polynbmes tels que dBx 1 etP=(X-a)Q + R.
degR<1 = R = cste.
P@=@-aQ+R = R=P(a).

Définition

SoitK un corps et sof? un polynéme d&[X].
On dit qu’un élément, deK est racine du polyndniesi et seulement sK — X, diviseP.

Propriété

SoitK un corps et sof? un polynéme d&[X].
Xo est racine du polynéntesi et seulement §l(x;) = 0.

Démonstration

D’apreés la propriété précédente, oR a (X — xo) Q + P(Xo).
X racine de® < X—% |P
< P(X) =0.

Définition

SoitK un corps.

SoitP un polynéme d&[X] et soitq un entier supérieur ou égale a 2.

On dit qu’un élément, deK est une racine multiple d’ordgedu polyndmeP si et seulement sK(— xo)°
diviseP.

On dit qu’un élément, deK est racine multiple d’ordrg exactement du polynoniesi et seulement si
(X = x0)? diviseP et (X — xo)’** ne divise paP.

Propriété

SoitK un corps.

SoitP un polynéme d&[X] et soitq un entier supérieur ou égale a 1.

Xo est racine multiple d’ordrg du polyndmeP si et seulement $(xo) = P’ (X) = ..... = PE(xy) = 0.
Xo est racine multiple d’ordrg exactement du polyndntkesi et seulement $l(x) = P’(X) = .....
PE(x) = 0 et PO(xo) # 0.
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Démonstration

o Vrai sim= 1.

. On suppose vrai au ramg
Soit P un polynéme tel quB(xp) = P’ (Xo) = ..... = PM(xo) = 0 etP™3(xy) # 0.
On aP(xo) =P’ (X)) = ..... = PM(x,) = 0 doncP = (X — x)"Q

P = [(X = %)"QI™ = 3 (X~ x)T9Q™
=3 Ch((MM=1) .. M=K+ 1) (K= x)™* Q"

PII(k) = 3, CH(M (= 1) .. 1=+ 1) (o = 30/™ Q™01

Sik=m, on ak — %)™ =0. DoncO = PM(xy) = ((M(m - 1)....1) Q(xy).
D'oli Q(xo) = 0 et doncX — X, diviseQ etP = (X — x)™Q.

Propriété (Formule de Taylor)

SoitK un corps, soiP un polynéme d&[X] tel quen = degP et soitallK.
2 n
Aors P = P(a) + P E T2 +pa@) X8 4 4 po(X=a)

Démonstration

lere étape : Vrai pour vrai poulP = XX
En effet : PO =(X"0 =k(k - 1) ... k=i + 1)(X*") pour touti = 1n.

Et doncP“)(a)(Xl;a) =Ci a“i(X-a)' ) pour totit= 1,0 mais aussi potir= 0.

D'OUZ P")(a)(X a) —ZC' ai(X-a) = (X-a+a)k=

2eme étape : Vrai pourQ |mpI|que vral pour?\Q

0=0@+Q@E A +go@lSA . i qu@&=a
1Q=1 Q) +Q a2 (X 2+ Qo )(X o -+Q‘“)(a)—(xn|a)
Q= 1Q) +1Q @)% (X a) +1Q0 )(X 8", +o@X=a

1Q= Q@ + Q) @52 (X 1 (0% )(X a’ bt (GQ)" (a)%
3eme étape : Vrai pourR et pourS|mpI|que vrai pouR + S.
Sans perte de généralité, on peut suppmsallegR< degS=q.

Ona R=R(@)+R(a)-"+ (x a) +R@(a )(X a) ot R(“)(a)(xa—ﬁ)n et

s=9@) +s@X-2) ) + 59(a) XSS o ....+§q>(a)°<;—f‘)q.
Puisquen< g, on a, pourtout entier<k, Rk)— :
R+S=R(@+ 5@ + (R(@+S@ZT 4.+ (RV(@) + (@)

oy (X = a)“+1 (X a)q
# S A S (a) q
R+S=R(@)+ 9a) + (R(a) + S()) (XJI a) ,

.+ (R"(@) +S"(a)"=—— (x=a)"
+(R™(a) + S™V (a))(%(+—a1))' ..t (R@(a) + S (a))%

X=8) , +R+9 @8

)

R+S=(R+9)(@) +(R+9) (a)""~

F. Wlazinski
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5. Polyndbmes complexes

Définition

SoitP = Zn: axX* un polynéme d€[X].
k=1

On appelle polyndme conjugué Bele polyndmeP = Y, ag X« .
k=1

Propriété

SoientP etQ de_ux_polyn(“)mes de[X]

0z00C, on aP(z) = P(z) . ~
z0C, z,estracine d® < Z, estracine dP

o0 kw NE

Démonstration

Ces propriétés découlent directement des proprigtéslle des conjugués dans

En particulier pour le 6°z est racine d® < [plIN* et DQDC[X] IP=(X-2)Q
- P=(X-2)Q.

Corollaire

SoitP un polynébme d®&[X].
Si z0C est racine d@ alorsz, estracine d&

Démonstration
Découle directement de ce qu'il y a au dessus.
Lemme

Soit C un polynéme d€[X] et soientA et B deux polyndmes dR[X].
SiA=BCalorsCOR[X].

Démonstration

SiAza+aX+...+taXB=bh+bX+..+bXPetC=c+ X+ ...+ X%
Soitj le plus indice tel qugR.
J

Onaa =2 bici = X by¢ bigsOR pouri >0 ethygOR doncaR : absurde.
i=0

k+l=j

F. Wlazinski
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6. Arithmétique des polynbmes
Propriété

R[X] est un anneau principal.
Démonstration

Soitl un idéal deR[X], on a dond sous-groupe dR[X].

. sil ={0}, on a bienl = 0.R[X].

. sil # {0}, soit A un polynédme non nul de degré minimal dans
Un tel polyndme existe car I'ensemble des degtésnespartie d&N.
OBOI, OR,JR[X]/ degR<degA et B=AQ+R
D'ouR=B - AQor AQUI carAll, QUR[X] et idéal.
D'ouR=B - AQUIl carBOIl, AQOI etl idéal donc sous-groupe.
On a doncRI, degR < degA etA de degré minimal daris
DoncR=0 etB = AQ c'est-a-dird [0 AR[X].
On vérifie aisément queld ARR[X] doncl = AR[X].

Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif unifére et soiérdt B deux polynémes d&[X].
SiA|B etB|A alorsUcUA tel quec inversible etA = cB.

Démonstration

SiA|BalorsOPUA[X] / B = AP.

SiB|AalorsOQUA[X] / A=BQ.

DoncA=BQ =APQ c'est-a-dire = PQ

Or les seuls polyndmes inversiblesAJX] sont les élément inversibles Ae

Remarque
On travaillera de préférence avec un cd€pg&n pratique, ce sefa, R ouC.

Rappel

SoientPOK[X] et QUK[X].

o Un élément d®.K[X] n Q.K[X] est, a la fois un multiple de et deQ.
On appelle plus petit multiple commun Eet deQ tout générateur de.K[X]n Q.K[X].
Tout multiple commun & et Q est un multiple du ppcrR(Q).

. On appelle plus grand diviseur communRdet deQ tout générateur de.K[X] + Q.K[X].
Le pgcdP,Q) est un diviseur communRaet aQ.
Tout diviseur autre communRaet aQ divise le pgcd?,Q).

Proposition

Le pgcd de deux polynédmes est déterminé de manimgeie a la multiplication par une constante pres.
Le ppcm de deux polyndmes est déterminé de maninégeie a la multiplication par une constante pres.
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Remarques

. Cela provient directement du fait gBeK[X] = Q.K[X] si et seulement i cllA tel quec
inversible etP = cQ.
o Donc on choisit pour le ppcm et le pgcd le polyndmiaire engendrant l'idéal.

o SoientA,BUK[X] et soitA,ul]K*, alors pgcd@,B) = pgcdpA,uB) et ppcmA,B) = ppcmQA,uB).
En effet, A.K[X] = AA.K[X] et B.K[X] = uB.K[X].

Propriété

Soit (K,+,x) un corps commutatif et soieAtet B deux polyndmes d€[X].
SoitM = ppcm@,B). M est le multiple unitaire da et deB de plus petit degré.
Ona: 0 A|MetB M.

(i) OMOK[X]/A|M etB|M alorsM |M'.

Démonstration

. MOA.K[X] n B.K[X].
DoncMOA.K[X] c'est-a-diréA | M. De mémeM[IB.K[X] c'est-a-direB | M.
. Soit. 7 = {POK[X] / P multiple deA etP multiple deB} = {POK[X]/ A|P etB|P}.
.~ #[0 carABO. 7 et soitD ={degP /PO /}.
D est un sous-ensemble MedoncD admet un plus petit élémeht
SoitM[. 7 / degM =k etM unitaire.
OM'0. 7, M'=MQ + Ravec dedR < degM.
OrR=M'-MQI. #
DoncR=0.

Propriété

Soit (K,+,x) un corps commutatif et soieAtet B deux polyndmes d€[X].
SoitD = pgcd@,B) alors[({U,V)UK[X] / AU + BV=D.

Propriété

SoientA,BIK[X] et D = pgcd@,B).
Ona: () D |AetD |B.
(i) OD'OK[X] /D' |AetD' |BalorsD' | D.

Démonstration

. A=Ax1+Bx00A.KX] +B.K[X] =D.K[X] d'ou le résultat.
De la méme facorB=Ax 0 +B x 1 [0 A.K[X] + B.K[X] = D.K[X]
o D'|A = A=D'x Q, avecQ:[IK[X].
D'|B =« B=D'x Q, avecQ.LIK[X].
OrOU,VIK[X]/ D=A.U+B.V d'ouD =D"Q..U+D'.Q,.V=D'(Q..U + Q..V).

Propriété

SoientA,BUK[X] et soitPLK[X] tel queP unitaire
Alors pgcdPxA,PxB) = P x pgcd@,B) et ppcmPxA,PxB) =P x ppcm@A,B).
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Démonstration

SoientD = pgcd@,B) etA = pgcdPxA,PxB), on veut montrer qué& = P.D c'est-a-diré\.K[X] =
(P.D).K[X].
. SoitQUP.D.K[X] = OROK[X]/ Q=P.D.R

OU,VOK[X] / D=AU+B.V

D'ouP.D=P.AU+P.B.V etQ=P.D.R=P.A.U.R+ P.B.V.RO(P.AK[X] + (P.BK[X] = A.K[X]
. Soit TOA.K[X].

D'aprés la définition deP(A).K[X] + (P.B).K[X], il existe alors deux polyndmésetG tels que

T=(P.A.F+(P.B.G=P.(AF+B.G.

Or A.F+B.GIA.K[X] + B.K[X] = D.K[X] doncTO(P.D).K[X].

De plus, AB = pgcd@,B) x ppcm@,B).
Donc PA)(PB) = P x pgcd@,B) x P x ppcm@A,B) = pgcdPxA,PxB) x ppcmPxA,PxB).

Remarques

o SoitP un polynéme unitaire non nul. On a pgc&cs P.

En effet OK[X] = {0}, donc OK[X] + P.K[X] ={0} + P.K[X] =P.K[X]
o SoitP un polynéme. On a pgcd@),= 1.

En effetP.K[X] O K[X] = 1L.K[X] , d'ou 1K[X] + P.K[X] = 1L.K[X]
Propriété
SoientA,BOK[X]. Ona: A,B) # (0,0) = pgcd@,B)#0
Démonstration

o pgcd(0,0=0
En effet, OK[X] = {0}, donc OK[X] + 0.K[X] ={0} + {0} ={0} = 0.K[X]
. Si pgcd@,B) =0, alors A.K[X] + B.K[X] ={0}.
Or AKK[X]O A.K[X] + B.K[X].
DoncA.K[X][{0} et B.K[X]{0}.
On a alorsA.K[X] =0 ouA.K[X] ={0}) et (B.K[X] = O ouB.K[X] = {0}).
Or A.K[X] etB.K[X] ne peuvent étre vides, on a alors obligatoirerAgfitX] = B.K[X] = {0}
DoncA=B=0.

Propriété

Soit (/,+,X) un anneau commutatif unifére et soiérét B deux polyndémes non nutke. -/ [X].
SoientQ etRO./[X] / A=BQ+ Ravec dedR < degB.
Alors D = pgcd@AB) < D =pgcdB,R).

Démonstration

1lére méthode : B> pgcd@,B) etD' = pgcdB,R) A=BQ+R
D|AetD|B = DJR
= DI|D
D''B = D'|BQ
D'|RetD'|BQ = D']A =  D'|D.
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2eme méthode : Soit. 2 ={ PO./[X]/P|AetP|B}.
Soit. 7 ={ PO.«/[X]/ P|BetP|R}.
On veut montrer ques =. 7.
PO~ <« P|AetP|B
OS99 «[X]/A=PS etOTO./[X]/B=PT
PS=PTQ+R
R=PS-PTQ
R=P(S-TQ)
PIR
PO. 7
P|BetP|R
O091.«[X]/B=PS etOTO ~[X]/R=PT
A=PSQ+PT
A=P(SQ+T)
PIA
PO~

UdJdudus

I}

PO 7

8

Uy

Corollaire
Soit (/,+,X) un anneau commutatif unifére et soiérét B deux polyndémes de/[X].

SoitD = pgcd@,B).
D est le polynéme de plus petit degré pour lequexidte des polyndmes etV tels queAU + BV =D.

Définition

Soit (/,+,%) un anneau commutatif unifere et soidrét B deux polynémes de/[X].
On dit queA etB sont premiers entre eux si et seulement si pgBYE 1.
Définition

Soit (K,+,x) un corps commutatif. On dit qu'un polyndeeK][X] est irréductible si et seulement si :
a. ded? = 1 (on exclut polynGmes inversibles).
b. OQUK[X], Q|P = Q=Ao0uQ=AP avecAlIK*.

Exemple
SoitP=X2+1.
Si on consider® comme un polynéme d@[X], P est irréductible.

Si on consider® comme un polyndme dg{X], P n'est pas irréductible cx* + 1 = (X = i)(X + ).

Remarque

P est un polyndme irréductible #esi et seulement si les seuls diviseurdont de degré 0 ou de
méme degré que.

Propriété

SoientP,QIK[X] tels queP soit un polynéme irréductible.
Alors Q n'est pas un multiple d®@ = Q etP sont premiers entre eux.
C'est-a-dire QUP.K[X] = pgcdP,Q =1
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Démonstration

SoitD = pgcdfP,Q).

On a, par caractérisation du pgEd|P etD | Q

CommeD | P alorsD =1 ouD = AP avecA[IK*

J SiQUP.K[X], alorsP |Q orP |P et dond? |D.
DoncD = AP avecA[IK* et pgcdP,Q) # 1.

. SiQUP.K[X], alors on ne peut avod = AP avecA[JK* car commeD | Q, on auraitP | Q ce qui
est absurde. Dorg = 1, soit pgcdP,Q) =1

Propriété

Soit (K,+,x) un corps commutatif et soieAtet B deux polyndmes d€[X].
A etB sont premiers entre eux si et seulement si itexiss polyn6med etV tels queAU + BV =1.

Démonstration

(=) dejafait.
(0) AU+B.vV=1.
SoitD = pgcd@,B).
Ona D|A = D|AU
D|B = D|B.V = D|AU+BYV = D]|1 = D=1.

Propriété

Soit (/,+,X) un anneau commutatif unifére et soi&nB et C trois polynémes de/[X].
SiA|BCetA, B premiers entre eux alofg| C.

Démonstration

A|BC = 091 «[X]/BC=AS

A, B premiers entre eux= U,V O /[X]/ AU+ BV=1.
= ACU+BCV=C
= ACU+ASV=C
=ACU+SY=C
= A|C.

Propriété

Soit (/,+,X) un anneau commutatif unifére et soi&nB et C trois polynémes de/[X].
Si A, B premiers entre eux &t C premiers entre eux alofsetBC sont premiers entre eux.

Démonstration

A, B premiers entre eux= U,V O /[X]/ AU+BV=1.

A, C premiers entre eux> OST O /[X]/ AS+CT=1.
= (AU + BV)(AS+ CT) = 1.
= AAUS+ AUCT +BVAS+BVCT=1.
= A(AUS+ UCT +BVS + BC(VT) = 1.
= A, BC premiers entre eux.
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Propriété

Soit (/,+,%) un anneau commutatif unifere, soiénet B deux polyndmes de/[X] et soit
D = pgcd@,B). SiA=D.A; etB =D.B; alorsA;, B, premiers entre eux.

Démonstration

OUVO[X] /|  AU+BV=D.
= DAAU+D.BV=D
= A1U + BN: 1

Résolution d'équations diophantiennes

SoientA,Cet C trois polynémes de/[X] et soitD = pgcd@,B).
On cherche a résoudre I'équation danpX] : AY+BZ=C (E)
1. (E) admet des solutions si et seulemem g€ carAY + BZ=D.AY + D.B.Z = D(AY + B.2).
2. DIC - O91~[X]/C=DS

L'équation E) devient : D.AY+D.BiZ =DS

AY+BZ =S (E)

Les solutions del) sont les mémes que celles & (

Nous savons qu&,, B, premiers entre eux dofndJ,V 0. «/[X] / AU + B,V =1

DoncA,US+ B,VS=S

Nous avons déja un couple de solutiddS V9 = (E,F) .

Soit (X,Y) un autre couple de solutions: AY+BZ=C
AE+BF=C
A(YY-E)+B(Z-F)=0.
AD(Y-E)+B.D(Z-F)=0.
A(Y-E)+By(Z-F)=0.
AyY - E) =By(F - 2).
Or Ay, B, premiers entre eux dolk | (Y —E) et Ai|(F - 2)
B.|(Y-E) « OQO«[X]/(Y-E)=B:Q.

= AlBlQ = Bl(F - Z)
= AQ=(F-2.

ud

(Y-E)=B,Q et AQ=(F-2

Y=BQ+E et Z=F-AQ

Y=B.Q+US et Z=VS-AQ

Donc I'ensemble des solutions est{f) / Y=B,Q + USetZ=VS- AQ}
Théoreme
Tout polyndme d€[X] de degré 1 admet au moins une racine.

Corollaire

SoitP un polyndme d€[X].
P est irréductible si et seulement si deg 1.

Démonstration

Découle directement du théoréme.
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Corollaire

SoitP un polynéme d€[X] de degrén > 1.
Alors P admet une décomposition unique a l'ordre préa digrine :
P=c(X-a)"(X—-ay)™..... X —ay)®™ oua; est l'ordre de multiplicité de la raciae

Remarque
Onaa;+0;+....+dp=n.
Propriété

SoitP un polyndme d®[X].
P est irréductible si et seulement si
- soit degP = 1.
- soit degP = 2 etP de discriminant strictement négatif.

Démonstration

SoitP un polyndme d®[X] tel que ded = 3.
On sait qué® est aussi un polyndme @¢X] donc admet au moins une racine complexe
. Siz[R, P n'est pas irréductible.
o SizC, alorsz, est racine de
On peut donc factorisé& dansC[X] : OQUC[X]/ P=X-2)(X-2Z,)Q
P=(X?=(20+2Z0)X + 2Z)Q
Or (X2 = (2o + Zo)X + 20Zo) OR[X] doncQUR[X] et degQ > 1.
D'ouP n'est pas irréductible.

Corollaire

SoitP un polyndme d® [X] de degrén > 1.
Alors P admet une décomposition unique a l'ordre prea darie :
P=c(X — a)™ (X - a)™..... X—a)®Q:"...Q % oulia; est I'ordre de multiplicité de la raciag
Qj est un polyndme unitaire de degré 2 et
irréductible danR.

Remarque

On peut avoig = 0.

7. Fractions rationnelles
Propriété

Soit (A,+,X) un anneau commutatif integre.
La relation# définie surAxA* par (a,b) ./ (c,d) = ad=bc est une relation d’équivalence.
L’ensemble quotienAx A*; , muni des deux lois de compositions suivantesesbrps appelé corps
des fractions :
(a,b) x (c,d) = (ac, bd) et(a, b) +(c,d) = (ad+ bc, bd) .
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Démonstration

. Relation d’équivalence.

. Relation compatible avec les lois.
o Structure de corps.

Définition

SoitK un corps. On appelle fraction rationnelle a coedfits dan tout élément du corps des fractions
deK[X]. L'ensemble de ces fractions est nK{(&).

Remarques
. Un élémen{P,Q) d&(X) est noté(% :

. On peut identifiePeK[X] avec%eK(X).

A partir de maintenant nous nous intéresseronsuem@nt aux fractions rationnellesiR€X) ou de
C(X).

Propriété

Toute fraction d&R (X) ou deC(X) admet un unique représent%t tel que :

- P etQ sont premiers entre eux.
- Q est unitaire
Ce représentant est appelée fraction irréductialedduite) de la fraction.

Démonstration

Soit% un représentant quelconque de la fraction.
SoitD = pgcd@,B).

On aA=D.A; etB=D.B; et A, B, premiers entre eux.
Soitb le coefficient du terme de plus haut degrdde
On poseP = %Al etQ= %Bl

On aP etQ premiers entre eux €l unitaire.

Etona bien% = % cahQ= D.Al%Bl = D.Bl%Al = BP.

Définition

Soit% une fraction d& (X) ou deC(X).

SoientP(x) la fonction polynomiale associePaet Q(x) la fonction polynomiale associelCa

by

On appelle fonction rationnelle associé%a lationadeR dansR ou deC dansC qui, a tout réex,

P(x)

associe——~ .

Qx)

Remarque

Il va sans dire (mais c'est toujours mieux de te)dju'il est important de vérifier 'ensemble de
définition.
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Propriété

Si une fraction d&® (X) ou deC(X) admet un représenta% tel que BegdegQ, il en est de méme
pour tout autre représentant de la fraction. Dansas, on dit que la fraction est pure.

Démonstration

degP < degQ = degP —degQ<0.
SoitA un autre représentant de la fraction.

A_P _

8= - AQ=BP
= degA + degQ = degB + degP
= degA-degB=degP -degQ<0
= degA < degB.

Propriété

La somme et le produit de deux fractions pures porgs.

Remarque
5,6_11
On n'a pas "I'équivalent" da@scar par exemple7 - ==
Démonstration
Soient% etg deux fractions puresRIEX) ou deC(X). On a dedA < degB et degC < degD.
. A,8_Ac
B~ D~ BD

degAC=degA + degC < degB + degD =degBD
. A, C_AD+BC
B D BD -
degA<degB donc dedAD = degA + degD < degB + degD = degBD.
degC<degD donc ded®dC=degB + degC < degB + degD = degBD.

deg AD + BC) < max(degAD,degBC) < degBD.
Propriété
Toute fraction ddR (X) ou deC(X) se décompose de maniere unique en la somme aymdome et d'une

fraction pure.
Le polynbme obtenu est appelé partie entiere fradéon.

Démonstration

. Unicité
On suppose qu'il exist® Q deux polyndbmes dIR[X] $ , % deux fractions pures tels que
A_p,R_n U - U_R “—Q_U_R
B P+T Q+ .OnadoncP-Q= 5 T tT VT
Or kJ/ .FF est une fraction pure donel— aussi c'est-adigeP — Q) < deg 1=0.
D'oudegP - Q) =—c c'est-a-direP - Q=0 et dond® = Q.
= P-Q=y-E=o0ety=R

T vV T
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o Existence
Soit2 une fraction d& (X) ou deC(X).

B
Il existe un unique coupl@(R) de polyndmes tels que dBgx degB etA=BQ+ R..
BQ+R . .
On a'g‘ Q— = Q+— La fractlorJE est une fraction pure.

Propriété

Soit une fraction pure dR(X) ou deC(X) qui admet un représentant de la forgfi%: BoatB, sont
premiers entre eux.
Alors elle se décompose de maniéere unique en saterdeux fractions pure%‘i + %

1 2

Démonstration

. Unicité

on suppos? g‘i +'§—z g—i +'§—z
A BlAl = AZBZAZ et don€A: - A1)B; = (A, - A,)B,
Or B: etB; sont premiers entre eux, docdiviseA; — A;.

On a

Or puisque’é—i etg‘—i sont des fraction pures {&g- A) < max(deg/,degA,; )< degB,.
D'oUA; — A, = 0 c'est-a-dirdy; = A,. De méme\, — A, = 0 c'est-a-diréd, = A,.
# Existence

B, etB, sont premiers entre ewx U,V OA[X] / B,U + B,V =1
= ABU +ABV=A = A= ABTXABY _ AV, AU

BB, AT B}AI\BZ By By
On peut decompos% E+ av%té* fraction pure.
A _A AU _A B, + AU _
On obtlentBElgz AEll +E+ B, - B, TEB BAZU .On posz% =EB; + AU.
. 2 Eb, + __A A
La fractlon—|32 est bien pure cat B, = BB, B,

Cas particulier

Si la fraction pure est de la fornﬁ , on obtierdéaomposition en effectuant la division suivast le
puissances croissantesAlparB a I'ordren — 1.
A _QB+X'R_Q

OQ,RUA[X] / degQ <netA=QB+X'R et doncy 'z = ~—~re— =37 E :

Exemple

X+1

On consider e+l

1+X \1+x2
X— X2 1+X-X?2
_x2_x3
_X3+x4

X+1 _(1+><—><2)(x2+1)+x3(X—1)_1+x—x2 X-1
X3(X2+1) X3(Xz +1) E e+ 1

Donc
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Définition

On appelle élément simple une fraction de la forme
a. soit un polynéme c'est-a-dire une fraction d‘eﬂme% .

b. soit une fraction de la forn% alIN*, degP < degQ etQ est un polyndme irréductible.

Remarques
. Les éléments simples d¥X) sont de la forme :

- soit un polyndme c'est-a-dire une fraction dﬁatme% .

. a N
- SOit————=w oua,clJC etnlIN*.
(X-c)

. Les éléments simples ®X) sont de la forme :

- soit un polyndme c'est-a-dire une fraction dﬁ)tme% .

- soit(x_—ac)n oua,clJR etnN*.

soit a)((; b oua,blR, n(ON* et Q est un polynédme de degré 2 de discrimirat

Propriété

Soit une fraction pure de(X) ou deC(X) qui admet un représentant de la forf@a nid* et B est

un polynéme irréductible (dR(X) ou deC(X)).
Alors elle se décompose de maniére unique en tagfauivante :

én = %1 + % +.o.t ';”n ou chacune de ces fractions est un €lément simple.
Remarque
A

fraction pure = degA<degB" = degA<ndegB.

n

gii élément simple= degA < degB.

Démonstration
Par récurrence descendantersur

On effectue la division euclidienne AearB.
OQ,RUA[X] / degR< degB etA=QB+R.

A _BQ+R_ Q R R g _
et doncﬁ— B - Brit B onablefg élement simple.

Cas particulier

Si la fraction pure est de la for '_A‘C)p duR ouC, on obtient la décomposition en utilisant la

formule de Taylor.
On posen = degA. Puisque la fraction est pune< p.

OnaA=A(c) + A/(c)@ + A‘Z)(c)(xg—,c)2 + .t A(”)(C)(X;—.C)n-

A _ A . A@EKX=0) . A2c)(X-c)® . . APC)(X-c)"
Btdonc = v = = ¥ 1itx=0) " 20x~c)” n!SX—c)p
Alc) A'(c) N A®@(c) A" (c

= + +....t—— 1.
(X-¢)*  1(X-¢)"*t 2(X-c¢)"? nl(X-c)®
F. Wlazinski
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Propriété
Toute fraction déR (X) ou deC(X) admet une décomposition uniqgue en somme d'élénsenples.
Propriété

SoientA etB deux polyndmes non nuls.
SoitF la fraction rationnelh% :
Il existe un unique coupl€X,R) de polynbmes avec d&®< degB tels que :
F=Q+q.
B peut s'écrire sous la forme :
B=cUf'U£...U’D*D5... Df
ou c est un réel
LesU; sont des polyndmes de degré 1 sous la fotmey
LesD; sont des polyndmes de degré 2 sous la fotfnecX + d
Lesa; et sont des entiers représentant I'ordre de muliti@laesU; etD;.
On admet que I'on peut mettre la fract%n soderiae d'une somme de fractions des formes suivantes

R V11 V12 Y11 V2.1 V2.5 Vo1 Vp.ap

o= + et — + +...+ —+ .. ot

B (x-a1) (x-ay)’ (x-a)™  (x-ay) (x—ay)™ (x-a,) (x-a,)"
011X+ {11 O1p, X+ (1p, + OmiX+{m1 OmpmX T Lmpm

+ ...
(X2 +C X+ dl) (X2 +Cc X+ dl)ﬁl (X2 +CnX+ dm) (X2 +Ccn X+ dm)ﬂm

Cette transformation s'appelle la décompositiogléments simples de

Exemple

X PSS 2, S N
(X2 +1)°(X+1)> ~ X+l (xe+1)> X+1 (x+1)*
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