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Dans tout ce chapitre, I est un intervalle de R ou R tout entier et f est un élément de C°(I).

Définition 1

On appelle primitive de f sur I toute fonction dérivable sur I dont la dérivée est f.

Remarques 2

e On utilise la notation / f(t) dt pour désigner une primitive quelconque de f.

Par exemple : / cos(t) dt = sinz ou / cos(t) dt = 5 + sinz sont deux expressions correctes malgré
I’abus du au fait que sinz est un réel est non pas une foncti(%n.

e Avec les notions liées & l'intégration, on obtient que / f(t)dt est I'unique primitive de f qui
s’annule en a € Ifc ¢

Par exemple : cos(t)dt =1 +sinz.
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Propriété 3

Si F' est une primitive de f alors toutes les primitives de f sont de la forme F + A ou X € R.

Démonstration

Soient F' et G deux primitives de f.
Ona (G-F)=G@ —-F =f—-f=0.DoncG—F=cste=ceR & G=F+c. [

Exemple 4

p
Soit p > 2, les primitives sur R de la fonction f définie par f(z) =14z + x>+ -+ 2P = Z z* sont

k=0
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les fonctions F' + ¢ avec ¢ € R ou F(z) =$+%+%+---+Z+1 :;%
p+1 zk
Ce que 'on peut noter aussi /f(t) dt = Z " + cste.
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Propriété 5
Soient u,v € C°(I). On a / W) (1) dt = u(t)o(t) — / o (£)u(2) dt

Démonstration

Ce n’est qu’une lecture réciproque de la formule : (fg)' = f'g + f¢'. 0



Exemple 6
On cherche a déterminer / Int¢d¢ sur ]0; +o0|.

On pose u(t) = llll(t) v'(t) =1
u(t) = n v(t) =1

D’ofl/lntdt:tlnt—/ldt:tlnt—t—l— cste.

Propriété 7
Soient f € C°(I) et ¢ € C1(J) telle que ¢(J) C I et soit F' une primitive de f.
Ona [ ¢)1(elt) dt = F(e(t).

Démonstration

Ce n’est qu'une lecture réciproque de la formule : (go f)' = f'x(¢'o f).

Exemple 8
Inz 1
— dz = =(Inz)”.
OOna/ . dz 2(n:z:)
. 3z
e On cherche & calculer /
2 +1
3z 3 1 3z 3 3
29 .D —= dz= l|z®+1] = Sln(z +1).
Onax2_|_1 5 X :cxx2+1 onc/$2+1dw 2n\w+| 2n(:1:+)

dz.

Remarque 9

On utilise aussi cette méthode du changement de variable de la facon suivante :
Soit u une fonction qui vérifie :
a) wu est continue sur I.
b) w est strictement monotone sur I.
)

c) uest derlvable sur I et sa dérivée ne s’annule pas sur I.
d) u(l) =
e) u admet une fonction réciproque u ! = v.

On a que, si G est une primitive de v'(f o v), alors F = G o u est une primitive de f.

Exemple 10

2
On cherche a déterminer / 3\3/% dt sur I =] — 1;+o0].
Ona f(t) = 3\/_ et on pose u(t) = v/1 +1.
On a u continue sur R, strictement croissante sur R.
u est dérivable sur I et V¢ € J, u'(t) > 0 donc # 0.
J = u(I) =]0; +o0].
y=vV1+z & z=19>—1 cest-d-dire v(t) = 13 — 1 et v'(t) = 3¢>.
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