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1 Introduction

Remarque 1.1

L’ensemble des complexes C a été introduit, entre autre, pour résoudre les équations de degré 2 dont
le discriminant est strictement négatif. Dans un premier temps, on a utilisé la notation /—1 pour
I'une des deux solutions de I’équation z? + 1 = 0. Mais cette notation a montré ses limites. D’ou
'introduction du terme i qui vérifie 12 = —1. Il existe plusieurs méthodes pour construire ’ensemble
C. Une des plus classiques est celle qui suit. Toutefois, dans ce cours, on va plus s’intéresser aux
propriétés du corps des complexes que de sa construction. Celle-ci est donc donnée & titre indicatif
et permet de justifier ce qui suivra. Il est aussi a signaler que les propriétés et les remarques de cette
section seront a connaitre car elles serviront régulierement.

Construction de C

On travaille sur R x R ou 'on définit deux lois + et x de la facon suivante:
Y(a,b), (a',b') € R?, (a,b) + (a’,b') = (a +a',b+ V) et (a,b) x (a',b') = (aa’ — bV, ab’ + a'b).
(Faire attention car certains + et — sont ceux de R).

R? muni de ces deux lois possede une structure de corps commutatif c’est-a-dire vérifie les onze
propriétés suivantes : (Par soucis de clarté et & fin de réutilisation car on pourra bientot lire C & la
place de R?, les éléments de R? sont notés z & la place de (z,7).

1. La loi + est une loi de composition interne sur R? : si z; € R? et 2z € R? alors z1 + zp € R?.

2. La loi + est associative : Vz1, 20,23 € R?, 21 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23.

3. La loi + admet un élément neutre (unique) : Vz; € R2, 21 + (0,0) = (0,0) + 21 = 21.

4. Tout élément de R? admet un symétrique (unique) pour laloi +: Vz; € R?, 32} € R? /21 +2] =
21 + 21 = (0,0). Ce symétrique est appelé opposé et est noté —z;.

5. La loi + est commutative : Vz1, 20 € R?, 21 + 20 = 29 + 21.

6. La loi x est une loi de composition interne sur R? : si z; € R? et 22 € R? alors z; X 22 € R?

7. Laloi x est associative : Vzi, 20,23 € R?, 21 X (22 X 23) = (21 X 22) X 23.

8. La loi x admet un élément neutre (unique) : Vz; € R2, z; x (1,0) = (1,0) X 21 = 21.

9. Laloi x est distributive par rapport & la loi + : Vz1, 20,23 € R?, 21 X (22+23) = 21 X 29+ 21 X 23

et (21 + 29) X 23 = 21 X 23 + 22 X 23.

10. Tout élément de R?\ (0,0) admet un symétrique (unique) pour la loi x : Vz; € R?, 32} €

R? /2 x 2} = 2} x 21 = 1. Ce symétrique est appelé inverse et est noté z; * ou %

11. La loi x est commutative : Vz1, 29 € Rz, 21 X 29 = 29 X 21.



Remarques 1.2

e Ona: (0,1) x (0,1) = (—1,0).

e On peut identifier les réels z de R aux éléments (z,0) de R2. On vérifie rapidement que (z,0) +
(y,0) = (z +y,0) et que (x,0) x (y,0) = (z x y,0). Les lois + et x que I'on vient de définir sur R?
peuvent donc étre considérer comme des extensions de celles que 1’on connaissait sur IR. On va donc,
de la méme facon que dans R, noter z; X zo par z1.z9 ou encore zi2s.

e On note i ’élément (0,1). On a, d’aprés le premier point de la remarque, i* =i x i = —1.

e Pour tout réel a et tout couple de réels (z,y), on a : a(z,y) = (a,0)(z,y) = (az,ay) et a + (z,y) =
(a,0) + (z,9) = (a + =z, y).

e Pour tout couple de réels (a,b), on a : (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + b(0,1) = a + bi = a + ib.
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S’il n’y avait pas la construction précédente et en simplifiant un peu les choses, on pourrait utiliser
comme définition des complexes la suivante :

Définition 1.3
Soit 7 un terme qui vérifie i> = —1. L’ensemble des éléments de la forme a + ib ot a et b sont des
réels est appelé ensemble des nombres complexes et est noté C.

Remarques 1.4

¢ OnadoncC={a+ibouag,beR}etz€C & Jz,ycR/z=2x+iy.
e OnaRC CcarVzx € R, x =z + 10 et donc z € C.
e Un complexe de la forme b ou b € R est appelé un imaginaire pur.

Définition 1.5

Soit z = a + b et 2’ = a' + ib' deux complexes avec a,b,a’, b’ € R.
Les lois + et x sont définies par : z+ 2’ = (a+a') +i(b+ V) et z x 2’ = (aa’ — bb') +i(ab + a'b).
Remarques 1.6

e En utilisant les régles classiques de la distribution, on a : z X 2 = (a+14b) X (a’ + V') = aad’ + aib' +
1ba’ + 1bib’ et Pon retrouve la méme définition pour la multiplication que dans la construction de C.

e Les identités remarquables et la formule du binéme de Newton restent valables.
a—1b

e L’inverse d’un complexe z = a + ib est 27! = prar (on vérifie facilement que z x z~ ! = 1).
a

2 Conjugués et modules
Propriétés 2.1

Soient a, b, c,d des réels.
a+ib=0<a=0et b=0.
a+ib=c+id &a=cet b=d.
Démonstration
e On suppose que a + ib = 0. Si b était non nul, on aurait 1 = —f et donc i serait réel : absurde.

D’ot1 b =0 et donc a = 0.
e On suppose a +ib = c+1id. On a (a —c) +i(b — d) = 0. D’aprés le premier point, a —c = 0 et
b—d = 0. D’ou le résultat. 0

Remarques 2.2

e L’écriture z = a + ib d’un complexe avec a,b € R est donc unique et est appelée forme algébrique
de z.



e Siz=a+1ibe€ C avec a,b € R, le réel a est appelé la partie réel du complexe z et est noté Re(z).
Le réel b est appelé la partie imaginaire du complexe z et est noté Im(z).

e Attention : z = a + ib sans autre indication ne signifie ni que a = Re(z) ni que b = I'm(z). Contre
exemple : z = (14 1) + (1 —9).

e Pour tout complexe z, on a z € R & z = Re(z) et z imaginaire pur < z = Im(z).

Définition 2.3

Soit z = a+ b un complexe avec a,b € R. On appelle conjugué de z et on note z le complexe a — ib.

Remarque 2.4
2Re(z) =z+Zet 2Im(z) =2—Z

Propriétés 2.5
Soient z et 2’ deux nombres complexes, et Z et 2’ leurs conjugués respectifs. On a :
24+ =Z+2 zx2Z=Zx2 z1=(z)7"!
On dit que z — Z est un morphisme d’anneau.

Démonstration
Siz=a+ibet 2 =d +ib,onaz=a—1ibet 2/ =a' —ib.

e z+2=a+d —ib+b)=a—ib+ad —it =Z+2
e Zx 2 = (a—ib)(a' —ib') = aa’ —iab' —ia'b— bb' = (aa’ — bV') —i(ab' +a'b) = z x 2’

1 __ a - a ib =\—1_ 1 _ a+ib a ib
T a?+b2 a?+b2 T a?4b? + a’+b2 et (z) T a—ib T a?+b2 T a2+b? + a’+b%" O
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Définition 2.6

Soit z = a + ib un complexe avec a,b € R. On appelle module de z et on note |z| le nombre réel
positif ou nul défini par |z| = Va? + b
Remarques 2.7

e Pour un réel, le module et la valeur absolue sont égales.
7Z=a’+ b =|z%.

[ ]
o |z| =z .
e On a donc que Pinverse d’un complexe z = a +ibest z ! = a‘z—|27,b.
Propriétés 2.8
Soient z et 2z’ deux complexes.
2| =0 2=0 |2.2'| = |2]-|'] |27t = |27t |z + 2| < |z| + 7]

3 Le plan complexe

Considérons le repeére orthonormal direct (O, 7", 7).
Le complexe z = a+1tbou a,b € R peut étre représenté
M@ par le point M(a,b).
b ; On dit que M est I'image de z et que z est I'affixe de
: M. On note M(z).
1 a pour image A(1,0) et 7 a pour image B(0,1).
_ Les réels correspondent & ’axe des abscisses.
: : Les imaginaires purs correspondent a l’axe des or-
données.




Remarque 3.1
D’apres le théoréme de Pythagore, on a OM? = a2 + b? c’est-a-dire OM = |z|.
Définition 3.2

Soit z un complexe non nul et soit M son image dans un repére orthonormal direct (O, %’, 7). On
appelle argument de z et on note Arg(z) toute mesure (définie a 2k pres k € Z) de l’angle (7; Oﬂ)

Notation

On note Arg(z) = 0[2n] ou Arg(z) = 6 mod 27 pour exprimer le fait que Arg(z) = 6 + 2kw avec
k € 7.

Propriétés 3.3

Pour tout z € C*, z est réel ssi Arg(z) = 0[] et z est imaginaire pur ssi Arg(z) = J[n].
De plus, Arg(z) = —Arg(z)[27].

Remarques 3.4

e On appelle argument principal d’'un complexe la mesure de I’argument qui appartient & l’intervalle
| —m @l
e Soit z = a + ib un complexe ou a,b € R. Notons r le module de z et 8 son argument.
Ona:a=r.cosfet b=r.sinf d’ou z =r.cos + ir.sinf.
c’est-a-dire z = r(cos 0 + i.sin 0) que 'on appelle la notation trigonométrique de z.
e [’addition n’a aucun intérét & étre faite avec la notation trigonométrique.
e Soient z = r(cosf + i.sinf) et 2’ = r'(cos§’ + i.sinf'), grace aux formules de trigonométrie, on
obtient zz' = rr'(cos(6 + 6') + i.sin(0 + 6')).
Propriétés 3.5
Siz,z' € C* alors Arg(zz') = Arg(z) + Arg(2')[27].
Remarques 3.6

e Siz # 0, Puisque z x 27! = 1, en utilisant la propriété ci-dessus, on obtient :

Arg(z71) = —Arg(2)[27].
e On montre aussi que |2"| = |2|" et Arg(z") = n.Arg(z)[27], pour n € Z et z # 0.

4 Notation exponentielle

Remarques 4.1

Pour tout réel o, on note ¢ = cosa + isina.
o Vk € 7, V0 € R, e0+2k7) — ¢if
Définition 4.2

Soient a et b deux réels. On définit e?+® = 2 x e
Propriété 4.3

Soient z et 2’ deux complexes et n un entier relatif. On a :
! !
et = e* X €* et e = (e*)"

Propriété 4.4
Formule de Moivre : VO € R, Vn € Z, (cos8 + isinf)" = cos(nh) + i sin(nh).
Propriété 4.5

Formules d’Euler : V0 € R, cosf = % et sinf =



