Chapitre 4

Réduction des endomorphismes

Dans tout ce chapitr& =R ouC, E est un espace vectoriel $Getn est un entier naturel non nul.
1. Valeurs propres et vecteurs propres

1.1. Sous-espaces stables par un endomorphisme
Définition 1.1

Soientf un endomorphisme dg etF un s.e.v. dé&.
On dit queF est stable pédrsif(F) O F.

Remarques 1.2

. F est stable pdrsi et seulement si on a l'implicatignF = f(x)0F.
. La restriction dé aF est alors un endomorphismelgedit induit parf surF.
Exemple 1.3

Soit$ I'endomorphisme dR[X] défini parg(P) = P".
R[X] est un s.e.v. dB[X] et R [ X] est stable pap.

Propriété 1.4

Soientfl1~ (E) etF un s.e.v. dé&.
Si F est stable pdralorsF est stable pdr, OpCIN.

Démonstration Exercice 4.1
Propriété 1.5

Soientf, g~ (E), A, uOK etF un s.e.v. dé&.
Si F est stable pdret parg alorsF est stable paxf + pg.

Démonstration Exercice 4.2
Remarque 1.6
SoitH = {f0~(E) / f(F) O F}.

On a, en patrticulier, qud # [J car IdCH.
H est un s.e.v. de(E).
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Propriété 1.7

Sif etg commutent dans (E), alors Kef et Imf sont stables pay.
Démonstration Exercice 4.3

Propriété 1.8

Soientf, g0~ (E) etp,nIN. Sif etg commutent, alorg" etg”° commutent.
Propriétés 1.9

Soitfl~ (E) et soit €) = (ey, &, ... ,&,) une base dE.

Pour touf de {1, ... ,n}, soit F; = Vect, ... ,e).

La matrice dé dans €) est diagonale si et seulement si les droiteovieties<e> sont stables pdr
La matrice dd dans €) est triangulaire supérieure si et seulementsssteis-espacés sont stables pdr

Rappel
Sifl0“«(E) etA O E, alorsf(Vect(d)) = Vect( (A)).
Démonstration

On pose Af) =A=(a)i=1.nj=1.n

. Adiagonale= [0i=1,n, f(e)=a;e.
a,i=0 - f(<e>)=0eta,; 20 - f(<e>)=<e> Doncf(e)=a,e - f(<e>)<e>.
. Réciproquementf(<e>) 0 <e> = f (g)l<e>.

. On peut remarquer quie U F, U ... U Fp.
A triangulaire supérieure- Oi=1,n, f(e)=age+...+a;e = Ui=1,n, f(e)OF.

Remarque 1.10

0.0 0 0 O
04, 0 0 O
Une matrice d'ordra de la forme| : : . ¢ est notée diag(Az, ... ,An).
0 0 Jna O
0O 0 0 4

1.2. Endomorphismes stabilisant les sous-espacear somme directe
Propriété 1.11

On suppose que est de dimension finie et qie= F [ G, F et G étant distincts de {0}.

On note €) une base dE obtenue en juxtaposant une basé€& @ une base de.
Soientf(1~ (E) etM la matrice dé dans la bases).

A etC désignent ci-dessous deux matrices carrées thsteakpectives difR et dimG. Alors

F est stable pdrsi et seulement $il s'écrit{ 'g g ] .

F etG sont stables pdrsi et seulement &il s'écrit{ g‘ g J :
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Remarque 1.12

Si on suppose que=F, 0 F, O ... O Fp, ouFy, ... ,F, sont tous distincts de {0}.

On munitE d'une baseg] adaptée a cette somme directe, c'est-a-dire wbtear juxtaposition des bases
(e)l deFl, ey e)p der.

Soitf un endomorphisme d& de matriceM dans la bases).

Les s.e.vF, sont stables pdrsi et seulement 8il est diagonale par blocs, et plus précisémenbeaside
dep blocsMy ayant successivement les tailles dimdimF,, ... , dimF,.

Dans ces conditions, si on nogeJa restricti(n)n dé aF, lek*™bloc My deM est la matrice decglans la

base €)« deFy, et detf = detM = [ [ detgc = [ [ detM..
k=1 k=1

1.3. Polyndmes de matrices et d'endomorphismes

Définition 1.13

SoitM une matrice de/\(K).
p

SoitP =ap+ aX + aX? + ... +a,XP =2 aX"un polyndme a coefficients daks({K[X]).

k=0
P
On définit la matric®[M] parP[M] = al, + atM + a;M 2 + ... +a,MP =2 a, M*,
k=0

On dit queP[M] est un polynéme ekl.
SiP[M] =0, on dit queP est un polynbme annulateur Klie

Exemples 1.14

. SoitM:[é_zlJetP=5X2+3X—2.

On aP[M] =5M? + 3M - 2I, c'est-a-dire :

on=s( 52 )3 2] 22 0)(0 %)

100 100
. SoitA=| 01 1| OnaA’=|012]|
001 001

SoitP =X2-2X + 1= (X - 1)

00
On obtientP[A] =| 0 0 0 |=0.
00O

Remarque 1.15
Attention :POK[X] et P[M] . 7(K).
Propriété 1.16

SoitM une matrice de/(K).
L'applicationP — P[M] de K[X] vers. 7(K) est un morphisme d'algebres.
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Remarque 1.17

On adonc:

0P, QO #(K) et Oa, BOK,

(aP + BQ)[M] = aP[M] + BQ[M] (AP)[M] =A.P[M]
(P x Q)[M] = P[M] x Q[M] 1[M] =1,.

Propriété 1.18

SoitM une matrice de/(K).

L'ensemble) = {POK[X] / P[M] = 0} des polynébmes annulateurs Meest un idéal non nul d€ X] dont
on noteriy le générateur unitaire qui est appelé polyndmemahdeM.

(La preuve de "non nul" n'est pas triviale)

Rappel

Deux matriceM etN de. 7(K) sont dites semblables s'il existe une matricensibleP de GL.(K) telle
queM =P 'NP.

Propriété 1.19
Deux matrices semblables ont des polynémes minirégaxx.
Démonstration Exercice 4.4

Propriété 1.20

SoientAi[l. 7(K) et ALl 7(K). On définitAll. 7.y(K) parAz[ A(‘)l A? J =diagAs, A).
2

On ar = ppcm(ia, Thy).
Remarque 1.21

k
On admettra qué kN, AX = [ A(;l :5 J =diagA*, AY) et que,

OPOK[X], PIA =[ o i J = diagPIAI), PIA).

Démonstration Exercice 4.5

Rappel

Soitf un endomorphisme d& On notef® = Idg, f: =fetf"= fofo...of.
n>2 fois
On alp, 0N, fPofa=frP*q
Si de plud est inversible, c'est-a-diref8iGL(E), OpON, fP=(f™)™.
On étend alors la propriété précéderiip, q00Z, fPofe=fP*q,
(“«(E), +, .) est urkK-e.v., (“«(E), +, 0) est un anneau non commutatif et«(E), +, 0, .) est une
K-algebre.
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Définition 1.22

Soitf un endomorphisme de
P

SoitP=ap+ a X+ ... +a,-:XP 1+ a,XP=> aX un polyndme a coefficients daKs
i=0

On définit 'endomorphismi[f] parP[f] = a,fP + a,-fP "1+ ... +af + al = Ep) af'.
On dit queP[f] est un polyndme de I'endomorphisime -
Remarque 1.23

POK[X] et P[f]0 ~ «(E).

Exemple 1.24

Soit¢ I'application définie su€ “(R) pard(f) = 2f — f'. On a bierp1~ z(C“(R)).
SoitP = X2+ X +1,0n aP[0] = ¢+ ¢ +1d=¢ 0¢ +¢ +1d.
EtP[o](f)=o(2f - )+ 2f —f +f=4f - 2f = 2f + " + 3f — ' = 7f - 5f +f".

Remarques 1.25

. SiP=1,P[f] =Id.

. SiP =a, P[f] = ald.

. SiP =X, alorsP[f] =fl.

. On noteK[f] = { P[f] / POK[X]}.

Propriété 1.26

SoitE unK-e.v. de dimension finie = 1, muni d'une base)
Soitf un endomorphisme de de matriceM dans la base) et soitP un polyndme d&[X].
Alors la matrice dé°[f] dans la baseg] estP[M].

Remarque 1.27

On dispose de propriétés analogues a celles dgsdmoés de matrices.
En particulier :

Propriétés 1.28

Soientf(]1 ¥ (E) etP, QUK][X].

. Si un s.e.vF deE est stable pdr alors il est stable p&{f].

. L'applicationP — P[f] est un morphisme de l'algeldfgX] dans l'algebre/ (E).
Do, BOK, (P +BQ)[f] = aP[f] + BQ[f].
(PQIf] = PIf] o Q[f].

Exemple 1.29
Soientfl /(E), P=X+ 1 etQ = X? + 2X.

P[f] = f+1d, Q[f] =2+ 2f etPQ= X?+ 3X?+ 2X.
Donc PQ)[f] = 3+ 3%+ 2f etP[f] 0 Q[f] = (F2+ 2f) +f 2+ 2f = £3 + 3f2 + 2f.
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Propriété 1.30

Soientf, g~ (E) etP, QUK][X].
Sif etg commutent, alor®[f] etg commutent eP[f] et Q[g] commutent.

Remarque 1.31

En particulier P[f] et Q[f] commutent.
Démonstration

C'est une conséquence de la propriété 1.8.
Propriété 1.32

Soientf, gl .~ (E) etP, QUK][X].
Sif etg commutent, alors Kéi{f] et ImP[f] sont stables pap[g].

Démonstration
Voir Propriété 1.7.
Définition 1.33

Soitf un endomorphisme d& SoitP un polyndme a coefficients daKds
SiP[f] =0, on dit queP est un polyndme annulateur ide

Exemple 1.34

Soitf une involution déE et soitP = X2 - 1.
Ona: fof=Id

- f2=1d=0

= P[f]=0.

Définition 1.35

Soitf un endomorphisme d& On dit qué est nilpotent d'ordrp > 1 si et seulement 3 est un
polynéme annulateur deet X?~! n'en est pas un.

Remarque 1.36

Ona: f est nilpotent d'ordrp> 1
= fP=0etfP 2£0.
= [OxOE, fP(x) =0 etOxCE / fP7(x) # 0.

Exemple 1.37

Soit$ I'endomorphisme dR;[X] défini parg(A) = A'.
SoitP = X* on aP[$] = 0 c'est-a-direJA(= aX® + bX? + cX + d)OR3[X], $*(A) =A®=0.
SoitQ = X3, on aQ[¢] # 0 carp3(2X?% =12# 0.
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Propriété 1.38

Soitf un endomorphisme de(de dimension finie).

On noted = {PLK][X] / P[f] =0} (J est 'ensemble des polyndmes annulateufs de
J est un idéal non nul dgX] dont on notat le générateur unitaire.

% est appelé le polyn6me minimal e

Rappel
(“«(E), +, 0) est un anneau hon commutatif.
L'élément neutre pour la leinoté 0 est l'application linéaire qui, a taute E associe

Ona: O Yk(E), fo0=0of =0 (c'est une propriété générale des anneaux).

Remarques 1.39

. TeLIK[X].
. Ti{f] = 0.
. Le degré det est minimal dangd.

. OPOJ (c'est-a-dirdJPOK[X] / P[f] =0), OPOK[X] / P=P x Tt
Démonstration Exercice 4.6

Propriété 1.40

Soitf un endomorphisme de

SoitTE = ap + X + aX* + ... + a,X" le polyndme minimal dé

On a festinversibles a,# 0.

Démonstration Exercice 4.7

Propriété 1.41

Soientf(]1 ¥ (E) etP, QUK][X].

On a Kel(pgcdP, Q)[f]) = KerP[f] n KerQ|f].

En particulier, sP et Q sont premiers entre eux, alors la sommdPKEr] KerQ[f] est directe.
Démonstration Exercice 4.8

Propriété 1.42

Soientfl1 ~ (E) etP, QUK[X] deux polynbmes premiers entre eux.
On a Ke(PQ)[f] = KerP[f] O KerQIf].
En particulier, siRPQ)[f] =0 (i.e.PQ est un polyn6me annulateur fiegalorsE = KerP[f] [J Ker Q[f].

Démonstration Exercice 4.9
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Remarque 1.43

Si P etQ sont deux polyndmes dgX] premiers entre eux et $Q)[f] =0, alors les projecteus etp:
associés a la somme dire&te KerP[f] O KerQ[f] sont des polynébmes én
En effet, six = x; + X, avecx,IKerP[f] et x.[IKerQ[f], on a:

(%) = = ((BQIf)(x) c'est-a-dirgp, = (BQ)[].
P2(X) = Xe = ((AP)[f])(x) c'est-a-dirgp, = (AP)[f].

On étend ce résultat :
Propriété 1.44

Soitf0 ~ «(E).
Soient Py, Py, ... ,P;) des polynémes non nuls H§X] deux a deux premiers entre eux.

On poseli=1,r, Ny=KerP[fl, M=]1P; etN=Kerl[f]. Alors :
i=1

. N=N;ON,O..0N.
. Sinf=0,E=N,ON,O...0N.

Remarque 1.45

Dans ce dernier cas, les projecteurs associédéctanposition en somme directe sont des polynémes e
f (i.e. piUKIf]).

Démonstration

. Par récurrence sux
Vrai au rang 2 d'apres la propriété précédente.
On suppose vrai jusqu'au ramg 1.
n

Les polyndme®; etQ = [ [ P sont premiers entre eux.
i=2

D'apres la propriété précédentes KerP[f] O KerQ[f].
D'aprés I'hypothese de récurrence, ®éf =N, 0 N3 O ... [0 N
D'ou le résultat.

. Idem Propriété précédente.

Théoreme 1.46

Soitf un endomorphisme de

On suppose que = P; x P, x ... x P, avec led; unitaires et deux a deux premiers entre eux.
On poseN; = KerP;(f) pour touti =1,r. On a :

. E=N:ON;O..0ON.

. Le polynéme minimal de la restriction tlaN; estP,.

Corollaire 1.47
Soitfl1 / (E) ettg son polyn6me minimal.
On suppose gque = E; [1 E, avecE, etE; stables paf.

Soientry le polynéme minimal de la restriction HlaE; ette le polyndme minimal de la restriction
def &E,. Alors Tt diviseTyT.
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1.4. Valeurs propres d'une matrice

Rappels

Soit Al 7(K).
. On aAinversible = detAZ0 = rg(A) =n.
. SiAinversible alordAX=0 = A7AX=A"0 = X=0.
Inversement, siAX=0 = X =0) OX[. 7(K) pour toutr = 1 alorsA est inversible.
En effet, soit €) la base canonique #€" et soitf[] &/ (K") telle queA = 7(f).
On af(X) =f(X") =« AX=AX' =« AX-AX'=0 « AX-X)=0 = X-X'=0 = X=X
Doncf injective.
Or puisqud est un endomorphisme, on fainjective = f surjective = f bijective.

Donc rg@) =rg(f) =n
Définition 1.48

SoientM une matrice de/(K) etA un élément d&.

On dit queA est une valeur propre @& si et seulement si il existe au moins un vectelormeX, non
nul tel queMU, = A Uo. Un tel vecteutJ, est appelé vecteur propre Mepour la valeur propra.
L'ensemble des valeurs propres éventuelléd dansK est appelé le spectre MedansK, et est noté

Spx(M).

Exemple 1.49
3 32 3 32 1 2 1
SoitA=| 0 1 1/0On 0 1 1|x|1|=]2|=21
-11 2 -11 2 1 2 1
Donc (1, 1, 1) est un vecteur propreAide valeur propre 2.

Remarques 1.50

4 MU():)\U() = MUO—)\U():O = (M—)\In)(Uo)=O
Donc, puisqué, # 0, on a dgtM — A1) =0.
. SoitM un élément de/z(R). On peut considérer qi appartient a/4(C). Si on note
Sm:(M) le spectre d& considérée comme matrice réelle, et(Bp le spectre d& considérée
comme matrice complexe, alorsg@d) O Sp(M).
Cette inclusion peut étre stricte.

Par exemple, sV :[ (1) 01 J alors Sp(M) =0 et Sp(M) ={-1i, i}.

Propriété 1.51

Soit Al 7(K).
Pour tout scalairg, I'ensemblds, = {XOK"/ AX=AX} est un s.e.v. d&".

Démonstration Exercice 4.10
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Propriété 1.52
Deux matrices semblables ont mémes valeurs propres.
Démonstration Exercice 4.11

Remarque 1.53

Autrement dit, sSM etN sont deux matrices semblables, on &g Sp(N).
Plus précisémenk est un vecteur (colonne) propreNsi et seulement § X est un vecteur (colonne)
propre deM = PNP (et pour la méme valeur propre).

1.5. Valeurs propres d'un endomorphisme

Définition 1.54

Soientf un endomorphisme deetA un élément d&.

On dit queA est une valeur propre dg'il existe au moins un vecteuynon nul tel que

f(Uo) = A Uo. Un tel vecteur est appelé vecteur propré pleur la valeur propra.

L'ensemble des valeurs propres éventuelldsedeappelé le spectre flet est noté SH(ou Sp(f).

Remarques 1.55

. f(uy=Au = f(u-Au=0 < (f-Ald)(uy=0 = ulKer(f-Ald).
. L'ensemble des vecteurgrifiantf(u) = Au est donc un s.e.v. de
. A est une valeur propre fle = Ker(f —Ald) n'est pas réduit a {0}
= f—=Ald n'est pas injectif = det(f —Ald) =0.

Définition 1.56

SoitA une valeur propre d'un endomorphisine
Le sous-espade, = Ker(f — A1) est alors appelé sous-espace propiiepder la valeur propra.

Remarque 1.57

Les vecteurs propres dlgpour la valeur proprg, sont les éléments non nulske

Exemples 1.58

DansR?, soitD;, la droite vectorielle engendrée par= (1, 1) etD; la droite vectorielle engendrée par
U= (-1, 1). On & =D, O D, c'est-a-dirdIx(R %, [ (X1, X)OD1X Dy / X=X; + Xa.
. Soitf la projection sub, parallélement ®..
On alx[D,, f(x) =x etOxD,, f(xX) =0. Donc 1 et 0 sont des valeurs propret de
10
00)
. Soitg la symétrie orthogonale par rappoia
On alx[D,, g(x) =xetxD,, g(x) =—-x. Donc 1 et-1 sont des valeurs propresfde
10
0-17/)

On aE; =D; etEy; =D, et. //411' ug)(f) =

On akE;=D; etE.1 =D, et. //(Ul, uz)(f) =
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Propriété 1.59

SoitM un élément de/(K), et soitf un endomorphisme d'ufe.v.E de dimensiom, ayant pour
matriceM dans une base)(deE. Les valeurs propres dé sont celles dé

SoientA un scalairey un vecteur d& etU la matrice colonne de ses coordonnées dans lgd)asdors
u est vecteur propre dgourA si et seulement & est vecteur propre dé pourA. Ce qui précéede
s'applique en particulier a 'endomorphishade K" de matriceM dans la base canonique.

Remarques 1.60

. On adonc f(u) =Au< MU =AU.

. Cas particulier : 0 est valeur proprefde et seulement $iest non injective.
Le sous-espace propre est alegs Ker (f).

. Soitu un vecteur non nul. Dire queest vecteur propre dec'est dire que la droite vectorielle
<u>=Ku est stable pdr

. La restriction de¢ aE, est I'homothétie — A u.

Exemples 1.61

. L'endomorphismé deK[X] défini parf(P) = XP n'a aucune valeur propre.
. L'endomorphismédeC~(R, R) défini parf (u) = u’ admet tout réel pour valeur propre.
Pour tout réeh, E, est la droite vectorielle engendrée pax — expQ\ x).

1.6. Vecteurs et valeurs propres. Propriétés
Propriété 1.62

SoientAy, A, deux valeurs propres différentesfde” «(E).
NotonsE;,, E; les sous-espaces propres correspondants.
Alors la sommeE; + E; est directe c'est-a-dif& 0 E..

Démonstration

SoitxUE; n E,. XOE; = f(X) =AnXx

)GEZ = f(X) :)\Z.X
On a dond\; x=A; x c'est-a-direX; —A2)x=0
OrA;—A,# 0 doncx =0.

Remarque 1.63

Soitf un endomorphisme deetu un élément d&.

Siu est vecteur propre dece ne peuétre que pour une seule valeur propre : l'unigai&aseA qui
vérifie f(u) = A u. Mais siA est une valeur propre dlél existe une infinité de vecteurs propres assoéi
A : les vecteurs non nuls &s.

Propriété 1.64

SoitAy, Ay, ... ,Ap Une famille dep valeurs propres distinctes fle
NotonsE,, E,, ... ,E;, les sous-espaces propres correspondants.
Alors la sommés; + E; + ... + E, est directe.
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Remarque 1.65

De maniere équivalente :&i, U, ... ,ur est une famille de vecteurs propred geurr valeurs propres
distinctes, alors cette famille est libre.

Démonstration
Par récurrence sy

. Vrai pourp = 2.
p-1

. On suppose vrai jusqu'au rape 1 c'est-a-dire la somme E,  est directe.
k=1

Soit Xq, Xo, ... ,X)UE1 X Ex X ... xEptels quex; + X+ ... +X, = _Zp:xi =0.
On doit montrer quéli =1,non ax =0. -
f(0)=0 = f[}p’,xiJ :Zp‘,f(xi)zzp‘,)\m =0.

C'est-é-diré\1>zl+ A2Xo IJ:rl ot )\plxi =0.

OrA(a+ X%+ ... +%) =0 i.e. Apa+ A+ ... + A =0.

D'ou 0\1 - )\p) X+ ()\2 - )\p)Xz + ...+ ()\p—l - )\lp)Xp_l =0
o

D'aprés I'nypothése de récurrence, la sophig restelidonc chacun des termes est nul.
k=1

OrAi—Ap ¢Odoncx. O pour touti =1,p - 1.
Et, puisqu alor§x. 0, on en déduit que = 0.

Corollaire 1.66

On suppose gue est de dimension finie.
Soitfl1 ¥ (E) et soitEy, E,, ... ,E les sous-espaces propres associées au valeurspdah

On a).dim E; < dim(E).
i=1

Remarques 1.67

. Si dinkE = n et sifl] / (E), alorsf admet au plus valeurs propres distinctes dafs
Il en est de méme pour toute matidale. /7,(K).
. Si les endomorphismé®tg deE commutent, alor6— Alde etg commutent et tout sous-espace

propre dd est stable pay.
Propriété 1.68

Soitf dans/ (E) et soitk un entier.
Siu est vecteur propre dgoourA, alorsu est un vecteur propre @iepour la valeur propri*,

Démonstration

Soitu # 0 un vecteur propre dale valeur propra. On démontre le résultat par récurrence.
. Vrai au rang 1 (et 0).
. On suppose vrai au rapg- 1 c'est-a-dirdP~*(u) = AP 'u.

fP(u) = (fofP ) (u) = f(fP~1(u)) = f(APtu) = AP H(u) = AP 'A u=APu.
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Propriété 1.69

Soitf dans/ (E) etP dansK[X].
Siu est vecteur propre dgourA, alorsu est un vecteur propre @&§f] pour la valeur propre(A).

Démonstration

Soitu # 0 un vecteur propre dale valeur propra.
P

SoitP =a+ aX+ ... +3,-:XP 1+ a,XP =2 aX un polyndme a coefficients daks
i=0

On aP[f] = a,fP+a,_+fP "1+ ... + a,f + ayl.
D'ou P[f](u) = a,fP(u) + a,-1fPH(u) + ... + af'(u) + @l =aAPu+a,- AP 'u+ ... + aAu + agu = P(A)u.

Remarque 1.70

On a un énoncé équivalent pour les matricesAlK).

Propriété 1.71

Si P est un polyndme annulateurdee.P[f] = 0, alors les valeurs propres fdgont des racines de

Démonstration

Soitu # 0 un vecteur propre dale valeur propra. Donc 0= P[f](u) = P(A\)u = P(A) =0.

Remarque 1.72

Sif est nilpotente, alors SpE {0}.

1.7. Automorphismes intérieurs, matrices semblables

Propriété 1.73

Soita un automorphisme de c'est-a-diraIGL(E).
L'applicationd. de  «(E) dans «(E) définie parf — ¢.s=aof oa™ est un automorphisme de
l'algébre~ (E). Les applicationg, sont appelées automorphismes intérieurs de).

Propriété 1.74

Avec les notations précédentes, Gp(= Spf).

Plus précisémentu est vecteur propre dgourA < a(u) est vecteur propre dg, + pourA.

Les sous-espaces proprespdesont donc les(E,), en notank, les sous-espaces propred.de
Et puisquea est un automorphisme @& dim a(E,) = dim E,.

Remarques 1.75

M etN sont semblables si et seulement si elles soneptibtes de représenter le méme
endomorphisme dg (avec dimE) = n), chacune dans une certaine bask.de

Plus précisément, en reprenant les notations cudes

Si E est muni d'une base)( et si on noté, g, a les endomorphismes @&ede matrices respectives
N, M, P dans ), alorsg=aofoa™, c'est-a-dirg = ¢q .
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2. Polyndme caractéristique

Dans cette partid; est unk-e.v. de dimension finie = 1.

2.1. Définition et premieres propriétés

Rappel

Soitfl0 ¥ (E), (e) une base dE de dimn etA = /(f).

On a vu que A valeur propre dé = il existexUDE non nul (eX(OK") tel que :
(f=Alde)X) =0 ou A-Al,)X=0.

On aA - A 1,0 7(K).

SiA-Al, était inversible on auraif(- A l)X=0 = X=0.

De méme, si — Alde était inversible on auraif € A ldg)(X) =0 = x=0.

On adonc AOSpf) < det(f—-Aldg)=0 = det(A-Al,) =0.

Définition 2.1

SoitM une matrice de/\(K).
On appelle polyndbme caractéristiqueMet on noteiy le polynéme défini paky = det(M — Xl,).

Exemple 2.2

(33 onms[ 1331 (1 (3017 25

#a=detd - X1,) = 1;X —1_}x ‘=(x—1)o<+1)+2=x2—1+2=x2+1.

Remarque 2.3

On a dona\ valeur propre d& = 7a(A) =0 < A racine du polynéme caractéristiqueAle
Propriété 2.4

Le polyndme caractéristique devérifie 7y = (= 1)"X"+ (=1)" 1 tr(M) X"~ * + ... +detM).
Propriété 2.5

Les matricedM et 'M ont le méme polyndme caractéristique.

Démonstration

M= X1, =M= X', =M ={(XI) = (M - XI,).
Donc7iw = det(M - X 1,) = det{(M - Xl,)) = detM — XI,) = 7.

Propriété 2.6
Deux matrices semblables ont le méme polynéme tEaistique.
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Démonstration

SoientA etB deux matrices semblables i.e. il exiStaversible telle qué = S™BS
OnaA-Xl, =S'BS-Xl,
=S7'BS-XS7'S
=S'BS-XS,S=S"BS- S (XI,)S=S(B- X1,)S.
Donca = detA — X)) = detG™(B - XI,)9
=detS™'det® - X I,)detS
= (det9 ™ detSdet@ - X 1,) =detB - X1,) = 7.

Définition 2.7
Soitf un endomorphisme de

On appelle polynéme caractéristiquef@elui de la matricé! def dans une base)(quelconque dE&.
On le notesr.

Remarque 2.8
D'apres la propriété précedente, il ne dépend @& lblase choisie.
Propriété 2.9

Toute matrice de#,(C), ou encore tout endomorphisi@unC-e.v. de dimension= 1, admet au
moins une valeur propre.

Définition 2.10

Soientf un endomorphisme d& M une matrice deZ,(K), etA un élément d&.

On dit que\ est une valeur propre #& (resp. dd), avec la multipliciték (1 < k< n), siA est racine de
7im (resp. dets), avec la multiplicité.

Cette multiplicité est souvent notagA).

On parle ainsi de valeur propre simple, doublgldri ... sm(A\)=1, 2, 3, ....

Propriété 2.11

SoitM une matrice carrée d'ordnea coefficients réels. On considére ses valeungrps dansC.

Si le nombre complexk est une valeur propre déalors/ est aussi une valeur proprevjest avec la
méme multiplicite.

De plus, si le vecteur colonievérifie MX = A X, alors on a I'égalitélX = AX.

2.2. Polyndme caractéristique et sous-espaces sl
Propriété 2.12

Soitf un endomorphisme deet7; son polynéme caractéristique.

On suppose que = F; [0 F, ouF; etF, sont des s.e.v. stables jpar
Soientf, la restriction dé aF, et7;, son polynéme caracteéristique.

De méme, soierft la restriction dé aF, et7;, son polyndme caractéristique.
Alors 7ts = g, X 7, .
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Démonstration

Soient By) = (by, by, ... ,by) et B,) = (b'y, by, ... ,b'y) deux bases de respectivemEnetF..
On ap + g=n. Soit ) la base obtenue en juxtaposdd) et B.).
SoientM = »%b)(f), M;=. //(Bl)(fl) etM, = »%BZ)(fZ)-

. — Ml O _ _ Ml_X|p 0
Ona.M—[ 0 M, J doncM - Xl, = 0 Mz—quJ
v | Mi=Xx1, 0 _ _ _
etde(M - XI,) = 0 My-Xl, = det(M; — XI,) x det(M, — XI).

Propriété 2.13

Soitf un endomorphisme de

On suppose que=F, 0 F, O ... O F,, lesFy étant non réduits a {0}.

On suppose que chagbgest stable pét et on note gla restriction dé aFy.

Propriété 2.14

Soitf un endomorphisme deet soitA une valeur propre de
Si on notan(A) sa multiplicité etd(A) la dimension du sous-espace prdprealors : 1< d(A) < m(A).

Démonstration
En raisonnant par l'absurde et d'apres la propidig
Remarque 2.15

En particulier, le sous-espace vectoriel propre@ésa une valeur propre simple, c'est-a-dire de
multiplicité 1, est nécessairement une droite vésite.

3. Trigonalisation
Définition 3.1

Une matriceM de. 7,(K) est dite trigonalisable si elle est semblabl@é matrice triangulaire supérieure
T, c'est-a-dire s'il existe une matrice inversibllle queT = P *MP.

Définition 3.2

Soitf un endomorphisme d'utre.v.E de dimension finie > 1.

On dit quef est trigonalisable s'il existe une basded#ans laquelle la matrice dlest triangulaire
supérieure.

Remarque 3.3

Dire queM est trigonalisable, c'est dire que tout endomarpbkf d'unK-e.v.E de dimensiom ayant
pour matriceM dans une certaine base est lui-méme trigonalisable
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Propriété 3.4

Une matriceM de. 7,(K), ou encore un endomorphisindunK-e.v.E de dimensiom, est trigonalisable
si et seulement si son polyndme caractéristiquecstié dan&.

Démonstration

SoitAy, A2, ... Anles racines du polyndme caractéristiqué de
C'est-a-direty =detM — X1,) = A1 = X)A2—-X) ... A —X) =TT\ i - X).
i=1

Démonstration par récurrence sur la dimensmn (
. Vrai au rang 1 : rien a montrer.
. On suppose vrai au ramg- 1.
On aA, valeur propre dé = Ker(f —Anld) > 1.
SoitF =Im(f = A,Id), on a dimF < n-1.
SoitG un s.e.v. de dimensian— 1 qui contient.
Et OxOG, f(X) =f(X) = An X+ A x=(f = Anld)(X) + An X
On a - Ald)(X)OF O G etA, xOOG doncG est stable pét
Soit (&) = (e, &, ... ,e+1) Une base dé.
On compléted) avec un vectews, de facon a obtenir une basp deE
On af(e)) = (f — Anld)(e) + An &, avec { - Anld)(e)OG.
Donc § - Anld)(e,) peut s'écrire sous la formea; + X, & + ... +X,-1 a,-1 pour toute base
(ay, @, ... ,a1) deG.
Onadond(e)=0.e+026+ ... +0s-16,-1+ApEn

Et-//@(f){ NN

/

0 avecNO. 7,-1(K) etN' est le vecteur colonne formé des
n

Onr deux matrices semblables ont méme polynéme téaistaue donc
TI i = X) =det( Zy(f) — X1s) = (A\n— X) detN — X 1,).

i=1
n-1

C'est-a-dire deb—X1,) =TT - X).
i=1
D'apres I'hypothése de récurrence, il existe use bg = (b, b, ... ,by-1) deG telle que la

restriction dé aG soit triangulaire supérieure c'est-a-ditériangulaire supérieure.
Soit alors ) = (bo) U {e}. On a bien #(f) triangulaire supérieure.

Remarques 3.5

. Une matrice triangulaire a ses valeurs propre$astiagonale, chacune figurant autant de fois
gue son ordre de multiplicité.

dpy A1z "7 Qup
0 ap, ** azn

En effet, siA = 0 0 - est une matrice triangulaire supérieure, on a
0 0 - amn
a1 —X &, - aun
7= det@ - XI;) = 8 az,zo—x L 2@ @) o G- X).
0 0 - an—X
. En particulier toute matrice de7(C), ou encore tout endomorphisingunC-e.v. de dimension

finie n=> 1, est trigonalisable.
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Théoréme 3.6 Hamilton - Cayley

Toute matrice est racine de son polynéme caratitires
Tout endomorphisme est racine de son polynéme tésistque.

Remarques 3.7

. Cela signifie quéiu[M] = 0 ou quei{f] =0.
. i est donc un multiple de.
. Sif est nilpotente d'ordrgdans un e.v. de dim on arff] = X9et7 [f] =(-1)"X" (on an = q).

Démonstration

On peut supposer queest scinde.
En effet si ce n'est pas le cas, il suffit de cdésrf sur I'extension de corps ou c'est le cas (corps de
rupture ou cléture algébrique).

Par exempl& pour tout endomorphisme sur Bre.v.
Le résultat ne dépendant pas du corps, il reste vra

On suppose donc qie= A1 - X)A2=X) ... AQ=X =11 -X.
i=1

Soit ) = (by, by, ... ,by) une base dE ou. 7(f) = (a,)ij-1,~ €St triangulaire supérieure.

A1 @12 " Qin

, . 0 /12 *tt Aaon

Plus précisément, on suppose e . 7y(f) = 0 0 -
O 0 - ;Ln

Clest-a-direy,i =Ai Ui =1,net a;=0sii>].
On va montrer, par récurrence, duie= 1, n et(Ix<e;, & ... ,&>, (f—Aildg) 0 ... o {— Ailde)(x) = 0.

. Vrai pouri = 1.
En effetx(0<e;> = x=Kke et on d(b;) = A, b; c'est-a-diref(— A1 1de) (b)) = 0.
D'ou f — A1lde) (kby) = k(f = A1lde) (b)) =k.0=0.

. On suppose vrai pouk p— 1.
Soitg=(f—A1ldg) 0 ... 0 { = Ap-11de) 0 (F — ApIde).

p
xO0<e, & ... ,6> = X=X +X&+ ... xp_lep_1+xpep:k2xka<.
=1

p P
D'OU G0 = GG + X + .. Koo 181 + Xo) = 9@1 Xkek] = 29

MaisO1l<j<p, (f-Aplde)(e) =f(e) — Apecavect(e)l<e, & ... ,6-1>
(car la matrice est triangulaire supérieure\gll<e;, & ... ,6-1>.
D'apres I'hypothése de récurrence,

g(e) =((f—A1lde) 0 ... o {— Ap-11de))[(f — Apldg)(8)] =
D'ou, pour montrer que la relation est vraie poup il sufflt de vérifier queg(e,) = 0.

Or f(g) =anper+ @ pe+ ... +8-1p&-1+Ap &= Zakpe«ﬂpep

p-1
Donc - A, lde)(ey) :kZ_)lak, al<e, & ... ,6-1>.

D'aprés I'hypothese de récurrengée,) = ((f — A1ldg) 0 ... 0 T = Ap- 1 1de))[(f — Aplde)(e)] =
DoncXJE=<e;, & ... ,&>, [(f—Ailde) 0... 0 {—Anldg)](X) = 0.
C'est-a-diref(— A1ldg) 0 ... o £ — Anldg) = 0 ou encoréiq(f) =0
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Exemple 3.8

011
SoitA=| 101
110
-4 1 1 2-42 1 1 11 1
On afia(A) =detA-Al)=| 1 -4 1 |=|2-A-21 |=02-4)|1-11
1 1 -4 2-4 1 -4 11 -4
1 1 1
=2-)|0-1-2 0 |=QA+1PQ-A\)=-A+3A+2
O 0 -1-4
On Vérifie :
333 111
(A+130%°=1333|=3 111
333 111
111 2 —1 -1
A+1°(2:;-A)=3 111 -1 2 -1 |=0.
111 1— 2
On adondia(A) =0=-A*+3A + 2l3

= Al- 3A 2I3

= an(ASB) (A3 0y,
A_3ls)_

D'oUA est inverS|bIe eA = ( 5

Propriété 3.9
SoitMe. 7(K), trigonalisable.
SoientAy, Ay, ... ,An S€S valeurs propres, non nécessairement distinctes

Alors les valeurs propres d&P, pour toup deN, sontA,”, A, ... ,A.
Cet énoncé se geénéralise aux entiers refasidM est inversible.

Remarques 3.10

. A ne pas confondre avacvaleur propre d& = AP valeur propre d&1P?, [Op > 1.

. Le produit de deux matrices triangulaires supéegu@st une matrice triangulaire supérieure. De
plus les éléments diagonaux du produit sont ledpt® des éléments diagonaux des deux
matrices.

Propriété 3.11

Si le polyndbme caractéristique Meest scindé daris, c'est-a-dire se décompose en un produit de
polynédme de degré 1, alors M) (resp. det{l)) est égale a la somme (resp. au produit) desirsale
propres déM chacune comptée autant de fois que sa multiplicité

C'est toujours le cas Ki=C.
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4. Endomorphismes et matrices diagonalisables

Dans cette partid; est unkK-e.v. de dimension finia = 1.
4.1. Définitions et premieres propriétés
Rappel

Soitf ~(E).

. SiTt=P; xP,x ... x P, avec led; unitaires et deux a deux premiers entre eux.
E =Ker(P4[f]) O Ker(P,[f]) O ... O Ker(P[f]).
De plus, le polyndme minimal de la restrictionfde Ker@i[f]) est R.

. OPOK[X], P[f] etf commutent donc Ké?f] est stable pai

. Si(€) = (&, &, ... ,&n) €St UNE base dgon a:
g (f) diagonale = [i =1,n, g estun vecteur propre fle

Définition 4.1
SoitM un élément de/(K).
On dit queM est diagonalisable M est semblable a une matrice diagomale'est-a-dire s'il existe une

matrice inversibleé® telle queD = P*MP.
On dit alors qué® est une réduite diagonale ke

Définition 4.2

On dit qu'un endomorphisnii@le E est diagonalisable s'il existe une bas& dans laquelle la matrice de
f est diagonale.

Remarques 4.3

. Un endomorphisme est diagonalisable si et seulesi@atmatrice dans une base quelconque est
diagonalisable.
. M est diagonalisable si et seulement si tout endphiemef d'unK-e.v.E de dimensiom dont la

matrice esM dans une base)(deE est diagonalisable, et en particulier 'endoma@pia deK”
de matriceM dans la base canonique.

. Si M est diagonalisable et Niest semblable &, alorsN est diagonalisable.

. Rappel : Deux matrices semblables ont méme tracete déterminant.
On a pu donc définir la trace et le déterminam @ndomorphisméd'un e.v. de dimension finie
comme étant la trace et le déterminant de la neatéprésentative dedans n'importe quelle base
deE.

Propriété 4.4

Si un endomorphismiede E est diagonalisable, alors dedst le produit des valeurs propred eéetr()
est la somme des valeurs propre$ @®mptées autant de fois que leur multiplicité).

Propriété 4.5
Les valeurs propres d'un endomorphisme sont lésasde son polyndme minimal.
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Démonstration

SoitA une valeur propre deetx # 0 un vecteur propre associa.a

Soitg le polynbme minimal dé

Il existeQ, ROK[X] / T¢=(X-A)Q + Ravec dedR< 1 c'est-a-dir&k = clIK .

Orm{f] =0=QJf] o (f — A Id) + c Id donc O=1i[f](X) =cx = c=0. D'ou K- A) diviseTt.

Remarques 4.6

. On a donc que, si SPE{A1, Az, ... A} est 'ensemble des valeur propred,daors
X=A)(X=-XA2) ... X=A)=TI(X-A divisets.
k=1
. Sifl0 ~(E) est diagonalisable et si $p€ {A1, ... ,A/}, alors son polyndme minimal est de la

formeme= (X = A)™ ... X—=A)™.
Onamr=(X-A)™ ... X=A)™avecm =n; i =1,r carf est un multiple das

4.2. Conditions de diagonalisabilité
Propriété 4.7

Soitf un endomorphisme de(on rappelle que dire =n=> 1).
Soient gy, E,, ... ,E) les espaces propres associées § SHQ1, Az, ... A}
f diagonalisable sietseulemenEstE, O E O...0E
si et seulement sidiB=dimE; +dimE;+ ... +dmE.

Démonstration

Evidente.
Propriété 4.8

Soitf un endomorphisme dede dimensiom.
Sif admetn valeurs propres distinctes ddfisalorsf est diagonalisable, et les sous-espaces propnes so
des droites vectorielles.

Démonstration

Soient 3, E,, ... ,E/) les espaces propres associées aux valeurs pdgdftes
D'apres la propriété 1.64, la sommer E, + ... + E est directe.
Chacun des espaces étant de dimension au moins 1.
OnaY. dimE=nmais).dimE <dmE=n.
i=1 i=1
Donci=1,r dmE=1etE=E.
i=1

Remarques 4.9

La condition précédente n'est pas nécessaire.
Par exemple diest une homothétie de rappdrialorsf est diagonalisable et pourtdnt'a pour seule
valeur propre qua, avec la multiplicitén.
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Inversement, din‘a qu'une valeur propi de multiplicitén = dim E, f est diagonalisable si et seulement
sif est I'hnomothétie de rappovt

De méme sM (élément de(K)) n'a que la valeur propie(ce qui est le cas par exempld/sest
triangulaire avec des sur la diagonale), aloid est diagonalisable si et seulemeniist A I.,.

Propriété 4.10

Soitf un endomorphisme de
Sif est diagonalisable, alors la restrictionf deun sous-espace stablest un endomorphisme
diagonalisable dE.

Propriété 4.11

Soitf un endomorphisme deetts son polyndme minimal.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

)] f est diagonalisable.

i) T% est scindé et n'a que des racines simples.

Démonstration

Soit Spf) ={A1, A2, ... A} I'ensemble des valeur propresfde

i) = (i) On supposédiagonalisable.
Il existe €) = (e, &, ... ,&) une base dE telle que 7(f) est diagonale.
Oi=1,n, O1<j<r / f(g) =Ae.

Soit P=(X=A)(X=A2) ... X-A)= i{(x—xk).

On peut si nécessaire écrivte [ IT(x- /lk)} (X=N).

k=1;k+j
D'ou P[f] = p(f - Add) = [kq (f- Akld)} o - Ald).
=1 =1k
Doncli =1,n, P[f](e) =0 c'est-a-dird® est un polyndme annulateur fdédonc un
multiple dett. D'aprés la propriété précédemest un multiple d@. lls sont tous les
deux unitaires donk = Tt.

(i) = () On suppose que est scindé et n'a que des racines simples.
Cadmi=(X-a)(X—a) ... X—a) avecallK et surtout les deux a deux distincts.
Les X — &) sont donc premiers entre eux.

Onadon&E=Ker(X—-a) 0 Ker(X—a) O ... 0 Ker(X — &).
D'apres la propriété 4.7 est diagonalisable.

Remarque 4.12

f est diagonalisable si et seulemerftest annulé par un polyndérRescindé a racines simples puisdie
est un multiple des.

Exemple 4.13
Si l'applicationf verifie (f — 21d) o f + 3ld) =0, alorsE = E, [ E_.

Si I'un des deux sous-espaée®u E; est réduit a {0}, c'est queest une homothétie, de rappeBou 2
respectivement. Sinon le spectref @st exactement égal & 8, 2}.
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Propriété 4.14

Soitf un endomorphisme de

f est diagonalisable si et seulement si le polynéanactéristiquéi; est scindé dans[X] et pour toute
valeur propre\ (c'est-a-dire toute racine @@ la multiplicitt m(A) est égale a la dimensidf\) du
sous-espace propks.

Remarque 4.15

Avec les notations ci-dessus, les coefficientsaddidgonale d® sont les valeurs propres Mg chacune
figurant autant de fois que son ordre de multigicDans I'égalit® = P *MP, P est la matrice de
passage de la base canoniqu&de une base de vecteurs propredide

Propriétés 4.16

SoitM un élément de/(K).
. SoitM un élément de/(R).
SiM est diagonalisable "dais' alorsM est diagonalisable "das, avec les mémes valeurs et
vecteurs propres et la méme égdlité P 'MP, les matrice® etD étant a coefficients réels.
. En revanche, toujours avitdans 7(R), M peut étre diagonalisable dansans I'étre darR,
si des valeurs propres sont complexes mais noleséel
Dans I'égalitdD = P'MP, P etD sont alors a coefficients complexes.

Définition 4.17

Soitf0 ¥ (E) etAOSp() de multiplicitém dansrt le polyn6me minimal dé
Le s.e.v. Ke(f — A Id)™ est appelé sous-espace caractéristique de

Remarque 4.18
SoitM = (a))ij=1.n0. 7Z(K) etAK tels quedj =1,n, >, a; = A alorsA est une valeur propre ti&
i=1

En effet, siL; est laiéme ligne déM — A |, , alorsL; + Lo+ ... +L,=>,(>a; —A) =0 donc les lignes

i=1 j=1
sont liéed.e. M — A |, non inversible.

5. Réduction de matrice : pratique et applications

5.1. Diagonalisation d'une matrice

On cherche a diagonaliser si possible une mattide. 7(K).

. On calcule le polyndme caractéristiguede la matricéV puis les racines damsde ce
polynéme.

. Si le polyndmeiy n'est pas scindé daKsalorsM n'est pas diagonalisable dats

. Si au contrairety est scindé alors pour chaque radinen résout le systeme homogéne

(M =A1,)X=0, ouX est une matrice colonne Heé.
L'ensemble des solutions de ce systeme est leespage propre,.
La résolution conduit a une bas® (deE,, donc a dimg,).
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. Si, pour l'un deg, on a dimE,) <m(A), oum(A) est la multiplicité d& comme racine déy,
alorsM n'est pas diagonalisable.

. SinonM est diagonalisable, et la juxtaposition des béggslonne une base #¢&", formée de
vecteurs propres.
On en déduit la matrice de pass&gde la base canonique a la bagedt I'égalitéD = P *MP, oU
D est diagonale : ses coefficients diagonaux sentdéeurs propres dé, dans l'ordre des
vecteurs propres de la bagg (

Les calculs précédents peuvent s'effectuer aveéthode du pivot :

. On part de la matricA, =M - A |, que l'on transforme, par des opérations surdee$, en une
matrice triangulaird,.

. Les valeurs propres dé sont les\ tels queB, est non inversible c'est-a-dire les valeurs qui
annulent au moins un coefficient diagonaBijle

. Pour chacune de ces valeurs, le sous espace @siybtenu en résolvant le systeeX = 0,

qui est équivalent au systeni ¢ A 1,)X=0.

5.2 Exemple de diagonalisation

130
On cherche a diagonalisegr=| 0 -2 1 |.
111
1-X 3 0 1 1 1-X
Onaiy=detM-Xlg)=| 0 -2-X 1 |=- 0 -2-X 1
1 1 1-X 1-X 3 0
1 1 1-X 1 1 1-X
=— 0 -2-X 1 =-|0-2-X 1
0 2+X -1+2X-X? 0 0 2X-X?

= X(X +2)(2 - X).

Les valeur propres dd sont donc-2, 0 et 2.

1 1 1-4
OnposeB,=| 0 2-4 1
0 0 24-22

On au=(x, Y, 2) vecteur propre dsl de valeur propréa = (M—-AljJu=0 = Bu=0.

. PourA = -2.

11 3 X 0
u=(XxVy,20E, =« | 00 1 |x|y|=]0
00-8 z 0
Xx+y+3z=0
= z=0
-z=0
y=-X
"1 z=0

Soit b1 = (1, -1, 0) On &5 = <b1>.
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. PourA =0.

111 X 0
u=(XxVv,20E < | 0-21|x|y|[=|0
000 z 0
Xx+y+z =20
- -2y+z =0
X=-3y
- z=2y
Soith, = (-3, 1, 2). On &, = <b,> =KerM.
. PourA = 2.
11-1 X 0
u=XxVv,20E = | 04 1 |x|y|=|0
00O z 0
Xx+y-z=20
- -4y+z =0
X =3y
- z=4y
Soith; =(3, 1, 4). On &, = <bs>.
200 -100 1 33
OnaD=| 0 00|=2 0 OO |etP=| -1 1 1|
0 02 001 0 2 4
-1-93
Oon obtienﬂTl:% -2 -2 2 | et on peutérifier queD = P 'MP.
1 11
5.3 Exemple de trigonalisation
200
On cherche a trigonalisét=| 0 1 3
101
On a deM =-2.
-2-X 0 0 o0-x 0
On obtientiy =detM - XIz) =| 0 1-X 3 :(1—X)‘ ‘=—(X+2)(X—1)2.
1 0 1-X bo1=x

Les valeur propres dd sont donc-2 et 1.
1 0 1-1
OnposeB,=| 0 1-4 3
0 0 (1-A)2+A1)
(On n'a pas nécessairement besoinBiesn pourrait utiliser directement la définition).

On au=(x, Y, 2) vecteur propre dsl de valeur propréa = (M—-AljJu=0 = Byu=0.

Francis Wlazinski
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. PourA =-2.

103 X

u=(xy,20E, = | 03 3 |x|Vy|=
000 z
x+3z =0
y+3z=0
X=-3z
y=-2

Soitv; = (3, 1,-1). On aE; = <v;>.

o O O

<~

. PourA = 1.

100 X 0
u=(xVy,20E « | 003 x|y |=]0
000 z 0

gl

o = <Vp>,

Soitv, =(0, 1, 0). On
Puisque dinE; # 2, M n'est pas diagonalisable.
Mais le polyndme caractéristique Meest scindé donc on peut la trigonaliser.

On compléter,, v, pour obtenir une base &€.
Par exemple en prenant= (0, 0, 1).
On obtientMvs = (0, 3, 1)= 3w, + vs et enfinT = P *MP avec

-200 300 1/3 00
T=| 0 13,P=| 1 10|etP™=| -1/310
001 -101 1/3 01

5.4. Application : Calcul des puissances d'une matre

Si une matricéM de. 7(K) est diagonalisable, I'égaliié= P *MP, ouD est diagonale, permet d'écrire
M = PDP™. Puis, pour tout entier natuteIM*=PD"P ™.
On peut généraliser aux entiéreelatifs siM est inversible.

Exemple
130
Soit la matrice réell® =| 0 =2 1 |. On cherche a calculit °.
111
On avu qud =P MP
200 -100 1 -33 -1-93
avecD=| 0 00|=2l 0 00| P=|-11 1|etpt=d 222
0 02 0 01 0 2 4 1 11

Onadondi®=PxD¥xpP™,
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5.5. Application : Intégration des systemes diffémtiels linéaires

Soit un systeme de= 2 équations différentiels linéaires du ler ordrepefficients constants, de

1 -33 100 1-33

1 1|x{000(=10240 0 O

0 2 4 001 02 4
1-33 -1-93 -2-12 6

0 00fx|]2-22|=128 0 0 0 |=
0 2 4 1 11 0O O 8

fonctionsxy(t), xx(t), ... ,X(t) :

b, (t)

etB = bz:(t)

bi(t)
=A(X-Xo)

La solution générale du systéeme (1) s'obtient dwnajoutant a une solution particuliére la solution

OX
8_t1 = allel(t) + a]_'2X2(t) +..+ a]_’nxn(t) + bl(t)
OX
(1) 8_t2 : aglel(t) + a2'2X2(t) + . agynxn(t) + bz(t)
X _
el an X1 (1) + an2Xa(t) + ...+ annXa (t) + by (t)
o
Ai;q Aip ... Aip Xl(t) ot
a, a a X(t) | ax o
SoientA=| T TE T T L x=| Y SR=| ot
8n1 @nz ... 8nn Xn(t) X
ot
Le systéme (1) peut donc s'écr% =AX+B
Soit X, une solution particuliere de ce systéme.
On a% = AX, +B et, par différence, on obti g a_tXO)
générale du systéme homog =AX , C'est-a-dire :
X1 _
H = a1,1X1(t) + a1'2X2(t) +...+ al,nxn(t)
OX
(2) 6_t2 = azlel(t) + 32'2X2(.t) +..+ az’nxn(t) .
Xy _
2t - an1X1(t) +an2Xa(t) + ...+ an X (t)

Si A est diagonalisable, il exisREIGL.(K) telle queP "AP =D =diagQy, Az, ...

SoitY =

Francis Wlazi

ya(t)

ygz(t) telle queX=PY i.eY=P™X, on a% =
ya(t)

nski

N
ot
%2
ot
OYn
ot

- p—la_x

ot’
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oX oY _ oY _
ot =AX = PE—APY: ot =DY. ;
T =
2 = oyl
On est donc ramener a résoudre le systemedt 2yf
6S/n k)
ot AnYn(t)
yl(t) = C;|_e'11t C;|_e'11t
- Aot Aot
D'ol yzz(t) 7 ety=| @7 |avece, ¢ ... LGOK.
ya(t) = cne™ Cra€™"

On trouveX par la relatiorX = PY.
Exemple

X; = X + 3%
On cherche a résoudre le systémex;, = - 2% t X3

!

X3 = Xg + X2 + X3
1 30
La matrice du systeme e&t=| 0 -2 1
111
200 -100 1 -33 -1-93
Onavuqud=P*'APavecD=| 0 00|=20 0 00 |,P=| -1 1 1 |etP'=% 2-22
0 02 0 01 0 2 4 1 11
X, (t) c,e™
OnadonX=| X(t) |=Px| c,
X3(t) Cse2
xi(t) = c,e? - 3c, + 3cse?
C'est-a-dire) X,(t) = —c,.e® + ¢, + cze?
Xs(t) = 2c, + 4cze?

6. Exponentiel de matrice et d'endomorphisme

Dans tout ce paragraphe=R ouC, E est unK-e.v. de dimension finis[IN* et (€) = (e, &, ... ,&,) est
une base dE.

Rappel
. PuisqueE est de dimension finie, toutes les normesEssiont équivalentes.
. K =R ouC est complet donE est un espace de Banach (ou plus simplement uacBan
c'est-a-dire un e.v.n. complet.
n
. Si X=X€1 + X + ... +X€. =2, %6 avecx[K,

i=1
n 1/a
OaOR tel quea = 1, I'application || .a|f X +— (leil“J est une norme si.
i=1
[| - lb:x— sup{|x|, ou1=i=n} estune norme SUE.
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Remarque 6.1

I H:x— Sl

Propriété 6.2

Of0 Y (E), OMOR.* [/ |f(X)h < M[X.

Remarque 6.3

Puisque toutes les normes sont équivalentes, onad / (E), OMOR.* / |f(X)| < MX].

Démonstration

On poseM; = sup{| f(e)|. oui =1, n}.
Si X=x6 + %6 + ... +xneq=2xieDE avecxUK, on a :

[fX) | = f(g Xi eiJ )|

i Xif(ei)
i=1
Définition 6.4

< 2|Xif(ei)|1 < 2|Xi||f(ei)|1 < 2|Xi|-M1 =M; Z|Xi| = M1|X|1-
1 i=1 i=1 i=1 i=1

1

Soit ALl 7(K), on appelle exponentielle deet on note ex@) oue” la limite, dans /(K), de la suite de
P k

terme générah, = Y, % La matrice ex) est donc :
k=0 K

- Ak Az A3 AP
=) S tA+ S S+ L+ L
%k! 21 "3l p!

Remarque 6.5

On montre que, pour toute matridale. 7(K), la série de terme génér% est normalement
convergente ce qui justifie la définition.

Exemple 6.6

. |1 01 (00
SmentA—[O OJEtB_[l OJ'

e[ 20)cor

11 A —
Donc expf) = 0 1Jet expB)—{ 1 1]. D'ou epr)exp(B)—{ 1 1]

[ 01
OnaaussA+B—(1 O]'
DOHC(°~+B)2:{(1) 2]=I2, A+BP*=A+B, (A+B)*=1l, ... A+B)*=1, (A+B)*"'=A+B...

1.1 1.1
1+ +=+.. 1+ +5+...

_ 217 4l 317 Bl _| chl shl

Donc expA +B) = 1 1 1 7 —{ .
L*ﬁ*ﬁ S A TR TR BN
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Remarques 6.7

. Pour toutA deK, expQ I,) =exp@)ln.
En particulier, exp(Q,) = I..
. Si A, B commutent dans#(K), alors expf + B) = expA)exp®).
(C'est un résultat sur le produit de Cauchy deesdrsolument convergente)
. En particulier, pour tovA de. 7(K), exp@) est une matrice carrée inversible et

expA) = (exp@)) ™.
. SiA=diagQ, Az ... ,An), alors expf) = diag(exph), ... , exphn))
et exptA) = diag(exptry), ... , eXpAn)).
. L'applicationt — f(t) = exptA) est dérivable, dt(t) = AexptA) = exptA)A.
. Supposons qua s'écriveA =D + N, avecD diagonaleN strictement triangulaire &D = DN.
Une telle décomposition peut apparaitre par exeoymed on trigonalisA.
Soitr un entier tel qué&l" = 0.

Alors exp@) = expD)expN) = exp(D)LZ;:,) 'E—,k

. SiM =PDP *avecD =diagQy, A, ... ,A,) alors expil) = Pexp@)P ™ et
exptM) = P exptD) P .

Propriété 6.8

Soit A une matrice de/\(K).

La solution générale du systeme Iiné&@%ﬂ =AX({t) XBt=exptA) x k oukIK™.

Soitt, un réel, e, un élément d&".
L'unique solution deH) qui vautX, au pointt, est I'applicationt — X(t) = exp(t — to)A) Xo.

Remarque 6.9

Pk ouk varie surk " donne aussi un élément quelconqué&de

7. Base de Jordan

Rappel
f est nilpotent d'ordrp=1 - fP=0etfP"120.
Propriété 7.1

On suppose que dil= n et soitf(]  (E) nilpotent d'ordre.
Ona{Q} =Kerf°OKerf!OKerf?0O...0Kerf?=E et toutes ces inclusions sont strictes.

Démonstration
On a Kef°=Kerld ={0}.

On doit montrer : ) xOKerfP = xOKerfP*! pour tout cp<qg-1.
i) KerfP# KerfP*! pourtout cp<q-1.
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. xOKerf? = fP(x) =0 = f(fP(x)) =f(0)=0 = fP*%(x) =0 = xO KerfP*L,
. Par l'absurde, on suppose Ker KerfP*! pour un certain @ p<q- 1.
SoitxOKerfP*2, on af?*?(x) = 0 c'est-a-dird? " (f(x)) = 0.
Doncf(x)OKerfP** d'ouf(x)OKerfP = fP(f(x)) =0 = xOKerfP*i
Donc KerfP*2 [0 KerfP*! c'est-a-dire Kei**? = KerfP "1,

On montre ainsi par récurrence que Ker Kerf?** =KerfP*2= ... =Kerfa=E.

c'est-a-dird nilpotente d'ordre inférieur@: contraire aux hypothéses.

Propriété 7.2

On suppose que dia=n.
Soitf(0 ~ (E) nilpotent d'ordrey et soitallE / f9"*(a) # 0.
,f97%(@)) est une famille libre dE.
En particulier, sg=n alors. 7 est une base de

Alors .7 =(a, f(a), f4(a), ...

Démonstration

Aoa+Aif(a) + AoFX(@) + ... +Aq-2f9 (@) =0
= foa+Af(@) +A:f3@) + ... + Af9Y(@)) =(0)

= Aof(a) + A:1f%(a) + \of3@) +

= Aof(a) + A:1f%(a) + \of%@) +
On continue ainsi :

= Aof(a) + A:1f%(a) + \of3@) + ...

= Afi2a) + A f97 @) =0

= Afi"Y@) =0

+ Ng_2f97H@) + Aq_1f%a) = 0
+)\q—2fq_1(a) = O

+)\q—3fq_1(a) = O

Puisque® (a) # 0, on a dond, = 0 et en remontamt; =0,A,=0, ... Aq-1=0.

Remarques 7.3

. Dans le cas ofiest nilpotent d'ordre, la matrice dans la basé (*(a), f* %(a), ... ,f*(a), f(a), a)
01 000
0O 01 00
def est 000" 10| Une telle matrice s'appelle un bloc de Jodjardren.
0 0 0 01
O 0000
. Dans le cas ofiest nilpotent d'ordrg < n, la famille. 7 est libre mais n'a qugéléments.

On peut construire une ba$® (e la forme suivante :

(b) ={fY(by), ... ,f(by), b} O{f¥by), ... ,f(by), b} O...0{f>*(b), ... ,f(b), b} telle que,
dans une telle base, la matricef deit une matrice diagonale par blocs et que chdeures blocs
soit un bloc de jordan. Une telle base si elletexs&ppelle une base de Jordan pour

On veut donc) = (B, B2,

Définition 7.4

...,Bn) telle quef(Bi) = Bi-1 ou 0 pour Xi < netf(,) =0.

SoitA une valeur propre de multiplicité(A) def(] ~ (E).
On appelle sous espace caractéristiquipder la valeur proprg le s.e.vNo(A) = Ker(f — A 1d)™®.

Francis Wlazinski

31



Propriété 7.5

On suppose gue est de dimension finie> 1.
On suppose que de plus gtide polyndme caractéristique tie / «(E) est scindé su. Par exemple,
A= (FL) (X =A )X =A% .. X=Ag%avech £\, k=m(\) etk +k+ ... +k,=n.

a) E =NcdA1) O NAA2) O ... O NdAy).

b) No(A) = Ker(f — A; Id)“ est stable pdt

C) dim Nc(\) = dim Ker(f — A; 1d)* = k..

d) Le polynébme caractéristique de la restrictier @du sous espace caractéristitioé\;) est
(\i = X)X,

Démonstration

On poseT; = (X = \), Pi=T¥, No(A) = KerPi(f) etd =dim N..

On afi(f) = 0. Le résultat découle donc directement de la petpd.44.
On a - A 1d)“ = P[f]. Or P[f] etf commutent donc Kéf — A;1d)¥ est stable pdt

Il existe une base dedans laquelle la matrice fisoit diagonale par blocs. Chacun des blocs

correspondant audc(A).

Pi(f) etTi(f) commutent donBlc(A;) est stable pafri(f).

Soitg la restriction d&(f) aNc(A) eth la restriction dé aNc(A)).

Onag=h-Ald . De plugg eth sont des applications linéairesegA;) dansNc(A)
(i.e. g, hO % (Nc(\))).

Par définition deNc(\)), g“ = 0, g est nilpotente d'un ordre inférieur ou égale a
D'aprés le troisiéme point de la remarque B, % (—1)°X .

iy est donc scindé s, il existe une basd) dans laquelle la matride deg est triangulaire
supérieure. Les éléments de la diagonale, étantlesars propres, sont tous nuls.
On a donc 7 (h) = A+ A1, est une matrice triangulaire supérieur et les étémde la
diagonale sont tous égauna

D'ol, = (=1)* (X = A)%.

D'aprés la propriété 2.12; = 7, Q avecQUK[X] et Q(A) # 0.

On a (@ Q)Lﬂ =0 et7, etQ premiers entre eux.

Donc# =[] (—1)%(X - A\)“.
i=1
D'oud = k.
D'aprés le point précédent avec

Définition 7.6

On appelle matrice de Jordan toute matrice saitldéal soit de la forme|:

~

=
= O
o o
.-oo

o
o
o .
[N

R o

o O
o O
o O
o ~
~

Propriété 7.7

Démonstration

Il suffit de revenir aux définitions.
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Remarque 7.8

On suppose gue est de dimension finie> 1.

On suppose que de plus gtide polyndme caractéristique €e / «(E) est scindé suf.

Ona:#=(1)"X=-A)X=A)? ... X=Ap)9avech #\ etk +k+ ... +k,=n.
TE=(-1)"(X = A) (X =A)? ... X—Ay™avecr; < k.

Puisque; < k et f —Aild)(0) =0, on a Ke(f —A;ld)" O Ker(f — A; Id)
et dim Keff - Ald)" < dim Ker(f — Aild)~.
Or, d'apres le théoreme 1.465 Ker(f — A 1d)™ O Ker(f = A 1d)? O ... O Ker(f — A Id)™.

On a donc Keff — A;Id)" = Ker(f = A; 1d)
La restrictiong def — Ailde @ Kenr(f — Ai1dg)" est nilpotente d'ordne.

On peut donc construire une base KerX;ld:)" de la formed"(u), ... (), g(u), w).
La matrice de la restriction delans cette base est une matrice de Jordan dfardre
On construit une telle base pour chacunXdes

La juxtaposition de toutes ces bases est une ledselans laguelle la base tlest une matrice diagonale
par blocs. Chacun de ces blocs étant une matriderdan.

Propriété 7.9

SiK est un corps algébriquement clé&s«C par exemple), alors tout endomorphisméedde dim finie
n= 1) admet une base dans laquelle sa matrice @sééde matrices de Jordan.

Lemme 7.10

On supposé& de dimension finie.
Soitfl1 ~ «(E) nilpotente d'ordre.
On poseHy=KerfkJ0<k<q.
Ona{0}=H,OF) H.O*) ...0(#)Hy=E.
De plus,d0 < k< q, soitGy le supplémentaire de, dansHy.; c'est-a-dirdHy .1 = G¢[J H.
Ona: f(Gk) [ Hy
f(Gk) N H-1= {0}
L'image d'une base d& parf est une base d€G,).
Donc il existeG'x tel quef(Gy) O G etHy = G'x O Hk-1.

Remarque 7.11

x# 0.
XxeGy = f4x) =0 etf*(x) =0 = f¥(f(x)) = 0 etfXf(x)) =0
= f(X)eH«etf (X)gHi1
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