Suites et séries
de fonctions

Dans tout ce chapitréest un intervalle dB ouR tout entier eK =R ouC.
1. Suites de fonctions

1.1 Préliminaires
Définition 1.1

SoientX, E, J trois ensembles.
Soit. «/(X,E) 'ensemble des applications X¥elansE.

. Une famille d'applications d¢ dansk, indexée pad, c'est-a-dire une famille de’(X,E), est
une application dé dans «/(X,E).

. Une suite d'applications dédansE, c'est-a-dire une suite de(X,E), est une application de
dans v (X,E).

Exemples 1.2

. J=R,X=R etE=R.
Soit la famille, indexée pak d'applications d® dansR définies paf,(X) = ax pour touta deJ.
Les courbes représentatives dgk( sont les droites du plan qui passent par l'origexeepté
I'axe des ordonnées).

. X=R etE=R.
Soit la famille, indexée pa¥, d'applications d& dansR définies pafy(x) = (-1)"x.
Les courbes représentatives des fonctions detia lion sont alternativement la premiere et la
deuxiéme diagonale.

Remarques 1.3

. On parle aussi de la suite (de fonctions) de tegémeralf,.

. Méme si, par abus, on rencontre parfois (en gédéra un cadre pratique) la notatiq)nmn
pour exprimer la suite deg)¢on, la notation (X))o correspond théoriquement a une suite
d'éléments de I'ensemble d'arrivée dgs (

Par exemple, si le contexte n'est pas clair, li 8innX),on peut étre a la fois une suite de
fonctions ou une suite numérique. Dans ce deraigx@st un réel fixé.

Propriété (rappel) 1.4

L'ensemble” (I,K) des applications bornées ldéansK est un s.e.v. de I'e.v/(l,K) de toutes les

fonctions dd dansK (muni des lois usuelles).
C'est un espace vectoriel normé (e.v.n.) quane omunit de la norme (dite de la convergence uni&rm
définie parllfll., = supalf(X)! .
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Remarques 1.5

. La distance associée a cette normal@si) = ||f — g} = supa |f(X) = g(X)|.
. Nous allons montrer dans ce chapitre que cet eestrcomplet.
. On peut étendre la propriété 1.4 a I'ensemble pigigcations bornées d'un ensemble quelconque

X vers un espace métrique,¢) en prenantf||= sup. d(f(x),0).
On obtient un e.v.n. complet &,() est complet.

1.2 Convergence simple, convergence uniforme

Définition 1.6

Soit f,).on Une suite de fonctions définies $uwat a valeurs daris.

On dit que la suite de fonctionfg){on converge simplement vefrsi, pour touix del, la suite numérique

de terme genér&l(x) converge ver§(x) dansk. On a donc vxel, f(x) = lim f.(X).

Exemples 1.7

sinnx

. Soit f)n 2 la suite de fonctions définies dRirparfi(X) = s+ cosnx (Pourn = 2).
VxeR, ¥Vn> 2, 0< |fy(X) | < N } 1 On ayxeR, lim [f.(x) | = 0 et dondim fy(x) = 0.

La suite(f,).on converge simplement vers la fonction nuIIe._ng)remo‘iX»Sf =0.
. Soit (@.).on la suite de fonctions définies sRir pargn(x) = €

1 1+nx2’
VneN, VxeRz, 0<|gh(X) | < 17 me

VneN, gy(0) = 1. D'oulim g+(0) = 1.

et dondim g«(X) = 0.

. . e g(0)=1
La suite(gn)non converge simplement vers la fonctigaéfinie surR . par{ g(x) =0 six> 0
Remarques 1.8
. Avec les notations de la définition 1.6, on dit dest la limite simple de la suitg){o.
. Toujours avec les mémes notations, I'applicati@@finie surl) doit vérifier :

Vxel, Ve>0,3neeN/ (VneN)n=2ny= [fi(X) —f(X)|<¢€
ou Ve>0, VXel,IneeN / (VneN) n2ny= [f(X) —f(X)|<e.
On remarquera donc que I'entigrest fonction de mais aussi de.

. Puisque ¥'xel,) f(x) — f(X) = (f, — f)(x), il est identique de montrer que la suftg{ converge
simplement vers la fonctidnou de montrer que la suitl £ f),.on cOnverge simplement vers la
fonction nulle.

. On peut définir de la méme facgon la convergencelgiforsque I'on considere une suite de
fonctions a valeurs dans un espace métrique :

Soit (f,)nen UNe suite de fonctions dedansk ou X est un ensemble € @) un espace métrique.
On dit que la suitef{).n cOnverge simplement vefrslansk si et seulement si :
vxeX, Ve >0,3neN / (VheN) n>ny = d[f,(X) - f(X)] < €.

. Les inégalités "larges” s ou sur|f,(x) — f(X)| dans les définitions de limite peuvent étre
remplacées par des inégalités "strictes".
. Pour une suite de fonction){on, On peut étre amené a rechercher I'ensemble tmsvaex

pour lesquelles la suite (numériquijx)).-n converge.
En particulier, on appelle intervalle de convergesinple de la suitd.f,on tout intervalle] tel
gue la suiteff),on converge simplement sar
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Propriété 1.9 Critére de Cauchy pour la convergence simple

Soit f,).on Une suite de fonctions définies $wat a valeurs dari® ouC. Pour que la suitdJo
converge simplement suyril faut et il suffit que, pour tout del, la suite {,(X))non SOIt une suite de
Cauchy, c'est-a-dir&xel, Ve > 0,3neeN / (Vn,meN) n,m> no = |f.(X) — f(X) | < €.

Justification - Rappels 1.10

. Toute suite convergente est de Cauchy.
. Dans un espace métrique complet, toute suite dehgast convergente.
. R etC sont des espaces complets.

Remarques 1.11

. On peut étendre cette propriété aux suites deiforech valeurs dans un espace métrique si et
seulement si celui-ci est complet. Si I'espacd pa&s complet la condition de Cauchy est juste
nécessaire mais pas suffisante. Cela signifiegjedle n'est pas vérifiée, il n'y a pas convergenc

. Soit ).+ la suite de fonctions définies sur [0;1] B#x) = X".

Pour toutx de [0;1[,lim fa(x) = 0.

Donclim[lim fn(x)] =lim0=0 etIim[Iim fn(x)] = Iim[lim x”] =lim1l=1.
X—1 LN—>+oo X>1 N—>+oof % 1 N—>+oof %1 N—>+o0
x<1 x<1 x<1 x<1

On ne peut pas intervertir les limites en cas adwemence simple.
Définition 1.12
Soit (r)non Une suite de fonctions définies $wat a valeurs daris.
On dit que la suitef),on converge uniformément vegssurl si et seulement si :
a. A partir d'un certain ranf,— ge. 7 (1,K)

b.  limlf.-gll. =0

Remarques 1.13

. Dire que la suitef{).,on converge uniformément vegssurl est la méme chose que de dire que la
suite (numeérique) (sup|f.(X) — g(X) |)xon (qui est bien définie a partir d'un certain racgfverge
vers 0.

. Avec les notations de la définition 1.12, on diequest la limite uniforme de la suife){x.

. Toujours avec les mémes notations, I'applicagiéaéfinie sund) doit vérifier :

Ve>0,3neN/ (VneN) n=ny = |[fn(X) —9(X) || < €
ou encore  Ve>0,3neN/(VneN) n=ny= sSupa|f.(X) —g(X)|<¢€
ou encore  Ve>0,3neN/(VneN)nzno= |f.(X) —g(X)|<€ Vxel
ou encore  Ve>0,dneN /Vxel, (VheN) n=n,= |fi(X) —g(X)|< €.
On remarquera que (a la différence de la convergsimeple) I'entien, dépend uniquement de
On remarquera aussi que les définitions de conueggsimple et uniforme ne different parfois
gue dans l'ordre des termes.

. Puisquefh(X) —a(X) | = [(f. — 9)(X) |, pour montrer que la suitk)(on converge uniformément vers
g surl, on peut prouver que la suifg € g).on converge uniformément vers la fonction nullelsur
. Si la suite {,).on coOnverge uniformément vegssurl, alors elle converge simplement vgrsurl.

Nous verrons que la réciproques est fausse.
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. Interprétation graphique :

On

f N
&
g L
I I
|
. On peut définir de fagon similaire la convergenodarme lorsque I'on considére une suite de

fonctions a valeurs dans un espace métrique.

Soit (f)nen UNe suite de fonctions dedansk ou X est un ensemble € @) un espace métrique.
On dit que la suitef)nen cOnverge uniformément vegssurX si et seulement si :
Ve>0,3nelN / (VnelN) n>ny = supxd[f.(X) — g(X)] <e.

Propriété 1.14

Soit r)non Une suite de fonctions définies $wat a valeurs dari® ouC.
Pour que la suite{j,on converge uniformément veksurl, il suffit qu'il existe une suiteg)non
d'éléments d&" U {+oo} telle que, pour tout entiet, Sup« [f(X) = f(X)| < a, etlim a, = 0.

Justification
Il s'agit de la régle de comparaison des suitesipes

Exemples 1.15

. Soit ()2 la suite de fonctions définies drirparf,(x) = % (pourn > 2).

Nous avons vu, dans lI'exemple 1.7, que la giljtexn converge simplement vers la fonction nulle.
Puisque supr |fi(X) — 0] < nil' donclim supr|fi(x)|=0.
La suite(f,).on converge uniformément vers la fonction nulle.

. Soit (@.).on la suite de fonctions définies sRir pargn(x) = 13_:)(2 .
Nous avons vu, dans I'exemple 1.7, que la ggiten converge simplement vers la fonctign
9(0)=1 1 1

definie surR, par .Or, sixx<f,onanx>-letl+n<l+{<2.

g(x)=0six>0
Cest-a-dire™ > = eﬁl >1 pogt—>>L1

€ +nxe 2 4 +nxe %e
Donc, suRo|gn(X) = 9(x) | = supjo 1[19:(X) = 9(X¥) |> 5¢-
La suite(gn)non NE converge pas uniformément vers la fonagearR..
Toutefois, si I'on considere la restriction dgg & un intervalled, +oo[ aveca > 0, on a

_ __em _ . B B

SURea| 9n(X) | = 0n(@) = 751722 = ee(l+na)’ On a bierlim supea|gn(x) —9(x)|= 0.

La suitedes @n)now définies surd,+oo[ converge uniformément vers la fonction nulle.
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Remarque 1.16

La propriété 1.14 est en particulier utilisablénééressante pour, = sup. |f.(X) — f(X) | lorsque I'on peut
calculer cette borne supérieure.
En pratique, ce calcul peut se faire par I'étudevdeiations def}, — f | ou def, —f.

Exemple 1.17

Soit ()on- la suite de fonctions définies sRir parhy(x) = xe™ = gix.

Pour toutx deR., la suite (n(X))on+ (NUMérique) tend vers 0 quandend vers l'infini.

La suite fn).on- cONverge donc simplement vers la fonction nulle.

Pour tout entier non nul, la fonctionh, — 0 = h, est dérivable suR. et

vxeR,, h'y(X) = e™ —nxe™ = (1 - nx)e™.

La fonctionh, est donc croissante s[tﬂ; %] n# 0) puis décroissante s[u%; +oo[

Puisqueh, est positive (car elle est définie ®ir), on a supr: |hn(X) = 0] = SURer: hn(X) = hn(%) = n—le.
La suite (numérique@%e)nDN* converge vers 0.

Donc la suitelf,).o+ converge uniformément vers la fonction nulle Rur

Propriété 1.18
Soit f.).on Une suite de fonctions définies $uat a valeurs dari® ou C qui converge simplement vers
une fonctiorf.

Pour que la suitdj.on Ne converge pas uniformément sur suffit qu'il existe une suite()non
d'éléments detelle quelim [fa(x,) = f(x) | = O.

Justification

Silim [fi(%) = f(X:) | # O, puisque sup [fa(X) = F(X) | = [fa(x) = T(x3) |, 1a suite sup [f.(x) = f(x) | ne peut
donc tendre vers 0.

Exemples 1.19

. On aurait pu utiliser cette propriété pour montyae la suited,),-n des exemples 1.7 et 1.15 ne
converge pas uniformément fRur.
En effet, en prenam, = % on agn(X) = % X 1-%1 .
Donclim |g() ~ (%) | = &- |
. Soit (in)non la suite de fonctions définies dRirparin(x) = %
Pour tout réek, on a |«(x) | < ﬁ et donc la suite (numérique)(X)).on tend vers 0.

La suite {,)non converge donc simplement vers la fonction nulle.

Or, si on considére la suite (nuMErique)n(x- Ol X, = % on a (%) — 0(x) | = 1

2 *

1+

La convergence n'est donc pas uniforme.
Remarque 1.20

On a pu dans les exemples précédent évaluer exaatdf(x.,) — f(X,)|.
Toutefois, une simple minoration par un nombrectggment positif suffit.
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Définition 1.21

Soit f.).on Une suite de fonctions définies $uwat a valeurs daris.
SoitJ un sous-intervalle die

On dit que la suitef{).on converge simplement sudisi la suite des restrictions dgsJ est
simplement convergente.

On dit que la suitef{).on converge uniformément sdisi la suite des restrictions desJ est
uniformément convergente.

On dit que la suitef{)on est uniformément convergente sur tout segmehsdgour tout
intervalle fermé ,b] inclus dand, la suite {,).on €St uniformément convergente sayt.

Remarques 1.22

On définit de la méme facon la convergence unifosareout intervalle borné de

La convergence uniforme n'a de sens que si lI'ariggréur quel ensemble on a cette convergence.
Dans la pratique, on commence par verifier si leegf).on converge simplement survers une
fonctiong. On vérifie ensuite si la convergence est unifosng.

Dans le cas ou il n'y a pas de convergence unifgumietout entier, on peut rechercher si ce n'est
pas le cas sur certains sous-intervallds|.

Si la suite {,).on coOnverge uniformément vegssurl, elle converge uniformément vegsur tout
segment dé. La réciproque est fausse.

Si la suite {,).on cOnverge uniformément vegssur tout segment de(resp. sur tout intervalle
borné dd), elle converge simplement veags

En effet, tout élément deappartient a un segment idgesp. a un intervalle borné gedonc la
suite €.(X))non cONverge.

Propriété 1.23  Critére de Cauchy pour la convergence uniforme

Soit f.).on Une suite de fonctions définies $uat a valeurs daris.
La suite desf{).on converge uniformément susi et seulement si :
Oe>0, ONON / (On,mN) m,n= N = OxOl, |[fa(X) —f(X) | < €.

Remarques 1.24

Il existe bien d'autres fagons d'exprimer cettgpébé :
# Oe>0, ONON / (On,mN) OxOl, m,n= N = |fa(X) —fa(X) | < €.
# Oe>0, ONON / (On,mIN) m,n=N = Supe |fm(X) —fa(X) | < €.
# Oe>0, ONON / Om,n= N
a. fn—fh e 7 (1K)
b- ”fm_fn”ocSs

# Oe>0, ONON / (OnON) OpON, n= N = OxOl, [fap(X) = fo(X) | < €.
# Oe>0, ONON / (OnON) OxOl, OpON, n2 N = [fap(X) = fo(X) | < €.
# Oe>0, ONON / (OnON) OpON, N2 N = suRe |fap(X) — fu(X) | < €.
# Oe>0, ONON / (OnON) OpEN, n= N

a. fop — o €. (1,K).

b. [frep —fall.. < €.

De la méme fagon que pour le critere de Cauchg detivergence simple, on peut étendre cette
propriété aux suites de fonctions a valeurs darespace métrique si et seulement si celui-ci est
complet.

La condition de Cauchy n'est pas une conditiofissufte de convergence dans les e.v.n. non
complets.
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Démonstration

(=) Puisque, pour towtdel, [fm(X) = fu(X) | < [fn(X) = F(X) | + [fA(X) = f(X) |, on en déduit que :
SuRer [ fm(X) = fa(X) | < super [fm(X) = F(X) | + SURe [fa(X) = F(X) .
Si la convergence est uniforme, pour tout e8el0, on peut trouver un entibrtel que :
m=N = sup|fm(X) - f(X)|< %
et n=N = supa|f(¥) -fX)]< %
On obtient doncm,n= N = sup. |f(X) = f.(X) | < % + % =¢.
(<) Lafonction valeur absolue est continue Rur
Donc, pour touk del, [fa(X) = f(X) | = [fa(X) = lim fn(3) [ = lim_[fa(X) = () |-
Donc sup |fa(X) = F(X) | = supe [fa(x) = lim fm(X) |
= super lim_ [fa(X) = fm(X) |
= lim supei[fa(X) = fm(X) |-
On peut donc trouver, pour tout réet 0, un entieN tel que sup, |f.(X) — f(X) | <E€.

1.3 Propriétés des suites de fonctions convergentes
Propriété 1.25

Soit (r).on UNe suite de fonctions déd R) dansC et soitf une fonction de dlansC.

Pour tout entien, soientg, eth, les fonctions (réelles) définies gar= Re(f,) eth, = Im(f,).
Soientg eth les fonctions (réelles) définies daxr g + i h.

La suite {,).on cOnverge simplement vefssi et seulement si les suitgg) o et hn)non CONvergent
simplement respectivement vergth.

Remarque 1.26

On a un résultat identique en termes de convergamé@me et en termes de convergence uniforme sur
tout segment :

La suite {,).on converge uniformément vefrssi et seulement si les suiteg){o et hn).on cONvergent
uniformément respectivement veyeth.

La suite {,).on cOnverge uniformément sur tout segment ¥esset seulement si les suit@g) (o et

(h»)ron convergent uniformément sur tout segment respeoint verg eth.

Propriété 1.27

Soit ). Une suite de fonctions delansk qui converge uniformément vegsurl.
Soita un élément adhérent a
On suppose que, pour tout entietim f.(x) = 4, et que la suitelf).on converge vers un élémebtek.

Alors la fonctiong admet une limite finie eaetlim g(x) =4 = lim ..

Remarques 1.28

. On peut exprimer ce résultat en écrivant :
im(Jim £,9) = fim (tim £,00)
Ce que I'on nomme I"interversion des limites".
. On peut montrer que I'hypothese que la suliti{ converge vers un élémehteK est, en fin
de compte, une conséquence des autres hypotheses.
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Démonstration
(f)non converge uniformément vegs< Ve>0,3meN/ (VneN)n=n, = |f(X) —g(X)|< € Vxel.
limf.(x) =4, < Ve>0,3n>0/(vxel) [x-alsn = [f(X) - An|<E.

limin=4 < Ve>0,3meN/(VneN) nzn, = |4, - A[<Ee.

En remplacant par% et en prenai = supfy,ny), on obtient en particulier que :
|M@—g@ﬁ%ﬂmm—AMs%ewm—Ms%.

Donc,Ve>0,(3NeN et)An>0/ (vxel) [x—al|<sn = |g(X) = A| <|g(X) — fn(X) | +|fn(X) = An|+ | AN — 4]
&

€ L& &
=373%3
<E.

L'entierN n'intervient pas dans la conclusion et ne sertdguns les étapes intermédiaires.
Corollaire 1.29

Soit (f,).on UNe suite de fonctions delansk qui converge uniformément versurl.

. Si toutes les fonctiorfs sont continues en un poiadel, alors la limitef est continue ea.
. Si toutes les fonctionfs sont continues suret alorsf est continue sur.
Démonstration

D'aprés la propriété 1.27, orjm f(x) = lim(lim £.(9) = lim (lim f.(9) = lim f.(a) = f(a).

X=>a \N—>+owo

Remarques 1.30

. On a des propriétés similaires :
1. Soit f.).on Une suite de fonctions delansK qui converge uniformément versur tout
intervalle borné dé Si les fonction$, sont continues sur alorsf est continue sut
2. Soit f.).on Une suite de fonctions delansK qui converge uniformément versur tout

segment dé. Si toutes les fonctiorfs sont continues sur alorsf est continue sur

Ces propriétés découlent directement de :
f continue sut < f continue sur tout intervalle borné kde> f continue sur tout segment de
En effet, pour touk, del, on peut trouver un segmegtou un intervalle borné de qui contient
Xo. De plus, sk, est I'une des extrémités dea continuité correspond a une continuité a drou
a gauche.

. Le corollaire 1.29 est parfois utilisée pour montre'il n'y a pas convergence uniforme :
Si la suite {,).on converge simplement vefssi les {,).on SONt continues en un poiat mais
sif n'est pas continue enalors il n'y a pas convergence uniforme.
C'est le cas, par exemple, de la suitg4 vue dans les exemples 1.7, 1.15 et 1.19.
Pour tout entien, la fonctiong, est continue suR., ce qui n'est pas le cas de la limite qui n'est
pas continue en 0.

. Attention, méme si on n'a pas de convergence uméota limite d'une suite de fonctions
continues peut étre continue.
C'est le cas par exemple de la suig-{ définie dans I'exemple 1.19.
Toutefois la convergence uniforme est nécessaiie gpee la limite d'une suite de fonctions
continues soit continue dans le cad @3t un compact de (Théoréme de Dini).

. On peut étendre le corollaire 1.29 aux suites detfons deX dansk ou X est un
espace topologique Etest un espace métrique.
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Propriété 1.31

Soit f,)non Une suite de fonctions continues sur un interjalld deR et a valeurs dar.
Soitx un élément deg]b].

Soit Fn)non la suite de fonctions définies sar;lf] parFn(x) = j fa(t)dt.
X0
SoitF la fonction définie surd,b] parF (x) = j f(t)dt.
X0
Si la suite {,)non converge uniformément vefsur[a,b] alors la suite de fonction&) ,on tend
uniformément ver§ sur[a,h)].

Démonstration
Soite > 0.

Puisque la suite{),-n converge uniformément veirsur[a,b], il existe un entien, tel que
N>Ny = SURcag|f(X) —f(X)|<€

Six2 X, ffn(t)dt—ff(t)dt = ifn(t)—f(t)dt gflfn(t)—f(t)ldtss(x—xo)ss(b—a).
Si X < X, jf(t)dt—jf(t)dt <j|f (t) - f(t) dt < (% — X) < (b - a).

f (1) dt - j f(t) ot

Puisqueb — a est une constante, cela signifie bien (moyennamhangement de variable s)ida

Donc, poum > Ny, SUR<[ay <g(b-a).

X0

convergence uniforme dE§ fn(t)dtJnDN vers| f(t)dt .

X0

Remarques 1.32

. Pour tout entien, lI'applicationF, : X — j fo(t)dt est la primitive dé, qui s'annule ero.

X0

X
De mémeF : x+— f f(t)dt est la primitive dé qui s'annule eR,.
X0
. On ne pas prendre n'importe quelle primitive decahaded,. En effet, celles-ci sont définies a
une constantes pres. Si I'on considEre- A, avecA, quelconque (par exemplg=n), il n'y a
aucune raison que ces primitives fiesonverge vers une fonctidn

Corollaire 1.33

Soit r)non Une suite de fonctions continues sayb] a valeurs dank.
Si la suite de fonctlonﬁnInDN converge uniformément vefsur[a,b] alors la suite numérique

{ [ f (t)dtJnD]N tend versj f(t)dt .

Remarque 1.34

o

b
On peut écrire la propriété 1.3im | fa(t)dt = | lim f.(t)dt

a
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Exemple 1.35

Soit (f,).on+ 1a suite de fonctions définies sur [0;1] bdx) = xX"(1 — X)".
On afi(x) =x(1 - x) =x — x4
La fonctionf; est dérivable sur [0;1] et/xe[0;1], f'1(X) = 1 - 2x.

: . 1 L.
La fonctionf; est croissante Sl[lﬁ, 2] et decrmssante[%uﬂ]
Donc, Vxe[0;1], fi(X) < fl(%) = %
Or , vxe[0:1], f:(¥) = ((X)" < 7.
Donc la suitef).on converge uniformément vers la fonction nulle €Ji].

1

Donclim | fa(t)dt=0.
0

Remarque 1.36

On peut logiguement se poser la question de laatén de la limite d'une suite de fonctions dérles.
Nous allons voir que la convergence uniforme pastsuffisante.

Soit () la suite de fonctions définies dRiparfi(x) = ,/x* + n—lz (pourn=>1).

Pour tout entier non nui, x> + % est toujours strictement positif (ne s'annuheges) et dond, est
dérivable suiR.

Pour tout reex, lim fu(x) = [x|.

Donc la fonctiorf définie suiR parf(x) = |x| est limite simple de la suit&){on-.

Vérifions que la convergence est uniformeRur

(rappel : Va,b>0, Ja+b < /a +./b)
Ona: Jx < /x2+n—12 <X + /%

1 1
= X< [X+25 <IXI+5{

n
1 1

= 0< [¥+5 —IX<f

= 0< /x2+n—12 =[x ﬁ%

> supelt-fIsE = limlf.—fl, =0.
Or, la fonctionf (valeur absolue) qui est la limite (uniforme) destite n'est pas dérivable en O.

Propriété 1.37

Soit f,).on Une suite de fonctions dérivables sur un inteevall
On suppose que la suitg)on converge uniformément vers une fonctgsur tout intervalle borné de

et qu'il existex, dansl tel que la suite numériqu(k)).on Soit convergente.
Alors :

La suite {,).on converge uniformément sur tout intervalle borné, ders une fonction
La fonctionf est dérivable suret verifief' = g c'est-a-dire.{ILLrQO fn) =limf, .

Remarque 1.38

Si, de plus, ff).on st une suite de fonctions de clas$eurl, alors la fonctiorf est de classe® surl.
En effet, puisque la suit&€.j,on converge uniformément vers une fonctgsur tout intervalle borné de
si les {'n).on SONt continues sur il en est de méme de la limite.
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Démonstration

1ére étape SoitA un intervalle borné de
Nous voulons montrer que la suif@.{x converge uniformément s@rvers une fonctiofi

On posea = |A| = supA —infA. On a don@ = sup{d(x,y) = |x — y| oux,ye A}
Nous allons montrer que la suif{n Vérifie le critere de Cauchy de la convergencéoumie.

Soite > 0. Puisque la suite defs,) converge uniformément vegssurA, il existe un entien, tel que
nM>n = SUR|f'n(X) — (X)) | <€

C'est-a-dire : syp|(f'n — fm)(X) | < € ou encore sup(fh —f)'(X) | < €

La fonctionf, — f, est dérivable su.

D'aprés le théoréme des accroissements fiffis; fm)(X) — (fn — ) (%0) | < SURea | (fr = fm) ' (X) | X |X = Xo .

C'est-a-dire :(fo — fm)(X) = (fa = fm)(X0) | < € x a.

Moyennant un changement de variablessum peut trouver un entieg tel que :
nm>n, = |(f, —f)(X) = (f, — f)(X0) | < %

D'oll, VXeA, |(fa = ) () | = |(Fa = fr) () = (Fa = fin) (o) + (Fa = i) (X0) |
< |(fn = )9 = (fn = Tw) O0) [ + | (Fn = ) (%0) |
< 5 +{folx0) ~ ) |

Enfin, puisque la suite (numériqué)Xo))non €St une suite convergente d'un espace métriquplem
c'est une suite de Cauchy.
Donc il existe un entian tel que n,m>n; = |f,(X%) — f(Xo) [ < €
Moyennant un changement de variablessum peut trouver un entieg tel que :
M= = |fu(X) = fn(Xo) | < %

En prenant maintenang = sup(n,,ns), on obtient nm>n, = |(f, — fm)(X) | < % + % =g VXeA.

2eme étape Soitx; un élément quelconque tdeNous voulons montrer qui€x;) = g(x.).

fn(X) — fn(xl) Si X £ X
Soit (n)now la suite de fonctiondéfinies paipy(x) =y | X=X o
f.(x1) six=x;
Puisque, pour tout entier f, est continue sur, (X — X — X; ne s'annulant pds {x}) chaqueg, est
continue sut \ {x}.
Puisque, pour tout entier f, est dérivable er,, chaquep, est continue er.
(pn)non €St donc une suite de fonctions continued.sur

1) = x1) Si X # X
La suite (n).on CONverge simplement vers la fonctipaéfinie parh(x) = X=Xy !
g(x.) six=x;

Nous allons montrer que la convergence est unifaunke
Ce qui signifiera qué est continue er.

f(x) = f(x1) =f'(x,)

On aura donc bieg(x,) = lim ==x:

Soitm etn deux entiers.

Six# Xi, |(Pm(x) _ (Pn(x) | — fm(X))(: I(T(Xl) _ fn(X))(: I(nl(xl) — |(fm — fn)()l())(:)((fer — fn)(xl)l )
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Rappel : théoreme des accroissements finis
Sih est une fonction continue,p] et dérivable surd,H, alors

‘h(b) ¥a) < SUPgap h'(1).

Donc, poux # X, |@m(X) = en(X) | < sup | (fn — £ ) ()], De plus, dm(X2) — @n(X2)|= 0

Donc, pour touk del, on a Sup.i |om(X) = en(X) | < supe | (f, — ) (O]

Puisque la suitd'().on converge uniformément surla suite ¢n).on Vérifie le critere de Cauchy de
convergence uniforme.

Il existe de nombreuses variantes a la propriéX@é. Les plus utilisées sont les suivantes :

Corollaire 1.39

Soit f,).on Une suite de fonctions dérivables sur un integvall
On suppose gque la suite){m converge simplement vers une fonctiaurl et que la suitef'()non
converge uniformément vers une fonctgsurl.

Alors la fonctionf est dérivable suret vérifief' = g c'est-a-dire;- (Ilm f ) =lim —f

Corollaire 1.40

Soit f,).on Une suite de fonctions définies sayj et a valeurs dariR ouC.

On suppose que lek)(sont continiment dérivables gath|.

Si la suite desf{) converge uniformément veirsur[a,b] et si la suite ded{) converge uniformément
versg sur[a,b], alorsf est continlment dérivable duar,b] etf =g.

2. Séries de fonctions

Définitions 2.1

Soit (Uy)non Une suite de fonctions définies $ur valeurs danR ouC.
Pour tout entier natur@l, on définits, la (fonctlon) somme patrtielle d' orctnedes Un)non par :

Vxel, $5(X) = Ug(X) + Us(X) + Ux(X) + ... + Uy(X) = Z u;(x) c'est-a-dires, = Z Ui.

La série de fonctions de terme genanaioteez U, est la suite de fonctlons de terme géngral

Exemple 2.2
VneN, soitf, la fonction définie suR ; parf,(x) = e™.
_ _y\ P+l
VpeN, VXeR%, s(X) =1+ e+ e®+ .. +eP= %.
La suite de terme génésalc'est-a-dire la sérigg, u, converge vers la fonction— 1 —1e-x .

Remarques 2.3

Nous allons au cours de |'étude des séries deidmscaborder cing types de convergence. Certaines
convergences seront similaires aux suites de fameti il s'agit de la convergence simple (CVS)eestad
convergence uniforme (CVU). D'autres seront spgoes aux séries de fonctions : il s'agit de la
convergence absolue simple (CVAS), de la converabsolue uniforme (CVAU) et de la convergence
normale (CVN).
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Bon nombre des propriétés de cette partie sontatedaires de propriétés sur les séries numériques
et/ou sur les suites de fonctions. En effet, I'étddne série de fonctions peut-étre dans un preaen®s
vu comme l'étude de la suite des sommes partddiegonctions. De plus, lorsque I'on fixe le réel
I'étude de la série de fonction de terme gérigmix est I'étude d'une série numeérique.

Définition 2.4

Avec les notations de la définition 2.1.

On dit que la série de fonctions de terme géngrabnverge simplement (CVS) susi et seulement si la
suite de fonctions de terme génératonverge simplement sur

On dit que la série de fonctions de terme géngrabnverge uniformément (CVU) susi et seulement
si la suite de fonctions de terme généralonverge uniformément sur

Remarques 2.5

. Toujours avec les notations précédentes, on a :
# La séried’ u, converge simplement vessurl si et seulement si

vxel, Ve>0,IneN / (VneN) n=ny = |sy(X) — S(X) | < € c'est-a-dire Y, u(x) — s(x) | < &.
k=1

# La série)_ u, converge uniformément vessurl si et seulement si
Ve>0,3neN / (VNeN) N= Ny = SUPxe |S(X) — S(X) | < €.
. Lorsque l'on parle de convergence uniforme, iiragortant de préciser sur quel ensemble a lieu
cette convergence.
. Par abus et surtout dans la pratique, on parla dérleX’ u,(x) au lieu de la séeu, afin de
différencier les séries dgwfonctions des sériesémigues. )
. On note aloriz) Un(X) OE(,) us(x) la (fonction) somme de la s@eist-a-dirdim % uk(X) .
n>| n= =
. Sif= Z’(,) un(X), on dit que I'on a un développement en série de
n>|
. Une série de fonctions uniformément convergentd sst simplement convergente sur
. Si la série), u,(x) est simplement (resp. uniformémentyeagente sud, alors la suite de terme
généralu,(x) converge simplement (resp. uniformément)isters la fonction nulle.
. Puisque I'on sait définir la convergence d'uneesiit fonctions a valeurs dans un e.v.n., on sait
donc faire de méme pour les séries de fonctions.
. De méme que pour les suites et séries numériduest,possible que la série de fonctions ne

commence pas a l'ordre 0. Dans le méme ordre didégeut modifier un nombre fini de termes
d'une série de fonctions sans en changer sa nature.

Exemples 2.6

. La série de terme généra(x) = %ﬂ( ne converge pour aucun réel
En effet, poux fixé, on aun(X) ~» % qui est une série divergente.
. La série de terme généra(x) = % = e>I"" converge simplement sur }[.

C'est un résultat sur les séries numériques.
(De plus, cette série ne converge pas uniformésweritl+oo[ mais sur tout intervalle de la forme
[a;+o0] Ou @ est un réel vérifiara > 1).

. La série de terme géenéra(x) = n21x2 converge uniformément sir;+oo[ vers la fonctiorf
2
rg ot _ T
définie parf(x) = B ) n )
., : - A vl — - 1 _1v1
En effet, pouk fixé, la suite numérique de terme gén&éd) = > u(x) = 2. oE = 3 > 2
k=1 k=1 k=1

converge simplement vefs
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_n*
2 k2x2 6x2

71'2

- Sup(e[l+oo[ X2 2 T2 ?

De plus, SUR1e | Si(X) = S(X) | = SUPkeftof

= SUPxef1;+o )3-2 X(__z 2J

k=1
T

1
(? - 2 sz XSUF&e[l +oo[ 2 X2
_ 2:31 e 2
Puisque la série de terme gén(ﬂl—pl convergeﬂgersn en déduit que la suite de terme général
SUpPker |Si(X) — S(X) | tend vers O sur [440].
Définition 2.7

Toujours avec les mémes notations, si la sériemest général,(x) converge, pour tout entipr on
appelle reste partiel d'ordpda fonction définie sur parRy(X) = 2. U,(X) = lim Z Uk(X).

n>p+1
Remarques 2.8

. Le reste partiel n'existe qu'en cas de convergence.
. On a donc VpeN, Vxel, 2. uy(X) = s,(X) + Ry(x).
n>0
. Par définition, si la série de terme générg) converge simplement (resp. uniformément), la
suite de terme géenémi(x) converge simplement (resp. uniformément) veferation nulle.

Propriété 2.9 Critére de Cauchy

Soit Us(X))non Une suite de fonctions définies $uat a valeurs dari® ouC.
. La série de terme géneéra(x) converge simplement susi et seulement si :
n

vxel, 0e>0, LINON / (On,nIN) n=2m=N = [ u(X)| <e.
k=m
. La série de terme généra(x) converge uniformément susi et seulement si :
Oe>0, CNON / (On,mCN) n=m= N = Supa|Y, U(X)| <e.
k=m
Remarques 2.10
. Le critere de Cauchy de convergence simple pewadaire aussi par :
n+p
vxel, 0e>0, INON / (OnON) n= N = |2 u(X)| <€ VpeN.
k=n
. Le critere de Cauchy de convergence uniforme petrasluire aussi par :
Oe>0, CNON / (On,nmON) n=m=N = ‘Z uk(x)‘ <e Vxel
k=m
ou  [e>0,[NON/Vxel, (On,nON)n=m=N = | X u(X)| <¢
k=m

n+p

> uk(x)‘ <g VpeN
k=n

ou (e>0, CNCN / (ONCON) n=N = SUR«
n+p
> uk(x)‘ <e Vxel, VpeN
k=n

n+p

g Uk(X)

ou 0e>0, CINON / (OnCN) n=N =

ou (e>0, CNON / Oxel, (OnON) VpeN, n=N = <E.
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Définitions 2.11

On dit qu'une série de fonctiopsf,(x)  Ilddansk est absolument simplement convergente (CVAS) sur
| si, pour tou del, la série numériqug|f.(x)] est convergente dans

On dit que la série de fonctiopsf,(x)  IddansK est absolument uniformément convergente (CVAU)
surl si la série de fonctions de terme géndrék)| esbumément convergente sur

Remarque 2.12

On étend ces définitions aux séries de fonctiove&urs dans un e.v.n. en considéfentx) || au lieu de

£ (1.
Exemples 2.13
(-1)°

. Soit la série de terme général deéfini Buparfi(x) = 75 (> 1).
vxeR.,0< n}LX < % donc la suite de terme généﬁﬁfx tend vers (Berogssant.
D'aprés le théoréme des séries alternéesR ., la suite numériqud-(x)).on st convergente.
Donc la série de fonctions de terme génk(gl est simplement convergente §ur
Mais, [xeRR., la série de terme génerlX) | = %J,X ne converge pas (voir exemple 2.5).

. Soit la série de terme généf,&k) = SINNX > 1) définie SUR..

On,nON /n=m, on aZlfk(x)I Z‘ smkx‘ Z ISInkxl <Z 1 OxeR..
k=m

Puisque la série numenq@ oz converge, elle esiadxel@.
n n
On peut donc trouver un entidrtel quen=m>=N = ;n% <g = k;ﬂlfk(x)l <g VxeR..

La série de fonctions de terme généirgk) | verifie le critere de convergence uniforme de
Cauchy. Donc la série de terme génélﬁP( n> () converge absolument uniformément Rur

Propriété 2.14

Une série de fonctions absolument simplement cgevie est simplement convergente.
Une série de fonctions absolument uniformément emgante est uniformément convergente.

Justification

n+p

Pour toutx, on al Y, uy(X)
k=n

n+p

< YluX)! . Donsup.
k=n

n+p

2 Uk(X)

est veérifié pour la série de terme généug|, ['est aUSSI pour la série de terme géngral

< sup@(Zluk(x)lJ . Le critére de Cauchy, s'il

Définition 2.15

Soit f,).on Une suite de fonctions définies $uwat a valeurs daris.

Soit @n).on UNE suite de réels strictement positifs.

Si la série (numérique) de terme génératonverge et si, pour tout entieet pour touk del, on a
[f.(X) | < a,, on dit que la sérig; f,(x) est normalement converg@n).

Remarque 2.16

La sérieY, f.(x) est normalement convergente si et seakesné série (numériqud) lIf.(x) [, est
convergente.
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Propriété 2.17
Une série normalement convergente est uniforméommntergente et est absolument convergente.

Démonstration

Soit f,)non Une suite de fonctions définies $wat a valeurs dari® ouC telle que, tout entier et pour
toutx del, il existe un réel positifi, tel que f.(X) | < an.
De plus, on suppose gue la série de terme gemxecahverge @i eZ O < ).

Z f(X)| < supc Z|fk(X)| < Z SUpxa [f(X) | < Z Ol

Puisque la sérig; a, est convergente elle est de Cauchy

On a doncIn,mIN / n=m Supx

On peut donc trouver un entidrtel quen=m=N = Z A< E = SUPel <e.

) 3 19

La série de fonctions de terme génék#k) | vérifie le critére de convergence uniforme decbsu

Exemple 2.18

1
n2 + x2
En effet, pour touk deR, on a {(X)| < %

Donc la série de terme genéuglx) converge normalement sRr

La série de terme géenéra(x) = (pourn = 1) converge uniformément sBr.

Remarques 2.19

. On a donc CVN= CVAU = CVU et CVN= CVAS = CVS.
Toutes les réciproques de ces implications sorsisksl
De plus, il n'y a aucune implication en génératee@VU et CVAS.

. SoitJ un intervalle de.
On parle de méme que pour les suites de fonctiepnvergence simple, uniforme duwu sur
tout segment dé.

. Soit (r).on UNe suite d'applications dléc R) dansC et soitf une fonction dé dansC
Pour tout entien, soientg, eth, les fonctions (réelles) définies gar= Re(f,) eth, = Im(f,).
Soientg eth les fonctions (réelles) définies daxr g + i h.
La série). f, converge simplement (resp. uniformément, absoltimemormalement) vefs
si et seulement si les séries de terme géngjah(et hn)non convergent simplement (resp.
uniformément, absolument ou normalement) gezsh.

Propriété 2.20

Soient (I(X))non et (n(X))non deux suites de fonctions delansk.
Soienta et3 deux éléments de.
Si les sérieg; u,(x) €Y v,(x) convergent simplement, uniforevénabsolument ou normalement alors

il en est de méme de la sélea uy(X) + BVa(X)].
On a alors, pour toutdel, X [auy(X) + BVa(X)] = o 2 u.(X) + BX Vu(X).

Propriété 2.21

Soit la série de terme généfdk) qui converge uniformément sii= | vers une fonctioif
Si toutes les fonctionfs sont continues exyeJ alorsf est continue eRr.
Si toutes les fonctionfs sont continues sukralorsf est continue sur.
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Remarques 2.22

. On a donc (en cas de convergence uniforrixipxz[:Z fn(x)] = Z[Ixim)fn(x)]
n>0 n>0

. Cette propriété est aussi utilisée pour montrel igfy'a pas convergence uniforme.
Par exemple, soit la série de terme géng(a) = sirfx(cosx)" définie sun{O; %] poun> 1.

Pour tout entien, la fonctionu, est continue SL{IO; %]

Pour tout entien, on au,(0) = 0.
DoncZ U,(0) = 0.

Pour toutx = 0 et pour tout entiar, on aZ ue(X) = ZSIHZX(COSX)k = S|n2x2 (cosx)¥

D'ougluk(x):swfx(k%(cosx) - J smzx(m 1}

1-cosx
(1 - cosx) cosx

n HWJ
- - ain? 1 _)zsmxcosx: _
Et donclim gi ux(X) = sin x( T—cosx ~ L) = 1= cosx 1 - cosx (1 + cosx) cosx.

La série de terme généra(x) converge vers la fonctidrdéfinie sur{O; %] paf(0)=0 et

f(X) = cosx + cos’x six = 0.
Maislirg f(x) = 2. Doncf n'est pas continue.

x>0

Propriété 2.23

Soit Us(X))non Une suite de fonctions continues sur un intenjalllg deR et a valeurs dari® ouC.
Si la série de terme généta(x) converge uniformément vefsur[a,b] alors pour tous les réetsetx,

de [a,b] la suite des primitive Z j ux(X)dx |non converge uniformément vefsf(x)dx

k=0 X0 X0

Remarque 2.24

Cela signifie que (en cas de convergence unlforrﬁ‘ef Un(t)dt = f Z Un(t)dt.

n=0 xo Xp "

On peut donc intervertir la sommation et l'intéignat

Corollaire 2.25

Soit Y. f, une série de fonctions continues sur un interJalld.
On suppose que la sépef, converge unlformement sua, ] vers une fonctiom.

Alors la série numériqu, U fa(t) dtj converge vferfst) dt |, cedit® ZU fa(t) dt] [> fa(t)dt.

Propriété 2.26

Soit f,).on Une suite de fonctions delanskK, dérivables sur vérifiant :
1. Il existe au moins uxy del tel que la série (numérique) de terme gérfgpa) converge.
2. La série de fonctiony, f', est uniformément convergente sur tout intervadie®é del.
Alors :
La série. f, est uniformément convergente sur tout intervadieé dd.
La somme de la sérg f, est dérivable suret, sur tout l'intervalle borrié on a I'égalité :

(2 fo)' = 2 f'n.

n>0 n>0
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Exemple 2.27

Soitre]0;1[ et soitl =]-r;r[.

n+l

On considere la série de terme génay@) = r§(+ 1 définie sud.
Pour tout entien, la fonctionu, est dérivable at',(x) = X".

— N+l ) . 7
La série) u', est la suite de terme génér]q_l_XT qui converge nemmaht (et donc uniformément) sur

1
| vers T—x -
En effet, on a sup;—.(|X"| =r" qui est le terme général d'une série convergente.

La série numérique de terme généréd) est la suite nulle. Elle est donc convergente.

Xn+1
n+1

On en déduit que la sée convergelseers la primitive deli—x qui s'annule en O c'estra-di

=In(1-x).

Remarques 2.28

. Si la suite (n(X))non Une suite de fonctions classésurl, il en est de méme de la somme de la
séried u.

. Cette propriété découle directement de la propfied@ en considérant la suite des sommes
partielles.

. En particulier, on peut trouver différentes "vates' de cette propriété.

Corollaire 2.29

Soit (Uy)non Une suite de fonctions définies sarj et a valeurs darR ouC.

On suppose que les,) sont contindment dérivables garh).

Si la série de terme génétg{x) converge uniformément vefsur[a,b] et si la série de terme général
u,'(X) converge uniformément vegssur[a,b], alorsf est continlment dérivable duar,b] etf =g.
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