Séries numeriques a termes
réels ou complexes

Dans tout ce chapitr& désigneR ouC.

1. Préliminaires
Définition 1.1

Une suiteu d'éléments d'un ensemlibieest une application d€ danskF.
Pour tout entien, on note alorsi(n) paru,.

Remarques 1.2

. On peut noter la suite par {)nen, par Un)n=o OU Simplement paug).
. On dit aussi que est la suite de terme généual
. Dans le cas ou est une fonction dd dansF définie poum > N, on parle de suite définie a partir

du rangN et on note)rn.
Définition 1.3
Une suite numérigue est une suite d'élémeni de deC.
Définition 1.4

Une suite numérigue converge verseR ouC si et seulement si :
Ve>0,3neN/n>ng= |u,— || <E€.

Remarques 1.5

. La définition de limite est similaire si I'on codére les suites définies a partir d'un certain.rang
. En cas d'existence d'une limite, on nateu, =1 u, — | ou Ementu, — | .
. La limite, si elle existe, est unique.
. Une suiteu qui converge versvérifie : VneN, u, =1+ &, aveclim &, = 0.
. Dans la définition, les sigles "| ... |" correspemidau module
(identique a la valeur absolue RJy.
. Dans le cas d'une suite numérique régllen dit quev tend vers % si et seulement si :

VA>0,3neeN/n>ny= v,> A
On note alorgim v, =+ , ou plus simplement— +oo

. On définit de maniere similailgn v, = -0 paA<0,3NeN/n>no = vy <A,
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Propriété 1.6

Une suite numérique convergente est bornée.

Propriété 1.7

Soitu une suite réelle croissante (respectivement desante).

Siu est bornée along converge.
Siun'est pas bornée aldig) u, = +0  (respectiventiemt, = —oo ).

Remarque 1.8
Les résultats sont identiques si la monotonie n@stiée qu'a partir d'un certain rang.
Propriété 1.9

Une suite complexa de terme général, = a, + ib, (oua, etb, sont des réels) est convergente si
seulement si les suites réelles de terme gén&@ecafa, etb, sont convergentes.

Définition 1.10

On dit qu'une suite numériqueest une suite de Cauchy si et seulement si :
Ve>0,3neN/ (nN>noetp>no) = |Ur— Up| <E.

Théoreme 1.11

Pour qu'une suite numeérique soit convergenteutldail suffit qu'elle soit de Cauchy.

Rappel 1.12

Les espaceR" sont des espaces métriques complets.

Propriété 1.13

Une sous-suite d'une suite numérique convergehtmagergente de méme limite.
Propriété 1.14

De toute suite numérique bornée, on peut extraieesous-suite convergente.

Propriété 1.15

n-1
La Ssommes,; = Uy + Uy +...+ U,y = 2, U, des premiers termes d'une suite arithmétiquie raison
k=0

r (eC) et de premier terma (eC) ests,; = n.up + Mr = %(uo +Up1)
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Propriété 1.16

n-1
La sommes,; =Up+Uus+...+Uyg = Z Uy des premiers termes d'une suite géomeétriguke raison
g (eC) et de premier termﬂb (€0 est
1-q°

1-qg°

n l

. Sigq=1,S1=Uo Y, g“=nN.Uo.

k=0

. Slq;tlsn_l—quq = U

Remarques 1.17

. Danslecasog=-letuw=1,0na:
Sp=1+(-1)+1+...+(-1)"=0sin est pair
=1 sin est impair
. Plus généralement, la sommerdiermes consécutifs (dont le premier est d'opiiidune suite

p+n-1 1-
géométriqua de raisorg = 1 estZ Ui = Up 7= (i] .

2. Définitions de base
Définition 2.1

Soit ([Un)n=0 Une suite d'éléments #e SoitN un entier naturel.

N

On appelle somme partielle d'indiseou d'ordreN des (1)) la quantitésy = >, u, c'est-a-dire la somme
n=0

desN + 1 premiers termes de la suite
Définition 2.2

n
On appelle série de terme générdh suite de terme génél= Y. u, (= Uo + Uy +.....+ Up,)
k=0

Exemple 2.3
L - 1 _ .. 1 1 e A A
La série de terme generﬁrﬁf1 est la suite de termnergé} ] =1+ 5+t i c'est a dire
1 1.1. . 1 1
1;1+5; 1+5+ 3 e PSS AT
Remarques 2.4
. Nous pourrons considérer des séries dont le pregrime est d'ordm, > 1. Par exemple, la série
de terme générz#ﬁ ne peut pas commencer a |I'0rdre
Cette série est la suite de terme genﬁr% c'dsea-
1. 1 .1 : 1 1 1
1 1+5;; 1+22+32, ...... ,1+22+ T lto ""+(n+1)2 ........
. On parle aussi de la séeu, pour désigner la dérterme générai,.
. Avec les notations précédentes sur les sommeeglestion al, = S et, [INCIN*, u, =S, — S-1.

La suiteu est donc entierement déterminée par la suiies sommes partielles.
Autrement dit, toute suite peut étre considérée comme la série de termea&nérv,-1.
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Définition 2.5

On dit que la sérig; u, est convergente (ou qu'elle converge) si et seulesida suites des sommes
partielles est convergente. Dans le cas contrtaxireljt qu'elle est divergente (ou qu'elle divera)a
série est convergente, on néite 2 Uy = Z U= U, =S=lim s,

Cette limite est appelée la somme de Ig sEngmo

En cas de convergence, on appelle reste partiedr@'n le scalaireR, = S-s, = f U= D, Uy .

k=n+1 k>n+1

Remarques 2.6

. La convergence de la séfieu, v&signifie: Ve>0,3neeN/n>n, =

n
2 Uk —S‘ <E&
k=0
= |Ri| <&
. Par definition de la convergence d'une série, dorelim R, =0.
Mais on ne doit pas dire qu'une série est convéegaret seulement si son reste d'indiidend
vers 0, car I'existence méme de ce reste supp@Eseguiela sériepest convergente.

. Soitn un entier naturel g un entier naturel non nul et sS&= 2, uy
k=n+1

La série de terme généralconverge si et seulement si, pour tout emjéa suite(S}) .., admet
une limite finie quang tend vers l'infini.

. Si la suiteu d'éléments d& n'est définie que pour=ny, = 1, on peut utiliser les résultats sur les
séries dont le premier terme est celui de rangosanu, = 0 pour tout Iesmentien;compris

entre 0 ety — 1. En cas de convergence, la somme de la sérdoestnotée), u, = 2, u, .

N=Ng n=ngp

. L'unicité de la limite (si elle existe) d'une suigplique I'unicité de la somme d'une série
convergente.

. Déterminer la nature d'une série, c'est déternsinglte est convergente ou divergente.
C'est un probléme différent que de calculer la serdmcette série en cas de convergence.

. En cas de convergencs peut étre considéré comme une approximatios etdR, peut fournir
une évaluation de cette approximation.

. Si I'on considere la suitadn-o des chiffres qui compose le développement décineie(a,
correspondant au chiffre des unités i.e. 3). Oareca = Z’(,) 100

n>

Propriété 2.7

On ne modifie pas la nature (convergence ou divexged'une série en modifiant un nombre fini de ses
termes. En revanche, s'il y a convergence, on meoglif général la somme de cette série.

Démonstration

Soit Y, u, une série (de terme génardlet soit), v, la série obtenue a paijru,  en modifiamt

nombre fini de termes.

Donc, Hnoe]N/n>no :> U =Vh = Uy~ Vh=0.

OltSq 2 Uy etTN = 2 V.
k=0

La suite de terme gene&l T, est stationnaire (donc convergente).
np—1 np—1 no—1 np—1

En effet,vyn>no, S, — Tn_(z Uy + Z uk] {2 Vi + Z VKJ > ue— D Vi
k=0 k=ng k=0 k=ng k=0 k=0

Sil'une des suiteéSou T possede une limite finie, il en est de méme deréa
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Exemples de séries et de convergence 2.8
(voir le cours 1ere année ou la suite du coursette année pour les preuves)

. Série géométrigue
On considére la sérfg a" @lR. On prendra pour conventioA9 1.
Pour tout entien, s, = 11%an+1 siaz 1.
=n sia=1.

Sia=1,]lims,=+x.
. o . 1
Silal<1,lima™ =0 etlims, = 7= -
Sia>1,lima™ = +o.
Sia=-1, s, prend successivement deux valeurs O et 1 et rnadpaua pas converger.
Sia<-1,a™ n'a pas de limite.

Pour conclure, on a dor a" = +a uniguement quaré [L et dans ce cas le reste d'omire

1
n>0
n+l
est alorR, = ﬁ . On obtient un résultat identique loesjulC.
. Série harmonique :
La séried, % poun = 1 est divergente.

. Série harmoniq]ue alternée :
- -1
La série), ( n) poun = 1 est convergente, de sommeln
. Série exponentielle :
La série), % est convergente de somene

1
n2

2
. La série), = poun= 1 est convergente, de somﬁ%e

3. Propriétés des séries convergentes
Propriété 3.1
La série complex@; z, est convergente si et seulesiéed séries réelles Re(z,) 2fIm(z,) le sont.
Onaalors ), z,= >, Rez,) +i Y, Im(z,) .
n=0 n=0 n=0

Démonstration

Voir cours analyse 2éme année ler semestre simiess de suites (ou de fonctions) a valeurs d&hs
(C pouvant étre identifier &?).

Propriété 3.2
Si la série), u, est convergente alors la suitenverge vers 0.

Démonstration

n n-1
Si la série), u, est convergente, les suestS de termes généraux respechisy; (poer0) et) u;

i=0 i=0
(pourn > 1) sont convergentes et tendent toutes les dasXie/enéme rée}, u,

n>0

DoncS - S qui est la suite de terme génératonverge vers 0.
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Remarques 3.3

. La réciproque est fausse. Soit, par exemple |la sérterme généra) = ———
proq p Y g /nFl+/n
On a bienim u, =0 . Maisl, = vn+1 - /n et
sn:kZuk=(ﬁ -J/0)+(V2 -V1)+(V3 -J2)+..+(Vn+1 - /n).
=0
Doncs, = Vn+1etlim s, = +oo
. De facon genérale, Bm u,#0  ou si cette limite n'exsts, la séri@, u, est dite grossiérement
divergente.
Exemples 3.4
. La suite géométrique de terme générat U, k" (k[IC) ne tend pas vers 0 dés gl 1 etup = 0.
La série de terme généralne peut donc converger dans ce cas.
. Pour tout réex, la suite de terme général cosne tend pas vers 0.

Donc la sérig; cosnx diverge grossiérement.
Propriété 3.5

Soient), u, e’ v, deux séries numériques convergentssrdmes respectivés etV et soitA[IC.
Alors : la série de terme génétml+v,  converge eV
la série de terme générak u, converge wers).

Démonstration

n n
Les séries de terme généuaktv, sont les suites de terme générat X, u,  t et uy
k=0

k=0
n

n
La série de terme général+ v, est la suite de terme généaak X (U + Vi) =2, U+ X, Vi = Sy + 1,
k=0 k=0 k=0
n

n
La série de terme générvaku, est la suite de termérgi, =2, AX U =AX D>, U = AXS,.
k=0 k=0

Il suffit d'appliquer les regles d'opérations s $uites.
Puisqudim s, =UeC etlim t, =VeC, on adondim(s, +t,) =U+V eim Axs,=ixU

Remarques 3.6

. L'ensemble des séries convergentes (muni desdomlas des suites) est un s.e.v. de I'ensemble
des suites muni des lois usuelles (réel ou com@akant les cas).
. Dans le cas oU les sérigsu, e, convergent, onua,tpos complexes et :
D(AUn+uVe) = A Un+u D V.
n=0 n=0 n=0
. Toujours d'un point de vue algébrique, I'applicati@ I'ensemble des séries convergentesRlans
ou dansC qui, a toute série convergentau, associe sa sommeest une forme linéaire.
n=0
n n
. SiA 20, alors les séries, iu, 2tu, sont de méme naljréu = 4 Y u, = /s, ).
k=0 k=0
. Siles série3, u, €L v, sontde natures différentes #osérie>.(u, +v,) est divergente.
. Il est possible que la séde(u, +v,)  soit convergentesadae ni) u, nR. Vv, ne le soient.

Par exemple, les séries de termes génétaux(-1)" v, =e1)"" nt tostes deux
grossierement divergentes. Pourtant la série deetgénérall, +v, est la série nulle qui est
convergente. On ne développera doncyés, +v,) sangreiags préalable de la

n>0

convergence des séries.
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Propriété 3.7

Une suiteu d'éléments d& a méme nature (CV ou DV) que la s&iéu,.; — uy)
En cas de convergence, ona(Un — Uy) = (lim un) = uo
n=0

Démonstration

p p p p+l p
S = 2 (Uket = Uk) = D U — 25 Uk = 0 U = 25 U = Upsg — Ug.
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0

Exemple 3.8

1
n(n+1)

1 _1__1 _ 1 (1
Eneﬁet,n(n+1)—n n+l  n+l1 (n)

Puisque la suite de terme génér%l est convergénteest de méme de la série de terme général
Z-i1-(H)
n+1 ny:
En posant, = —% et en prenant pour premier termeon obtient
D (Uns—uy) =(limuy) —u; =0-(-1) = 1.
n=1

La série), poun = 1 est convergente, de somme 1.

No+o0

Remarque 3.9

+00

Soitf une fonction telle qu§ f(t) dt existe et est finie.
0

n
Si I'on considére la suitede terme général, = f f(t) dt, alors la séri@;(u.. —u,) est la série de terme
0

n+l +

généralj f(t) dt . Cette série converge v§arﬁ(t) dt et le restdrdh estR, = f f(t) dt .
n 0

n+l

Propriété 3.10  Critére de Cauchy

Pour que la série numérique (réelle ou complexé¢uhee général, soit convergente, il suffit que la
suite 6)n=0 des sommes partielles soit une suite de Cauchy.

m

2 Uy

k=n

<e&.

Donc la séri€; u, est convergente si et seulemerifisk0, ONON / Om=n= N,

Remarques 3.11

m n-1 n-1 m n-1 m
. Pourm,nN tels quem=n —1, 0n a$n—Sr1|= |2 U= 2 U] = |2 U+ 2 U= 2 Ul =120 Uy
k=0 k=0 k=0 k=n k=0 k=n
. Le critere de Cauchy peut encore s'écrire :
# Oe>0,ONON/Om>n=N, Isn—S.l =| 2 u <e.
k=n+1
n+p
# Oe>0,ONON/On=NetOp=0, | ul <e.
k=n
q
. Si on posest = Y uy , le critére de Cauchy devient :
k=n+1
Oe>0,0NON /On=>NetOp= 0,5 <e.

. La négation du critere de Cauchy est :
Oe>0/0ONON, Om=n=N, [sn—sl >e.
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Exemple 3.12

On se sert du critere de Cauchy pour montrer qaérle de terme génér%l diverge.

1 1 1_ 1 1

En effet, bn —Si|[=Sn— S = 2 kzl k_%ﬂ n+1+n+2+ +2n-
1 1 1 ; _ 1
Orn+1zn+22 z doncsgn &anchest-a-d|r$2n &22.

Définition 3.13

Soitu une suite d&. La séried, u, est dite absolument convergente siria sle terme général,|
(c'est-a-dire; |u,| ) est convergente.

Propriété 3.14
Si la série), Ju,| est convergente, alors la sgrie, ageve

Démonstration

m m
2 Uk SZlukl =

k=n k=n

K=
Donc, si la séri@; Ju,| Vvérifie le critéere de Cauchgrilest de méme de la sé¥iau,

Ona:Om=n=0,

Exemple 3.15

r:rlnl) est absolument conuverden effet, pour tout entier on a
1

sinn 1 . s
‘ S TGS Puisque la sérig, nTHl)

La série de terme géneé

n(n+1) est convergente, elle véefigitére de Cauchy et il
sinn

en est donc de méme de la s@erm

Remarques 3.16

. La reciproque de la propriété précédente est fabfsseexemple, Ia série de terme général

_ )

est convergente alors que la série de terme gméra est divergente.

. Sila serleZ lus| est convergente, alors on a l'inégy IE Un| < Zlu .
n=0 n=0

Définition 3.17
On dit que la sérig’, u, est semi-convergentk si, agevet s, |u,| diverge.
Remarque 3.18

Pour tout réek, on peut associer les deux nombres posititstx™ définit parx’ = sup(x,0) et

X =sup(—x,0). Onax=x" - X et x|=x"+X.

Pour toute séri¢_ u, , on peut définir deux sédes; . et.

Si la série), u, est semi-convergente alors les sgrigset); u; sont divergentes.

Plus précisément, la ségeu, est absolument convergeet seulement si les deux sépes;, et
Y. u; sont convergentes.

Et, en cas de convergence, o a, = Z us - u;

n>0 n>0
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4. Séries a valeurs dans un espace vectoriel

La définition d'une série ne fait intervenir queptapriété de pouvoir "sommer" les premiers terdiese
suite. Nous pourrions nous contenter d'une streatargroupe. Toutefois afin de conserver la stractu
d'e.v. des séries convergentes, une extensionetiatast de considérer les suites a valeurs dans un
espace vectoriel normé. Nombre des définitionsainétés que nous venons d'aborder pour les séries
réelles ou complexes peuvent donc étre étendusegiffinulté aux espaces vectoriels normés.
Remarquons aussi que,usést une suite d'éléments d'un e.i£nalors nous savons que :

p

2 Uk
k=m
Nous pouvons étendre la notion de convergence absdiout e.v.n.. Dans le cas ou l'espace est edmpl
nous obtenons : si la série (réelle) de terme géhéy || est convergente, il en est de méme de la dérie
terme généraly.

< [umll + U [l + -+ a1

5. Séries réelles a termes positifs

Remarques 5.1

. La comparaison avec 0 ne peut se faire qu'avecalaigon d'ordre totale compatible avec les lois
donc dand.
. Les hypotheses de positivité de la suite ou deéesaonsidérées, vraies a priori pour tout emtier

peuvent n'étre vraies qu'a partir d'un certain randes résultats sur la nature des séries (pas sur
leur somme) restent valables.

. Compte tenu du fait que les sérjesu, Ddtu,) sont deenw@ture, les énoncés qui vont
suivre s'appliquent aussi, avec des modificatiomde@tes, au cas des séries réelles dont le terme
général garde un signe constant a partir d'uninedag.

. Les propriétés des séries a termes positifs sdes gour I'étude de la convergence absolue de
séries a valeurs dais

Propriétés 5.2

Si Y, u, est une série a termes positifs, la ssites sommes partielles est alors une suite craessaita
suites est majorée, la série converge et, réciproquersesihyest pas majorée, la série tend wers

Remarques 5.3

+00

. En cas de convergence, on a I'éga}téi, = sugs,)

n=0 n>0
+00

En particulier, tout majorant ds,\,ox €St un majorant dg, u,
n=0

. On note parfoiQ; u, <o pour exprimer qu'une série a tenpusitifs converge &, u, =«  pour

n>0 n>0

exprimer qu'une série a termes positifs diverge.
Propriété 5.4

Soient) u, ed’ v, deux séries atermes positifs vériflanti, < v, a partir d'un certain rang.

Si la série), v, converge alors la s€iau,  converge.

Si la série), u, diverge (c'est-a-dire ici tend verg alors la séri@’ v, diverge.

De plus, si l'inégalité est vérifiée pour tout enti et si les séries convergent, alors Q4 &, < 2, Vi

n>0 n>0
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Démonstration

p p
On suppose quedu, < V, pour tout entien = n,. On a donc, pour tout entip Ny, 2, U < . V.

k=no k=n0

p p
. Sila série), v, converge, on a, pour tout ergiemy, Y, Ux < 2, Vi < 2, V.

k=ng k=ng n>ng

p
DoncY) U, <Up+ U + ... Upges + D, Vp.

n=0 n=ng

La suite des sommes partielles de$ €st donc majorée et la séMeu, converge.
P
Sing=0,0na, u, <2 v, pourtoutentigret doncy, u, <, v,
n>0

n=0 n>0 n>0

P P
. Si la série), u, diverge, aloffsn D U=+ et dair D Vi = +oo
« k:no e k:no

Remarques 5.5

. Toujours dans les hypothéses de la propriété B.ApteR, etT, les restes d'ordme
respectivement des séries de terme géngetlde terme génénal.
A partir du rang considéré, orRa< T,.

. Dans le cas d'une série complgxe, , oy B> |Re(ur) | = 0 et un| = |Im(u,) | = 0.
Donc si la sérig’|u,| est de Cauchy, il en est de ndaeséried; Re(u,)| etd, Im(uy) .

Propriété 5.6

Soient) u, e v, deux séries atermes positifs tellesugs O(v,) (au voisinage de l'infini). On a :
Sila série), v, converge alors la s€ieu,  convergta Série), u, diverge alors la séfiev,
diverge.

Démonstration

Siu, = O(Vv,), alors il existe un rédd> 0 tel qu'a partir d'un certain rang,<Pu, < kv, i.e. (0<) %un < V.

Si la série de terme génévalest convergente, il en est de méme de la sétierche génératv, et de la
série de terme génénal

Si la série de terme génétalest divergente, il en est de méme de la sérierdmtgénéra%un etde la
série de terme génénal

Remarques 5.7
Siu, =0(vy), alorsu, = O(v»). Les conclusions de la propriété 5.6 sont dosceriémes dans ce cas.
Propriété 5.8

Soient). u, Stz v, deux séries a termes positifs. !
Sile rapportv—r': est défini (i.&, non nul) a partir d'un certain rang et qmv—g =| OR; alors les deux
séries sont de méme nature. En particulias, 5k v, alors les deux séries sont de méme nature.

Démonstration

Si rI]LrQO\Lj—E =| ORz, alors on peut choisir un réel strictement positél quel — € > 0 et, a partir d'un
certain rang, on b— €< 3—2 <l+egetdonc (X) (I -ea<u <(l +€)Vi.
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Si la série de terme généralest convergente, il en est de méme de la sétierae général ¢+ €) v, et
de la série de terme généual

Si la série de terme génétalest convergente, il en est de méme de la sétierohe généralﬁun et
de la série de terme généval

Remarques 5.9

. Dans la proposition "Si, [ v, alors les deux séries sont de méme nature't dssentiel que les
termes généraux, etv, gardent un signe constant quamtend vers l'infini.

(=D" _ i
= =In(1+u,) , on a bigMk v,

Nous verrons que la séeu, est convergente (cri@seséries alternées) mais la sglie,
diverge (D.L. d'ordre 2).

En effet, si, par exempla, =

. S'il existe un réeM >0 tel que, & partir d'un certaing,nu, > M , alors la sérig u, est
divergente. C'est le cas notammeninsinu, = 2> 0 c'est-astlirg~... % .
. En terme d'équivalent, il est parfois utile de ciime la formule de Stirlingn! [l n"e™/2zn .

Corollaire 5.10

Soient), u, une série @ v, une série convergente a $guositifs.
On suppose qu'a partir d'un certain rang, il existeeel positik tel que | < kv,.
Alors la série), u, est absolument convergente.

Exemple 5.11

ina

donc la sené} est convergente.

Propriété 5.12
Soientu etv deux suites de termes strictement positifs tejless a partir d'un certain rarrléjLl v V””

Si la série), v,, est convergente, il en est de ménia si&ried; u,, .
Si la série), u, est divergente, il en est de mémadérie; v, .

Remarque 5.13

On peut exprimer I'inégalltélﬂ < V\’,‘*l ", en disant queudesu décrofit plus vite que la suite

Démonstration

Supposons que l'inégalité est vérifiée a partirashgp et posong = V—s

Up
On a donc, pour tout entiar> p, tni1 L < 3 eten partlcullev <V, c'est-a-dig< cV; i.€. U, = O(Vy).

Exemple 5.14

Soitu la suite définie pam, = 1 etuw; = ,/2+u, et soitv la suite définie pav, =2 — u,.
On cherche a étudier la convergence de la 3¢xig
On vérifie dans un premier temps que la suigst bien définie et vérified u, < 2.

# Vrai au rang 0.
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# On suppose vrai au rang
1<u,<2

= 3su+2<4
= 1</3 < Ju,+2 < /4
= 1<Upn<?2

Doncv, > 0 pour tout entien.

Soitf la fonction définie sur [1;2] pd(Xx) = «/2+

f est dérivable sur ]1;2[ &t(x) =

(u,) —( )2 o J_

Vi1 _ 2= Ut _ flu,) —1(2

Ona~y == U, - ui=2

D'apres le théoreme des accroissements f‘l’ﬁié,s 2\% <1 tpatientiem.

Or la série de terme généval = (L

2/3

Donc la série de terme génévatonverge.

Vn+1 Wn+1

n
J est convergente aban—y, ~ < —y = pour tout entiem.

Remarque 5.15

Soita un réel. On considere la série de terme gélulénalnl—a.

C'est une série a termes positifs.

Indication : Pour étudier la convergence de céitieesla comparaison avec une intégrale est laodéth
la mieux adaptée. Toutefois, nous ne pouvons pasentiliser ce théoreme. Il faut donc employez un
autre méthode.)

Nous avons montrer que la séﬁpﬁ poarl est convergente, de somme 1.

Puisque les séris n(n1+ ) Et% sont équivalentes, onduritdie la sérig, % est convergente.

Nous avons aussi montrer que la s@i% est divergen

1 _1 1 _1
Sia> 2, onaﬁsn2 etsh<l,onapz>{ -

Donc la serleZ na convergeai 2 et diverge sa< 1.
Il nous reste donc a étudier le cas < 2.

Soitf la fonction définie sur [Lyoo[ parf(x) = 1

Xa—l
La fonctionf est dérivable sur [Iof etf (X) = (1 —-a)x?® = l)ga_
Soit la série de terme génévak f(n) —f(n+1).
C'est a nouveau une série a termes positifs.
Puisquéd e~ Y([1, +o[), on peut utiliser le théoréme des accroissenfamssur tout intervalle de la
f(n+1)—1f(n) _ ;
(h+1)-n 0.

= xla

forme |n,n + 1]. Donc il existe un réed, de h,n + 1] tel qu

Clest-a-diref(n+1) ~f(n) = 12,
Il s'en suit que/n— x_a =(a- 1)>< Xa X na =(a- 1)><(X ) Un.

On obtient alorv (a- 1)><( n)a :

<N n_ TR |
1 <x, <p=1ldoncimx-=1.

Nous en dedwsons qlhm V“ =a—-1 et puisquel, que les séries, u, 2tv, ont méme nature.

Orz_)vk:Z_Jf(k)—f(k+1)=f(1)—f(2)+f(2)—f(3)+...+f(p)—f(p+1):1—f(p+1):1—(p+—11)a_1.

Puisquea—-1>0, lim 1 =0 et donc la sérig, v, converge (vers 1).
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Pour conclure :
Propriété 5.16  (Séries de Riemahn
La série de terme généq% converge si et seulesnant 1.

Remarque 5.17

Nous savons que, si les séesi, et sont convagjeador . (U, +V,) = 2, Un + 2, Vy, .
n=0 n=0 n=0
Cette formule est fausse pour un prodwt de serles

1 _1 _6
Par exemple, si, =5, ot = 3n on%unxvn) ZGn—l 1°5
6
OrZun=L=Zethn:L:§.
n=0 1_l n=0 1_1 2
. L2 3
D'oUZuanVn:%x2=3¢%.
n=0 n=0

Définitions 5.18

Soientu etv deux suites dK.
On appelle suite produit (de Cauchy) des suitebr la suitew de terme général :
n

Wi = UV + UsVig + ** + UnaVa + UpVo = 25 UV = D UpV.
k=0 p+g=n

On appelle série produit (de Cauchy) des sérjes Y, \gtla série de terme général = D, U Vi
k=0

Remarque 5.19

Soienta etb deux éléments de€.
n n
On considere les séries de termes genana a vn :e%

n n k n
Ona(a+b)"= Z Ckam*bx =Y. —k'( Y a”‘kbk =n! Z T a_ Ii)' b— =n! Y, Uk = N'W, oUW, désigne
k=0 k=0 k=0

le terme général de la série produit.

Propriété 5.20
SiY u, et), v, sont deux séries convergentes a termesfgoalors la série produit (de Cauciy)w,
converge et on ay, W, = >, U, 2V,

n=0

Démonstration
On poseV, = X Wy U =2 U &V, =2 Vg
k=0 k=0 k=0

On peut écrirav, = Y, up,v, dond/, = > UV,

pHg=n pHosn
Oru,V, = {Z upJ[Z qu =2 2 UpVq.
p=0 g=0 p=0 =0

On s'intéresse aux différents coupleg) deW,, deU,V, et deW,,.
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Si on représente ceux ci dans le plan, on a:

2n

W,

Puisque tous les termes sont positifs, on en dédel\V,, < U, V, < W,
On en déduit que la série de terme génegralst majorée donc convergente.
Puisquelim W, = [im W,, , d'apres le théoreme des gendalime®y, = lim U,V, = lim U, lim V,

Exemple 5.21
n
Soienta etb deux éléments d€. On considére les séries de termes geneu,aa an Vi :e%
On a vu que le terme général de la série prod'uwres (a+ nlb) .
. L +o0 + +o0 n
D'aprés la propriété 5.26%° =y ~=——" (a+b)” b) = Z W, = Z U, Z V, = a'" b—l = e xeb,
n=0 n=0 n=0 n n=0 n

Corollaire 5.22

Siles deux sériex, u, @iv, sontabsolument convezgealors la série produit (de Cauchyv,

est absolument convergente et orpaw, = . U, 2, V,
n=0 n=0 n=0

Démonstration

D'aprés les hypotheses, les séries de terme géundral \v,| sont convergentes.
n

Il en est donc de méme de la série de terme général.|u.l x IVal.
k=0

n n n
Z UkVn-k < Zlukvn—kl = Zlukl X |Vn—k| = Cn-
k=0 k=0 k=0

La série de terme générwn| est donc convergente.
n n n n n
On posew, =X wi WU, = > Uy Vo= Z Vi Co= Z c A Zlukl |, = kE_g)lvkl

Or|w,| =

k=0 k=0 k=0
Oona:lUV,-Wil=| X uvls X |up||vq| —Aan C,
0<p<n,0<g<n 0<p<n,0<g<n
p+g>n p+o>n

Or les suite®\,B, etC, ont méme limite, il en est donc de méme des suitdset W,.

Remarque 5.23

Si les deux séries, u, @iv, sont semi-convergentegria produit (de CauchY) w, n'est pas

nécessairement convergente.

Francis Wlazinski
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_ ()"

Par exemple, on prend=u; =Vo=v; =0 etu, = v, = nn  Poun= 2.
_ n _ n-2 _ n-2 (_1)k (_1)n—k _ n-2 (_1)n _ . n-2 1
On aw, = 2, U ‘4%2 U= 2 Tk X Tn(n—k) ~ & Inkxin( =1 - 1 & nkxin(=K)"
- S 1
En particulierw,, = gé nioan@n =1 - ) ) )
Or,sin<k<3n,onan<4n-k<3n > et > .
; ; "Ink = | -k) = |
4n-2 1 n 3nn3n In](_4n k) 3? 3n 1 2n
'oC > =
Dol poum > 2,War = 2 1140 201 = 2 Inkxn@n—K) = & (nan)? > (nam?

Donc ()2 Ne converge pas vers 0.
A fortiori, w ne tend pas vers 0 2w, diverge grossiérement.

6. Criteres de convergence
Par les regles de comparaison avec des sériesexnmus obtenons les corollaires :

Corollaire 6.1

Soitu une suite de nombres réels positifs.
Si, & partir d'un certain rang, om%u, < c aveca> 1 (etc> 0), alors la séri¢_ u, est convergente.

(C'est le cas notammentlisn n“u, =0 , ce qu'on peut tragaire, = o nl ))
Si, a partir d'un certain rang, om#u, > c aveca< 1 etc > 0, alors la séri¢_ u, est divergente.

Corollaire 6.2

Soitu une suite de nombres réels ou complexes.
Si, a partir d'un certain rang, onua||< k" avec < k< 1, alors la séri¢_ u, est absolument convergente.

Propriété 6.3 Régle de Cauchy

Soitu une suite numérique.
Silim lual"™ =1<1, alors la séri@, u, est absolument convergente.

Silim lu,l ™" =1 > 1 (IDRO{+eo}), alors la sérig’ u, est divergente.
Démonstration

# Si0<I| <1, alors il existe un réeltel que X | +& <1 (par exemple = lT_l) .

Puisqueim |u, , on a, & partir d'un certain rdng,""
C'est-a-direyn| < (I + €)™
# Silim lual™ =1>1, alors la suite ne converge pas vers 0. La s&jel, diverge gr@ssmt.

|1 = <|+e.

Remarques 6.4

. Avec les hypotheses qui s'imposent, eig sont deux fonctions telles glim f(x) =1 et
lim g(x) = +oo, alors I'eventuel limite diE(X)%® en+oo est une forme indéterminée.

. Silim lu,/*" =1, on ne peut en général rien dire.
Toutefois, silim lul™ = 1, alors la sérig u, est grossiérement divergente.

. Attention, dire que la sérig u, converge nimpliqas gudim lu. ™ =1<1.
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Propriété 6.5 Regle de D’Alembert

Soitu une suite numérique.

Si Iim ulj” =|<1, alors la séri¢_ u, est absolument convergente.
Silim | =1> 1L(IORO{+e0}), alors la sérig. u, est divergente.
Démonstration

U

=| <1, alors il existe un reeltel que— T < l+e<1.

Ul
Soit Ia suitev définie pawv, = (I + €)". La série), v, est convergente. De plus, éﬁﬁi < V&f
n

# Si Ilm‘ =L

# =| > 1, alorsu est croissante a partir d'un certain rang et me: d®nc pas vers zéro.

Remarque 6.6

R Un+1
Slrl’lLr-pw Un

Toutefois, silim

=1, on ne peut en général rien dire.
u L. . .
‘ULEI =1', alors la séri¢; u, est grossiérement divergente.

Remarque 6.7

On appelle limite supérieure d'une suitet on notdim supu, OE'TIJO U, la borne supérieure des valeurs
d'adhérence de la suite
On appelle limite inférieure d'une suitet on notdim infu, olim u, la borne inférieure des valeurs

d'adhérence de la suite
Les régles de Cauchy et de D'Alembert sont lesémprences des propriétés suivantes (dont nous gerron
une partie des preuves un peu plus loin) :

Soitu une suite de nombres réels positifs.
Silim supuy"=1<1, alors la séri@, u, est convergente.

Si I|m inf ul/n =|> 1 (IORO{+}), alors la sérig u, est divergente.

Si I|m sup— Umi =) < 1, alors la sérig¢, u, est absolument convergente.
Si I|m inf = u”” =1> 1 (IORO{+}), alors la séri@, u, est divergente.
On remarque, en particulier, qudisi u, = | allors supu, = |

Propriété 6.8

‘ Un+1
Un

Si J]LFIO]O =| (| D]RD{+OO})’ a_|()|‘sr|1ij-l-(!D |un|1/n =.
Remarque 6.9

La réciproque est fausse. Par exemple, soient il strictement positisetb et soit la série de terme
généralu, ol U, = a"b" et = @™ b On alim |u.[*" = JVab .

Or‘ U | — 5 sin est pair ek ulj” =b gnestimpair.
Sia# b ‘ ™| n'a donc pas de limite quandend vers l'infini. Maidim sup—— L =suda,b) .

D'aprés le crltere de D'Alembert, la série de teg@meral, converge si su(a,b) <1
D'apreés le critere de Cauchy, la série de termérgém converge sab< 1.
Le critere de Cauchy est donc plus "fin" que léace de D'Alembert.
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Propriété 6.10  Regle de Duhamel

Soitb un réel.
Soitu une suite de termes strictement positifs teIIe%ﬁ% =1- % + o(%).

Sib>1 alors la séri@_ u, est convergente.
Sib<1 alors la séri@_ u, est divergente.

Démonstration

Soit un réeh > 0 et soitv la suite définie pavn nla pourn> 1.
Vel _ n _ 1 -
Onawy,* _(n+1) (1 +1) =1 n+1 o(ni)
L —a a _ay_a__a _a
Orn+1_l’1 n+1 N ~n n(n+1) =nto nz)'

On obtient doney Ve 1— a4 (

(0]
.\Vn+l_un+l_ba ()
D'ou-y, U, - +0

Vnia  Unia

Sia#b, le signe dey— ne dépend, a partir d'un certaig, rque du signe de- a.

Vn+1

# Sib>1, il existe un réeh tel queb>a>1. Onad-a>0 et~ —u”+1>0

DO‘ un+1 < V\;+1
n

PU|squea> 1, la série de terme geneval: 5 est convergente donc il en est de mémg dg
# Sib<1, il eX|ste un réed tel que 1> a>b.

Une1 o Vi

Onadoncy = >~ —

La série de terme général= % est divergente donc il en est de mémegde,

Remarques 6.11

. Le casb =1 est a nouveau un cas indéterminé.
. Il existe d'autres facons d'écrire le critere dé&mel :
Une1 1
# On suppose T avac> 0.
pp U, =1+ = ac
Silima,=1>1, alors la sené) u, estconvergente.
Si rlm a,=1<1, alors la séri¢_ u, est divergente.
- Un _ -
# Silim n(u " =1>1, alors la sérig_ u, est convergente.

- ; _ iy .
Si lim n( Uy =1<1, alors la sérig_ u, est divergente.

Propriété 6.12

Soitf: R, - R+, une fonctiorv °, décroissante et telle glig f(x) = 0

+o0

La série); f(n) et I'intégralé f(t) dt sont simultanément digatgs ou convergentes.
0

Démonstration

Soitv la suite définie pav, =f(n).

n+p n+p n+p

Pour tout entien et pour tout entier strictement positifon a3, v, = Z Vit D W= Z f(k)+ > f(K) .

k=0 k=n+1 k=n+1
Sur chaque intervalle du type i[+ 1], puisqud est décroissante, orfén+ 1)<f(X) S f(|).
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i+1 i+1 i+1 i+1
on obtientj f(i + 1) dx < j f(x) dx < j f(i) dx c'est-a-diri +1) < | f(x) dx < f(i)
i+1 :

D'oll, pour tout > 0, j f(x) dx < f(i) < j f(x) dx.

En faisant la somme des mequatlons pgowariant den + 1 an + p, on obtient alors :

n+p k+1 n+p n+p n+p+l n+p n+p
> | f)dx< 2 flk< S jf(x) dx cest-a-dire | f(x)dx< 2 Vi < j f(x) dx .
k=n+l k=n+1 1 n+1

n+p

La série), f(n) est convergente> Y, f(K) posséde une limite finie quapdend vers l'infini.
k=n+1
n+p

o f f(X) dx possede une limite finie quapdend vers l'infini.

+00

S L'intégralef f(t) dt est convergente.
0

Propriété 6.13  (Séries de Bertrand

1
neIn’n

La série)’ est convergente si et seulementsl  aed,f>1

Démonstration

Résultat sur les intégrales généralisées
Définition 6.14

On appelle série alternée une série réelle daetee général est de la formel]'v, ou de la forme
(-1)""*v, ouv est une suite décroissante de termes positifsanierge vers 0.

Propriété 6.15

n
Une série alterné®, u, est convergente. Si onscte, u,  soname partielle d'indice, alors les
k=0

suites(s,,) e(sx+1) sont adjacentes et convergent vemsiang de la série.

Remarque 6.16

2p+l
Plus précisément, 3L u, est une série alternée foentee 1)"v, alorsZ U< D2 Up < Z Uy

k=0 n>0 k=0
Démonstration
- - p
Soit une série alternée de terme général(-1)" v.. On poses, = Z Uk.
2p+2 2p
On ASppi2 — Spp = kz Uk — kz: Uk = Ugpiz + Ugper = ( 1)2p 2V2p+2 + ( 1)2p lVgp+1 =Vopi2 = Vopi1 < Oet
0 =0

2p+1 2p-1

2p+l
Sapt1 = Sop-1 = Z U= 2 U = (=1) " Vopey + (=1)®Vap = —Vaper + V3 > 0 carv est une suite décroissante.
k=0

La suite de terme généeml est donc décroissante et la suite de terme géngerast croissante.
PUISQUES: = Son = (=1) ™ Vo =~V <0 et pUISQUEN Sow1 —S20 =0, les suites) et &na) sont
adjacentes et sont donc convergentes de limite eomahqui vérifiesy,., <1 < sy, .

De plus, on &, u, =1

n>0
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Propriété 6.17  Reégle d'Abel

Soite une suite de nombres complexes telle que, potettierp, la sommeS, = Z e Soit bornée.

Soitu une suite de nombres positifs, décroissante geqdivers 0. Alors la serE e u, est
convergente.

Démonstration

Soitn un entier positif ep un entier strictement positif.

n+p

La séried; e,u, est convergente si, la suite de termérgé®® = >, e.u, emtend vers 0 quandtend
k=n+1

vers l'infini indépendamment ge(critére de Cauchy).
On ae =S - S.; pour tout entier non niul

Dlou Sr—p = en+ll;|n+l + €ni2Un+2 + v + en+pun+p = un+l(~§n+l - én) + un+2(§n+2 §n+l) +..+ un+p(Sn+p Sn+p—1)
= _un+1sn + (un+1 - un+2)Sn+1 + (un+2 - un+3)Sn+2 +...+ (un+p— un+p)Sn+p—1 + un+pSn+p
On obtient Sﬂ+p| = |_Un+1s'1 + (Un+1 Un+2)§n+l + (Un+2 Un+3)§n+2 Tt (Un+p— Un+p)Sn+p 1t Un+pSn+p|
| un+1Sn| + | (un+l un+2)Sn+1| + | (un+2 un+3)Sn+2| +...t | (un+p— un+p)Sn+p—l| + | un+pSn+p|
< |=Upul Sq| +[(Ung — Un+2)||81+1| +[(Unez — Un+3)||31+2| +.
..t |(Un+p— Un+p)|| Sn+p—l| + | uﬂ+p| | Sf‘+P|

Puisque tous leS,  sont bornés, il existe un eptsitif M tel que :

|$+p| < |_un+1|M + |(un+l - Un+2)||\/I + |(un+2 - un+3)|M +..+ |(un+p—l - un+p)|M + | l«In+p| M.
Puisqueu est décroissante et positive, on obtient :

|Sﬂ+p| < un+1|\/I + (un+1 - un+2)M + (un+2 - un+3)M +..+ (un+p—1 - un+p)|\/I + un+p|vI = 2un+1M-
Puisquelim u, =0 , on en déeduit que, pour tout egen peut trouver un entiéf tel que :

n+p

2 eyl <e¢

k=n+1

Op=0, sin=N alors

Remarques 6.18

. La regle de convergence des séries alternéeqjo'astcas particulier de la regle d'Abel
(avece, = (-1)" oue, = (-1)").

. On aurait pu remplacer la conditiom tine suite de nombre positifs, décroissante™ par
"la série de terme général, |- u..1| converge”.

7. Approximation d'un série numérique convergente

Remarque 7.1

Soit Y, u, une série qui converge v&st soit &,).=0 la suite des sommes partielles.
SoitR, =S-s,= D, u.= 2. uy le reste partiel d’ordm

k=n+1 k>n+1
Chercher un résultat approchée de la lirfBitke la sérig; u, consiste donc a évaRgr

On a, en particulier, quis—s,| = IR, < X lul
k>n+1

Propriété 7.2

Soit Y} u, une série alternée. AldRs possede le signe dg., et on a l'inégdté < [Up. |
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Démonstration

Nous avons vu que, g = (-1)"v,, alors, pour tout entiqy, Sypi1 <1 < Sppo < Spp.
On a dond Sy — | < |Sapo = Sopa|  €ltsan = 1| <[z =S| (€ QUI peut étre vu en termessianties).
On obtient que, pour tout entierls, — | <|sy.1 —s,l. C'est-a-dirdR,| < Upl

Propriété 7.3

Soitu une suite numérique.
Si, a partir d'un certain rang, onla,| " < cavec X c< 1, alors la séri¢_ u, est absolument

n+l . o,
convergente et le reste partiel d’ordreérifie alors/R,| < CTC (a partir du rang considére).

| 1/in

Démonstration

A partir du rang considéré, nous avoad £ c". Or la série de terme génécakst convergente.

Donc la sérig u, est absolument convergentBgt=| >, uk‘ < Xlud< Y

1 ken+1 ken+1 ken+1

—N—

Plus premsementZ ck=cm ) ck=cm 11 c .Don2., ck= lim Z ck=cmt 1= 1
k=n+1 k=0 C k>n+1 k=n+1 c

Remarque 7.4

| 1/in

Les conditions de la propriété 7.3 sont vérifiGdas [u,| ™ =1 <1 ou silim suplu.| " =1<1.

Propriété 7.5

Soitu une suite numérique.
Si, a partir d'un certain rang, on‘ <cavecXc<1, alors la séri@¢; u, est absolument
convergente et le reste partiel d’ ordreerlfle alorsR,| <7 |un (a partir du rang considéré).

n+l

Démonstration

iy - Y
La série de terme génésal= c" est convergente J”l <c=~-

ol

La série), u, est donc absolument convergente.
A partlr du rang donné et/peN, on a don¢un.,| < c|Unpi| < € Unpa| < ... < CPHUnal < cPlugl.

cP
D00 3thyul < 3 0t = |un+1|zckl—|un+l|11 =
k=1

On obtient alor$R,| < lim Z lul = lim Zlumkl < I|m|un+1| c " =y n+1|1— < %Iunl.

k=n+1

Remarque 7.6

Un+1 —
| e =1<1.

Les conditions de la propriéte 7.5 sont vérifiéess

— i Un+1
=l<lousilim sud Uy,
Propriété 7.7

Soitf: R+ - R+, une fonctiorv °, décroissante et telle glig f(x) = 0

En cas de convergence de la série de terme gépéréfn), R, = Y. u, le reste partiel d'ordrevérifie :
k=n+1

j f(X) dx< R, < j f(x) dx.

n+l
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Démonstration

Pour tout entien et pour tout entier strictement pospifnous savons que

n+p+1 n+p n+p

[ ) dxsk_z ue< | f(x) dx.

n+l

Le résultat découle directement du passage aielim

8. Autres problemes

Remarque 8.1

Quand on considere des sommes finies, les probldiaesociativité et de commutativité sont
relativement simples. Lorsque nous considéronsdesne infinies (qui viennent d'étre définies emeer
de séries convergentes), le probleme est diff@ielels réponses a ces problemes sont nuanceées.

Par exemple, nous avons déja vu que la série ohe tgénéral<1)" ne converge pas.
Pourtant, si I'on réunit les termes deux par demxa , pour tout entier,

2n+l n
kz: (_1)k - kz[(_l)Zk + (_1)2k+1] — O
=0 =0
On serait tenter d'en conclure que lorsgtend vers l'infini cette somme donne la limitelaleérie

3'(-1)" ce qui est faux.

Voici une autre fagon de faire : on suppose ques&tee de terme générall)" converge et quSest sa

somme. Onador®=1+(-1)+1+(-1)+1+(-1) +.......
=1+(C-DA+CD)+1(-1)+1+....]
=1-S

L
o
c
(0)]
|
[

== 11
2

Une question qui se pose est donc de savoir quapeut rassembler les termes d'une série par "blocs
sans en changer sa nature ou sa somme.

Propriété 8.2

Soito une application strictement croissanteéNddansN.
a(0) a(n)

On considére les sérigsu, Xtv, @& X Ucetv,= Y, U, pour tout entien> 0.
k=0 k=¢(n-1)+1

. Si la série), u, est convergente, il en est de ménia sié&rie) v, .
. Si u est une série réelle a termes positifs, les sgiigset)’ v, ont méme nature.
Dans les cas de convergence simultanée, xig= Y. v,
n>0 n>0
Démonstration

a(p)

P P
Pour tout entiep, on poseS, = uc €8, =2 Vi = X U =S,
k=0 k=0 k=0

. La suiteS'est une sous-suite &
Donc, siSconverge, il en est de mémeSlavec une limite commune.
. Siu est une série réelle a termes positifs, les s8igdS' sont croissantes.

Si Sest convergente, elle est donc majorée et il ed@®g nécessairement de méme @ur
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Remarque 8.3

Il existe d'autres cas ou il y a équivalence datenvergence de la séfeu, et celle de la €ng

# lim u, =0 et les longueurs des "tranches” sont bornéeskieR " / VneN, o(n+ 1) — o(n) < k.
# Tous les termes d'une méme "tranche" sont de rsi@gme.

Propriété 8.4

Soit (A)io une partition deN.
Soit Y’ u, une série convergente a termes positifs.

AlorsY. > u, =Y u,.
n=0

iel neAj

Définition

On dit qu'une sérig, u, est commutativement conveegsirgt seulement si, pour toute bijectipde

N, la séried;, u,;, est convergente.

Remarque 8.5

L'idée est simplement d'intervertir I'ordre desrnes.

Exemple et contre-exemple 8.6

n+l
. La série de terme général= ( 13 converge vers IA. C'est un série semi-convergente.
1,1 1.1 1.1 1.1_1.,1
OnadoncinZz1- S*t3 atE 677 8t9 it iI T
On considere l'applicatiop : N* — N*
3p+1—2p+1.

p+2—2(2p+1)-1=4p+2.

3p+3—2(2p+2)=4p+4.
On vérifie aisément que est bien une bijection.
¢o(1)=1,9(2)=2,9(3)=4,0(4) = 3, cp(f) 1 6, cp(6) 8, .

1

. 1. 1. -1
La suite (ym)nen €St la suite I,?,T,g,F,g, v Pp+1'dp+2 Ap+ 4
3p+3
441 1.1 _1_1 1 1 1
LUw=1-5"4+37"6"8" "o+l dp+2 dp+a
_1_1.1_1 1 1 _1(;_1,1_1 1
=27 4%Y678Y ~Tap+2 p+a 21727371

+
De facgon plus générale, au passage a la IlmltebUBntllm Z Uy = %I 2.

Donclim Z Uyt # lim Z Uy .
P o =

(=1)"

Jn

On considere l'applicatiop : N* — N*
p+1—2(2p+1)-1=4p+1.
3p+2—2(2p+1)-1=4p+3.
3p+3—2(Pp+1)=2p+2.

On vérifie aisément que est bien une bijection.

?(1)=1,9(2)=3,90(3)=2,0(4)=5,0(5)=7,¢(6) =4, ....

. La série de terme général= est semi-convergente.
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11.—1—11..—1.—1.1.
T T w5

On considére la sérig v, obtenue en sommant par bo8s

La suite (iyn)nen €St la suite +

-1 -1 1 1 1 1
On av, = + + = 1- _
P \/4p—3 \/4p—1 [2p  [2p /2_2% / -%
1-J2 .
Orlim - =-,2 doncv, ~ (de signe constant).
p+oo \/2__p \/2__ /2n

On obtient enfin que la sér)¢ v, diverge. Il en estriéme de la SérE u,q
Propriété 8.7

Une série numérique est commutativement convergemteseulement si elle est absolument
convergente.
Dans ce cas, la somme ne change pas en modifiedrel'des termes.

Remarque 8.8

On s'est intéressé a une somme infini de termegrdl@eme peut se poser de fagon similaire a un
P

produit infini de termes. Par exemple, pour duku, st uae limite finie quang tend vers l'infini, il
k=0

faut que lim u, =1 . Cette condition est nécessaire maisuofiisante. Une solution consiste a remarquer
gue d'un produit, on peut se ramener a une sonmmgilisant les logarithmes s'il n'y a pas de tesme

négatifs ou nuls. En effdn(l_[ akj =Y Inay
k=1

k=1

Remarques 8.9

. Une extension des séries se trouve dans les lisiesommes doubles ou triples et aussi des
sommes non dénombrables.

. La méthode que nous avons utilisée pour définirsdaesmes infinies semble naturelle.
Pourtant il existe d'autres types de convergenae e Série. u, :
# Au sens de Cesaro.

La somme si elle existe €St lim (Z SkJ : c'est la moyennesdesnes partielles.

En considérant ce type de limite, on a l:ﬁSem% quandu, = (-1)".
# Au sens d'Abel.
La somme si elle existe eSE lim D, u,r"

r-1 -
el n=0

Certains disent que ces deux types de convergent®lsis "fines" que la classique dans le sens
ou elles fournissent des convergences a des sgiesen ont pas dans la méthode classique.

+o0
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