Séries trigonometriques

1. Généralités

Définitions 1.1

Soient @n)nen €t On)nen deux suitegomplexes.

On appelle série trigonométrique toute sér)e.{ de fonctions d® dansC dont le terme général est

défini surR parf.(t) = a,cosnt + b,sinnt  (1).

Remarques 1.2

. Les séries trigopnométriques sont, comme les sénares, des séries de fonctions d'une forme
particuliére.
o Avec les notations de la définition 1.1, on a, piourt réelt, fo(t) = a, ethy n'intervient pas.

On supposera donc gbe= 0.
Propriété 1.3
Le terme général d'une série trigonométrique péatiee :

VtelR, fo(t) =) etfn(t) = Cneint + C_ne—int S| n>1 (2)
On parle alors de la séde(c.e™ +c_,.e™)

Démonstration
int —int int _ o-int ia-int _ jqint i
Puisquecosnt:i esinnt = £ Zf =1e 5 '€ on obtient
int —int ja-int _ jqint - ) + .
fit) = 2, S EE + b, 1€ IO - 20D gy o o g
2 2 2
_ & —iby
Il suffit donc de posera; = ¢o, b =0 et a %rib sin > 1 pour obtenir la forme voulue.
Cp = n n
2

Remarques 1.4

Avec les notations de la définition et de la préfgi:
. La forme (2) est appelée la forme complexe deria sggonométrique et la forme (1) est appelée
la forme réelle méme si, rappelons-le, les coeffitsa, etb, peuvent étre complexes.

. En cas de convergence, la somiyg.e™ + c_,e™) peut étre nNgtége™
n>0 n=—o
Cette notation correspond a une série dite a darifée.
an=C,+C._ - 3
o On a{ b” _ (; C” )i poun > 1. On peut donc facilement passer d'une formaufrd.
n—\tn "L
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. Pour tout entien, la fonctionf, est infiniment dérivable siR et est 2-périodique.
En particulier, si la série numériqde(a,cosnx + b,sinnx) converge pour un réglet siSest sa
somme, alors la série numériqdiga,cosn(x + 2m) + b,sinn(x + 2m)) est convergente de méme
sommeS. Ce que I'on peut aussi traduire aussi par : emleaonvergence, la fonction
S(X) = X (C.e™ + c_,e™™) est Zepériodique.

n>0

2. Convergence
Propriété 2.1

Soient @)nen, (On)nen €L Co)nez trois suites complexes.

On considere une série trigopnométrique des formewalentes (1) ou (2).

La série de terme général |+ |b,| (pourn > 0) et la série de terme géenémal |+ |c-n| (pourn > 0) sont
de méme nature.

En cas de convergence, la série trigonométrig(me™ + c_,e™) t noemalement convergente fRir

Remarque 2.2

Les hypothéses de convergence sont vérifiées séless), a, ep. b, sont toutes les deux absolument
convergentes ou si les sérigss, et sont toutedel@s absolument convergentes.

Démonstration

On a po|+[bn| = Icnirk;lnl + I(Cn—%n)i |< |G| +|Con[+]Cn = Con| < [Ca|+]Cn]+[Cal+[Con| < 2(Ca | +]Conl)
- + + +
ot |Cn|+|&n|:‘an 2! n| 4| 8n 2! n| 12l 2Ibnl 4 lal 2Ibnl < |au|+|bn].
En cas de convergence, on obtient directemenstétad puisqued,cosnt + b,sinnt| < |a,| + |b.| YneN
etVteR et puisque les sérigs(a, cosnt + b, sinnt)  X(c,e™ +c.,e™)  sontles mémes.

Exemple 2.3

L. . 1
La série de terme gene»ﬁi cosnx —\/F SINNX est normalement convE’rgeer.
Rappel 2.4 Reégle d'Abel

~ p . ,
Soite une suite de nombres complexes telle que, potiettierp, la sommes, =Y, e, soit bornée.
k=1

Soitu une suite de nombres positifs, décroissante geqdivers 0.
Alors la série), e,u, est convergente.

Corollaire 2.5

Soitu une suite de nombres positifs, décroissante geqdivers 0.

Pour toutxeR \21Z, les séries numériqu@s u,e™ >, u,cosnx Xtu,sinnx  sont convergentes.
Ce qui signifie que les séries de fonctignsi,e™ ., y,cosnx > et, sinnx sont simplement
convergentes sur tout intervalle de la form&m@k+2)r{ ou keZ.

De plus, la convergence est uniforme sur tout walér de la forme [R+a;(2k+2)t—a] oukeZ et
acR vérifie 0<a <TL
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Remarques 2.6

. La convergence est donc uniforme sur tout ferméé@rompact) de Krt(2k+2)rf VkeZ.
o Six = 2kn aveckeZ, alors la sérig u,e™ est la série numérigue,,
. Etant donné la périodicité, il suffit souvent davailler dans un intervalle de longueuat 2

Généralement, le plus simple est ;2

Démonstration

p p p p
Remarquons d'abord qdeu, coskx = Reg Y. uke“‘xj et Que, sinkx = Im(Z uke"‘xj
k=0 k=1

k=0 k=0
La convergence de la séfteu,e™  implique donc celledées autres.

p

2 eikx

Six=2jt avecjeZ, =p+1.

=0
p p p
Six=(2j+1)r avegjeZ, ‘Z e =X (-1)¥| =1 sip est pair e}z el =0 gpest impair.
k=0 k=0 k=0
P i(p+1) P+ (P! i(pr)¥. sin (p+ I
. . . il — g p+1x_1‘ _ ‘ g p+1)x/2 g p+1; 2_e—| p+1)x/2 _ | aipe2 2
Si,0jeZ, x#jr, alors g})e =|TeoT | =T e X~ g ez = |eP? x sin%
Sln§

SixeR\2rZ, nous sommes donc dans les hypothéses de ladfdblel et la sérig, u,e™ converge.

Remarquons maintenant quexs2kr+a;(2k+2)m-al, anrs%e[kn+%;(k+ 1)n—%] etsin® > sin%.

p

Z eikx

k=0

n+p

_la . Sion pos&* = > ue*™ |, en utilisant la substitutiokbel, on obtient
Sin—+ k=n+1
2

Donc <

. Puisqudim u, =0 , on en déeduit que, pour tout &geh peut trouver un entiét

|Sﬁlﬁzun+lx .1(1
sin=

2

tel que,(0p= 0, sin> N alors

n+p

2 ukeikx
k=n+1

<¢ et ceci pour toutk[2km+a;(2k+ 2)mT—a].

Exemples 2.7

. La serie % converge pour toxi R \2nZ et elle diverge poux = 2kn oukeZ.

o La série), &nnx converge pour toxgR.
En effet, six = 2kr aveckeZ, cette série est la série nulle.

Corollaire 2.8

Soient @)nen, (On)nen €L Co)nez trois suites complexes.

On considere une série trigopnométrique des forrewalentes (1) ou (2).

Si les suites de terme généraetc., (pourn> 0) sont des suites de nombres positifs, décrdissat
qui tendent vers 0. Alors les séries trigonoméasi(a, cosnt + b, sinnt) ou) (c,e™ +c-,e™™) sont
simplement convergentes sur tout intervalle deldmé [Xig(2k+2)1] oukeZ.

De plus, la convergence est uniforme sur toutwalés de la forme [R+a;(2k+2)t—a] oukeZ et
aeR vérifie 0<a <T
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3. Somme d'une série trigonometrique et opérateurs

Corollaire 3.1

Soient @n)nen, (Dn)nen €1 Co)nez trois suites complexes.

a. Si la série de terme généml| |+ |c-n| (pourn > 0) est convergente alors la somme de la série

trigonométriqued.(c.e™ + c_,e™) est continue dRir

Si la série de terme généml|H |bn| (pourn > 0) est convergente alors la somme de la série

trigonométriqued_(a, cosnt + b, sinnt) est continue SRir

b. Si les suites de terme génarabtc, (pourn > 0) sont des suites de nombres réels positifs,
décroissantes et qui tendent vers 0, alors la sodente sérig_(c.e™ +c_,e™) est continue sur
tout intervalle de la forme k2t (2k+2)r{ ou ke Z.

b Si les suites de terme géneaaétb, (pourn > 0) sont des suites de nombres positifs,
décroissantes et qui tendent vers 0, alors la soden& séri©’(a, cosnt + b, sinnt) est continue
sur tout intervalle de la forme K& (2k+2)m] ou keZ.

(of Si les sérieg, nc, et); nc., sont absolument convergentes (il en est de mémsétie’, ¢, et
> c.,) alors).(c.e™+c_,e™) est dérivable si et sa dérivée e3t(inc,e™ —inc_,e™)

n>0

n>0

a.

c. Si les série§_} na, etY, nb, sont absolument convergentes ai&, cosnt + b, sinnt) est
dérivable suR et sa dérivée et (—na, sinnt + nb, cosnt) "

d. Si les sérieg; ¢, et); ¢, sont :lgsoxlument convergentes, alors, pour telikyéa série
> [(c.e™ +c_,e™)dt converge ver$ E}(cneint +C_pe ™)t

d'. Si ies séried’ a, et), b, sont absolour;wexnt convergentes, alors, pour telikyéa série

Y [(a.cosnt +b, sinnt) dt converge ver§ Y. (a, cosnt + b, sinnt) dt
0 o n=0

Propriété 3.2

SoitY; a,z" une série entiére de rayon de convergencauld et de somm&(2).
Alors, Vr€]O;R], la série trigonométriqu®; a,r"e™ converge normalemenRsversS(re) .

Démonstration

Pour tout réek, la,r"e™| < la,r"| et la séri©; a,r" est absolument convergente.
De plus, on a"e™ = (re*)" .

Remarque 3.3

On peut ainsi former des séries trigopnométriqued Bosomme est connue et dont on peut séparer la
partie imaginaire et la partie réelle.

Exemple 3.4

Pour tout complexetel que £|< 1, on aﬁ = 1+22ﬁ =142z, 2"=1+2) 7"
n>0 n>1

) . + relx )
En remplacant parr € avecre]0;1[ etxeR, on obtlentﬁ =1+2) rre™ .
. . n>1 .
1+4+re* _ 1+4rcosx+irsinx _ (L+rcosx+irsinx)(1—rcosx+irsinx)
1-rex " 1-rcosx—irsinx = (1-rcosx—irsinx)(1—rcosx+irsinx)
_ (1 +irsinx)? —r?cos’x _ 1-r2+2irsinx
(1-rcosx)2+r2sin’x ~ 1+r2—2rcosx’

De plus,
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Onadonc: 1+2) r”cosnx=Re(l+22 r”ei”XJ:R 1+refXj 1-r2 ot

1 ] 1-rex 1+r2-2rcosx

: i 1+re‘x) 2r sinx
+ n = + ngnx | = ( — | = .
1 Zgir sinnx Im(l Zglr e J Im T=rex 1972 21 Coox

4. Développement en série trigonometrique
Propriété 4.1
Soient @n)nen; (Dn)nen €1 Co)nez trois suites complexes.
On considere une série trigopnométrique des formewalentes (1) ou (2).
Si cette série converge uniformémentRugt siSest sa somme i®x) = >.(c,e™ + c_,e™) VxeR,
n>0
2n
alorsona: a &= 2—1n { Ste™dt DkeZ.
2n
-1
b. a-= 27[2 £ S(t) dt
ac=~ [ S(t)cosktdt sik> 1.
0
2n
c. b=+ [ St)sinktdt.
0
Remarque 4.2

On peut remplacer les intégrales de Gt@par des intégrales deaa + 2rmquel que soit le réel.
En effet, sig est une fonctlomi-perlodlque intégrable sk, en utilisant le changement de variable

2n+a
u=t - 21 pour tout réeh, on a f g(t)dt = j g(u)du .

2n+a 2nta

Donc j g(t)dt—j g(t)dt+§ g(t) dt + ] gt)dt = - j g(t)dt+j g(t) dt + j g(t)dt = ] g(t) dt.

Démonstration

a. Remarquons en premler lieu que pour tout cadiphaiers relatifsg,g), on a :

Sip=-q, alorsj e dt = j ld=2x.

=1 1
] p+q _p+qg -0

Sigx) = Z(cne'nX +C€ '”X) alors, pour tout entier relakf Sx)e™ = >’ (c,e™e ™ + c_,e™e ),

n>0

Sip=-q, alorsj Pl gt = j (Pt gt = [ 5+ 1 g€

2n 2n 2n

Donc, | S(t)e ™ dt = | Z(cne'“xe ket ceimet) dx =Y (coe™e ™ + c e e i) dx
n>0 o

2n 2n
= Z{ f e™e o dx+c., j e g dx] ck | ele dx = 27cy.
n>0 0

2n

b. =co= 5= | St

0

2n
&= Gt Cae = 5 jS(t)e'kth—jS(t)e'ktd io|t sik> 1.

He
C. bk — (Ck — C_k)i = 2_7'C j S(t)e—ikt dt — i j S(t)e'kt dt = 7]'5 j‘ e - e ikt
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Corollaire 4.3

Soient @n)nen; (Dn)nen €1 Co)nez trois suites complexes.

On considere une série trigopnométrique des formewalentes (1) ou (2).

On suppose que cette série converge uniformémeiit stiqueS est sa somme.
SiSest paire, alorb, =0 e€t,=c, pour tout entier

SiSest impaire, alora, =0 et,=-c, pour tout entier

Démonstration

s

D'aprés la remarque, en prenart — T, on obtienb, = 7 j St)sinktdt eby = % j St) cosktdt (> 1.

Si Sest paire, la fonction— St)sinkt  est impaire ddn@ 0
SiSest impaire, la fonction— St) coskt  est impaire danc 0

5. Séries de Fourier
Définition 5.1
Soitf une fonction définie suR, 2repériodique et continue par morceaux.

On appelle série de Fourier tlia série trigonométrique des formes équivaleritesy (2) dont les
coefficients (appeles coefﬁments de Fourief)dérifient :

a. j f(t)e ™k dt OkeZ.
_
b. Ao = 2_723 g f(t) dt
2n
=L [ f(t) cosktdt sik> 1.
0

2n
c. b=+ [f(t)sinktd.
0

Remarque 5.2

Les problemes qui se posent a nous sont les saivant

- Etant donné un réel, la série de Fourrier d'une fonctiboonverge-t-elle er,?
- Si oui, quel rapport y-a-t-il entre la somme dedaie ef (X))?

Lemme 5.3

Soitf une fonction définie suR, 2repériodique et continue par morceaux.
Les coefficients de Fourler devérifient : I|m a, = I|m b, = I|m cn = I|m Cc.,=0.

Plus généralementim jf(t)emdt— lim jf(t)cosudt_ lim jf(t)smtdt_o va,beR.

Notation 5.4

Si les limites existent, on noté, + 0) = Itirtn f(t) etf(to— 0)= Itirtn f(1).
—10 —10

>to t<tp
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Propriété 5.5 Théoréme de Dirichlet

Soitf une fonction définie suR, 2r=périodique et continue par morceaux.

Si les limites lim o + ) ;f(xo *0) elim fxo + ) ;f(xo ~0) existent et sont finies, alarsérie de

h-0
h>0 h<0

Fourier def converge em, et a pour somm%[f(xo -0) +f(xo+0)] en ce point.

Remarque 5.6

En particulier, sf est dérivable er,, alors la série de Fourier ieonverge vers(xy) au pointxo.

Démonstration

Soient €.)nz les coefficients de Fourier de

On pose $(f)](%) = i crelo = kp{ ] f(t)e dt [eloo

j 2 f(t)e"keo dt = j f(t) 2 e kt-x0) (it
0 k=p 2n 0 kep
En utilisant le changement de variable t - x,, on obtient :

[S(O10%) = jof(u+xo) % ema

2_
71 p
_ % j (U + Xo) Z ek du caru— f(u+xo) X, e™ estpériodique.
- k:_p

k=—p

p
Siu=2jmavegeZ, alors), e =2p+1.
k=-p

. (2p+2Lu . (2p+1Lu
2 sin——5——  sin-—————
Siu# 2jmtpour toutjeZ, anrsZ giku = g7iu Y griku = gripu ¢ @ipu ¢ —4 = —4
k=—p k=0 sins siny
. (2p+2u
sin~———5——
De plus,lim —U =2p+1.
u-0 sins
P
L'applicationu — Y, e® est une fonction paire continue et Bonc surfrgr.
k=-p

s

p
On af Z eidu= > je"‘“du— Z jcosku+|smkudu

0 k=p k——P 0 k==p o

T p T
= Z | cosku +i S|nkudu+j 1du+Y | cosku+isinkudu
|Fppno 0 kglg
=Y, | cog-ku) +isin(-kyudu+7 + ¥, | cosku+i sinkudu
k=1 o k=1 ¢
p T p 7
=g+ f cosku—isinkudu + Y. j cosku + i sinkudu
k=1 o k=1 o
p T
=7+, f coskudu
k:[;L 0
_ 1 " _
=7 +k:§_’,p[ i smku] =
= sin (szl)u
En particulier, 2t= j Z e*du= | —§—du
Ly S sing
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in (2p+2)u

f(Xo — 0) +f(Xo + O R S f(Xo — 0) +f(X, + O
(50100 - =000 L L i F— gy =00
Sin—(2p+1)u ‘
_ 1 2 _ f(Xo = 0) +f(xo +0)
- o _j;zf(xo"'u) sin% du 2 X 27
. (2p+1)u (2p+ Lu
n sin-——5—— _ nsin-——pg——
_ 1 2 _ f(xo = 0) +f(xo +0) 2
= o _j;zf(Xo+U) sind du 5 j it du
: sin(2|0+1)u
T f(Xo = 0) +f(xo +0 2
=2—1n_§(f(xo+u)— t )2(0 ))x sinﬁ du
" 2
i in(2p+1u 2+ hu
1 n(f(xo+u)—f(xo O)J 2 du+ (f(x0+u) f(xo+0)) 2
Zﬂ_jn 2 sins ! _f,z 2 sins
Or, d'aprés le lemmdém j f(X°+;)Smfl(JX° )xsin(Zszrl)u du=0.
, f(xo —0) +f(Xo + 0
Doncim [Si(Dlx) = o= 3
Propriété 5.7 Théoréme de Parseval

Soitf une fonction définie et continue par morceauxsary.
Soient (an)ndN, (Br)nen €t Co)nez Ies suites complexes des coefﬁments de Foudér d

Alors : jlf(t)l dt = 2nlcol” +2n 2(|cn|2 +lcal?) = 2nlaol* +7 2(|an|2 +1byl?).
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