Structures algebriques

1. Lois de composition

Définitions
. SoitE un ensembile.

Une loi de composition interne skrest une application dex E dansE.
. SoientE etF deux ensembles.

Une loi de composition externe a gauche (respodedrsurkE a domaine d'opérateursest une
application dé- x E dansE (resp.E x F dansE).

Notation

Si T est une loi de composition interne Buon notexTy pour T,Y).
De méme, on nota L x pour(a,X) dans le cadre d'une IQiexterne.

Définition
On appelle magma tout ensemble muni d'une loi dgposition interne.

Remarque

Hormi les cas concernant les lois usuelles, oniggé toujouts la loi considérée pour le magma.
Exemples et contre exemples

J Soit.” I'ensemble des points du plan.
Soit T I'application qui, a tout couple de poimsB), associe le milieu de segmeAt B
(., T) est un magma.
. Soit E = {fonctions numériques définies sRra valeurs danR ;}.
Soit T lI'application qui, a tout couple de foncBdhg) deE x E, associe la fonctioh définie par
h(x) = (Inf(x))* + (Ing(x))* + 1.
(E,T) est un magma.
. SoitN I'ensemble des entiers naturels.
Soit I'application exp n(p) — nP
(N,exp) est un magma.
. Le produit scalaire sur les vecteurs du plan oledpace n'est pas une loi de composition interne.
. SoitE I'ensemble des fonctions numeériques définiesGat.[
SoitF I'ensemble des entiers pairs.
Soit L I'application qui, au couple(f) deF x E, associe la fonctioh définie pah(x) = af(x) + 2.
1 est une loi de composition externe Eua domaine d'opérateurs
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. On peut aussi définir une loi se composition inégoar un tableau. Par exemple,
1:{a,b,g — {a,b,g définie par

Llalb]|c
ajCl|la]|C
blbla]c
c|blc|a
2. Monoides
Définitions

On dit qu'un magma&(T) est unifére ou qu'il admet un élément neutieesiE / VXOE, xTe=xTe=Xx.
On dit qu'un magme&(T) est associatif syx,y,ZIE,xT(yT2=KXTy) Tz

Un magma unifére associatif est appelé un monoide.
Exemples

Les magmas suivants sont des monoides :

. (N,+) ou+ est I'addition usuelle.

. (N,x) oux est la multiplication usuelle.

. (.7(E),v) ouE est un ensemble/(E) I'ensemble des parties Beet U la réunion usuelle.

. (.7(E),n) ouE est un ensemble/(E) I'ensemble des parties Beet l'intersection usuelle.

. (E,0) ouE est I'ensemble des fonctions numériques définieR €t o la composition usuelle des
fonctions.

. De facon plus généraler,0) ouF = EF = ./ (E,E) est 'ensemble des applicationstdéansE

et o la composition usuelle des fonctions.
Propriété
L'élément neutre d'un magma unifére est unique.
Démonstration

Soit (E,T) un magma. On suppose gu'il existe deux élénmeniges ete".

Ona eTe'=e care' est un élément neutre
eTe=¢ care est un élément neutre d'ou le résultat.
Définitions

On dit que deux élémentsety d'un magmaK,T) commutent ou sont permutables si et seulement
SiIXTy=yTx.

On dit qu'un magmaT) est commutatif si et seulement si tous les éldmeeE sont deux a deux
permutables.

Exemples

Les quatres premiers cas de lI'exemple préceédentieemonoides commutatifs; mais c'est faux paur le
deux derniers.
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2. Groupes

Définition

Un magma@,0) est un groupe s'il vérifie les trois conditiongvantes :

i)
i)
ii)

La loi * est associative c'est-a-dwa,y,Z1G, X * (Y * 2) = (X * y) * Z.
La loi * admet un élément neutre c'est-a-dig]G / VXOG, X * e=e* X=X
Tout élément est symétrisable c'est-a-ditd, ]G, IXOG/ X * X'=X'* X=€.

Si, de plus, la loi est commutative, on dit qugreupe est commutatif ou abélien.

Exemples et contre-exemples

Les magmas suivants sont des groupes :

(Zz,+) ou+ est I'addition usuelle.

(C*,x) oux est la multiplication usuelle.
SoitE un ensembleet sd{E) = {bijections deE dansk} = {permutations d&}

(S(E),0) est un groupe appelé groupe symetriquie.de

(E,+) ouE = {fonctions numériques définies dRif et+ est la somme usuelle des fonctions.
C'est-a-diref etg étant deux éléments @ef + g est définie, pour tout rég| par :

(f+9) () = () + 9g(x).

{0,1} muni d'une loi+ défini par le tableau suivant :

B O +
= O O
o r P

Les magmas suivants ne sont pas des groupes :

(Z,x) oux est la multiplication usuelle.
(R,x) oux est la multiplication usuelle.

Remarques

Rappel : L'élément neutre d'un groupe est unigonegdtticulier, un groupe est toujours non vide.
Le symétrique d'un élément d'un groupe est unique.

Tout élément d'un groupe est simplifiable.

Notation additive de la loi d'un group€G,*) = (G,+).

On note Q I'élément neutre dé.

On parle d'opposé a la place de symétrique et tn-nde symétrique d'un élémexi.e.
I'élément qui vérifix + (—X) = (- X) + X = e= 0s. Par convention, on pose.®= 0, 1L.x= X et,
pour tout entien> 2, n.X= X+ X + .....+ X (n fois) et £n)x= —(n.x).

Notation multiplicative de la loi d'un group€G,*) = (G,x).

On note % I'élément neutre dé.

On parle d'inverse a la place de symétrique etobexd* le symétrique d'un élémenxit.e.
I'élément qui vérifiex x Xt = X* x x= e= 1. Par convention, on pose= 1, x' = X et, pour tout
entiern> 2, X" = X x X x.....x X (n fois) etx™" = (xX")™* = (xH)".

La notation additive est plus souvent utilisée deargroupes commutatifs.

Dans le reste du cours, nous utiliserons de prétéra notation multiplicative.

Dans ce cas, nous noteronsla composition de deux élémentsty d'un groupe@,x).

Propriété

Soit (G,0) un groupe et sok un élément dé&.
Le symétrique d& est unique.
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Démonstration

On suppose qu'il existe deux symétriques &' etx"
X'*X*X":(XI*X)*X":e*x":x"
=X'*(XxxXx)=x*e=X

Remarques

. Si une loi* est commutative, pour vérifier qu'un élémeest I'élément neutre, il suffit
uniquement de vérifier I'une des deux relationsg = x oue * x = x pour toutx(JG,. L'autre
relation étant obtenue par la commutativité. De mgoour vérifier qu'un élémertest le
symétrique de, il suffit que I'on ait soik * X' = e SOitx' * x=€.

. Si (G,0) est juste un magma, on a:
a=b et a=b
= axc=b=xc = cxa=cxDh.
Si, de plus,G,0) un groupe, on a alors la réciproque.
car a*c=bxc = (axc)xc'=(b*c)xc" ouc estle symétrique de
= a*(cxc)=b=(c=*c)
= a=>b
Deméme: c*xa=c*b = c'x(cxa)=c'*(c*b) ouc' estle symétrique de
= (cxc)*xa=(c'*c)*Db
= a=>b
. Ona:R,*)estungroupeed+c=b+c < a=h.

On a: R,x) n'est pas un groupe (car 0 n'est pas inversbl@dnca*c=b=*c » a=h.
Propriété
Soit (G,0) un groupe. Pour tous les élémenttb deG,ona:a*b)y*=b**a*

Démonstration

(a* b)™ est par définition I'uniguélément dé&s qui vérifie @+ b)™* * (a*b)=(a*b) * (a*b)™=e
Or p'+*af)*(axb)=b*=*(@'+*a)*b=b'+*exb=b'+xb=e

et @*b)*x(bt*a)=ax*x(b*b)*al=axexal=a*xa’=e

Remarque

Dans le cadre de lois non commutatives, les défivstd'élément neutre, de symétrique, d'élément

simplifiable (et autres) peut étre données en s@pas cas a gauche et a droite.
Par exemple a*c=b*c < a= bsignifie quec est simplifiable a droite.

Propriété

Soit (G,x) un groupe¥n,peZ,VxXG, X'"P=x"x X" et xX"*P= (X"

Démonstration
. n etp strictement positifs X" X XP = (XX XX ... X X) X (XX XX ... X X) = X"P,
nf'ois pf'ois
. n etp strictement négatifs X" x xP = ((X™) x (X 1) x ...x (x ) x (x 1) x (X)X ... x (X71) = x™P,
nf'ois pf'ois
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. n positif etp négatif avec :

. N=p X"XXPZXXXX..XXX(X)Xx(X)X..x(X1)=e=1s=x
n fois ) n fois ’
. N>p X"XXP=ZXXXX .. XXX (X)X (X)X X (X)) =XXXX ... XX=X"P
n fois S p fois ! n-p fois
. N<p X"XXP=XXXX .. XXX (X)X (X)X x (X)) = (X ) x (X)) x...x (X)) =x"P
n fois p fois p—n'fois
. n négatif e positif : idem.
Remarque

En notation additive, cela donne :
vn,peZ, VXOG, (n+ p)x= (nX) + (pX) et (1 x p)x=n (pX).

Définition

Soit (G,0) un groupe. SoiH 0 G etH= .
On dit queH est un sous-groupe d&,() si et seulement $i est un groupe pour la Isiinduite.

Exemples

. (Z,+) est un sous-groupe @R ,+).

. 27 = {2k ; keZ} est un sous-groupe d&,+).
. (Z* ,x) n'est pas un sous-groupe(ie ,x).

Propriété

Soit (G, ) un groupe noté multiplicativement. Sbiic G.

Les propriétés suivantes sont eéquivalentes :

(1) H est un sous-groupe &

(2) H=J, H est stable par la loi d& et VxOH, on ax™*H.
(3) H=O etVvx,\{IH, on axy'0H.

Démonstration

Q)= (2 evident
(2)= (3) evident
)= (1) Associativité : découle de celle Ge
Elément neutre :VxOH, xx '0H = eH.
Symétrique : VxOH, ex'0H = x™0OH.
Loi de composition interne :vx,y(OH, on ay'[0H et doncxy = x(y ') *0H.

Remarques

. SoitH un sous-groupe dg.
L'élément neutre dd et le méme que celui d&
Le symétrique d'un élément Hieest le méme dart$ que dans.
. Si la loi deG est une loi notée additivement, on a :
(2) H=zJ, H est stable par la loi d& et VXx[OH, on a—x[IH.
(3) HzJ, VX, y{IH, on ax — y[IH.

Francis Wlazinski 5



Exemples importants

SoitG un groupe. Les ensembleg} £t G sont des sous-groupes@e
Tous les autres sous-groupes sont dits propres.

Propriété

Si (K, est un sous-groupe dd,() et si H,0) est un sous-groupe dg,() alors K,[) est un sous-groupe
de G.D.

Exemple

Soit.” I'ensemble des points du plan.

L'ensemblél des transformations (bijections du plan) du plaminde la loi de composition usuelle des
fonctions est un groupe.

L'ensembld des isométries est un sous-groupd de

L'ensemble des translations est un sous-groupe de

L'ensemble des rotations d'un centre commun esbus-groupe die
L'ensemble des déplacements (conserve les angedés) est un sous-groupelde

Démonstration
Trivial + remarque sur la loi.
Propriété

SoitG un groupe et so(H;),, une famille non vide de sousHges des.
Alors Iﬂl H; est un sous-groupe Ge

Démonstration

. vill (= <), edH; doncee@I HidoanI Hi = .
. Soitx ety deux éléments Cﬂ H; vill, x etydH; doncxy *0OH;. D'ouxy‘leiﬁI H;.
Remarque

En général, la réunion de 2 sous-groupes n'esirpasus-groupe.
Par exemple, ona Z2est un sous-groupe dé.{) et 3 est un sous-groupe d&, ).
Si 27 v 3Z était un sous-groupe d&,¢), on devrait avoir 2 3127 U 37Z.
Or 5 n'étant ni un multiple de 2, ni un multiple3len'appartient pas &2 3Z.

Propriété

Soit G un groupe et sod un €lément d&. Il existe un plus petit sous-groupe@eontenant. Ce
sous-groupe est appelé groupe engendré paest noté g&).

Démonstration

Soit Hi)io I'ensemble des sous-groupes@lgui contiennend.
Cette famille n'est pas vide darappartient a cette famille et gy Iﬂl H;
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Propriété

Soit G un groupe dont la loi est notée multiplicativemeingoita un élément dé.
Onagr@)={..,a?% a%1l,ad, ..}={d ouiez}.

Démonstration

() OnposeE={..,a?% at 1l,a & ...} Il suffit de montrer qu& est un sous-groupe &
o Puisque I'on a bieR qui contienta, E = &.
. vx,yOE,3n,peZ | x=a"ety=a". On axy ' =a" " [JE.

(o) Puisque gi) est un sous-groupe qui conti@nigr(@) doit étre stable par inverse et composition.
Donca™lgr(a) etvVneZz, a"Ogr(a).

Exemples
o (2Z.,+) est le sous-groupe d&.f) engendré par 2.
) (Z,+) est le sous-groupe dR () engendré par 1.

o Dans C*,x), gr@)={1,1,-1,-1 }.
Remarque

On peut généraliser cette définition & une patipielconque d'un grouge: il existe un plus petit
sous-groupe d& contenani.
Ce sous-groupe est appelé groupe engendré& gaest noté g#).

Propriété

SoitG un groupe dont la loi est notée multiplicativemeinsoitA une partie d&.
On noteA™ = {x* ouxUA}. Ona gr@)={a; &, ....a,ouneN eta e AU A™}.

Démonstration

() OnposeE={aa..aouneNetaec AUA"}
Il suffit de montrer qu& est un sous-groupe &
o Puisque I'on a bieR qui contienta, E = &.
. vx,yOE, 3n,peN et a, a, ...., &, by, by, ....,0, € AU A™ tels que :
X=a; d....adn ety: bl bz bp
D'ouxy”' = a1, ... anb;tbY ... bit.
On a bierxy ' OE car bjte AUA™ Vi=1n.
(®  Puisque grf) est un sous-groupe qui contiengr(A) doit étre stable par inverse et composition.
DoncA' c gr(A), AUAcgr(A) etvVneZ, a; @, ....a, € gr(A) siae AUA™

Exemple

Dans Z,+), on considerd& = {2,3}. On a gr@) = Z.

Définition

Soit G un groupe et soA une partie dé&.

On dit queA est une partie génératrice @esi et seulement si gj = G.

En particulier, on dit que le groupe est monogénaesplus, on a cardj = 1.
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Exemple

(Zz,+) est monogene car gr(2)Z.

Définition

Un groupe est dit cyclique si et seulement sitinegnogéne et de cardinal fini.
Exemples

. ({1,1,-1,-i},x) est cyclique.

. Zpz est cyclique.

. Soitp un entier non nul. Dans le plan cartésien mumi tépére orthonorm40,7,7) , I'ensemble
des rotations de centéet d'angIeZTk” KeZ) muni de la loi de composition usuelle des
fonctions est un groupe cyclique.

Remarque

Un groupe cyclique est donc un ensemble de la f¢ima, &, ... ,a’} ou a est un élément du groupe.
Définition

Soit (G, ) un groupe d'élément neutre 1 et gaih élément d&.

On définit I'ordre dex (noté ordref)) par :  siVneN*, Xx'= 1 alors ordre() = +w
sinon ordreX) est le plus petit entier non nutel quex’ = 1.

Exemples

. Dans ({ 1,i, -1, -i },x), ordre(1)= 1, ordret1) = 2, ordre{) = 4 et ordrefi) = 4.
. Dans Z,+), ordre(1)= +, ordre(3)= +w et ordre(0)= 1.

Définition

Soient G,0) et G',*') deux groupes.

On dit qu'une applicationde G versG' est un morphisme de groupes si et seulement si :
Ox YOG, f(x * y) = f(x) = £(y).

Exemples

. f: R+)—> (R*Xx)

X — expXx
. g: R*x) > (R,+)

X+— In|x|
. h: (C*x)—> (C*x%)

Z—Z
. Soient G,0) et G',*') deux groupes d'éléments neutres respextis’.

i (GO - (G)*)
X+— €'
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Remarques

Un morphisme d'un ensemble dans lui-méme est appetd@domorphisme.

Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme.

Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphis

Deux groupes sont dits isomorphes s'il existe am@phisme de I'un vers l'autre.

Exemples fondamentaux

o Soit (G,0) un groupe noté multiplicativement et soiin élément dé&.
k: Z7+) - (GO
x"sin>0
n- 1sin=0 on vérifie qudy est un bien un homomorphisme de groupe.
(x1)"sin<0
o Soit (G,0) un groupe noté additivement et soiin élément d&.
k: Z7+) - (GO
nxsin>0
n- 0sin=0 on vérifie que est un bien un homomorphisme de groupe.
(-n)(-x) sin<0

Remarque

On pourra parler aussi de morphismes de magmas modoides.
Par exemple, ¢t est un ensemble, I'applicatibn(.7(E),v) — (.(E),n) est un morphisme de monoide.
X'—> CEX

Propriété
Soient G,0) et G',*') deux groupes d'éléments neutres respeetit’.

Soitf un morphisme de groupe GeversG'.
Alorsf(e) = e

Démonstration

f(x)=f(x*xe) = f(x) =" (e
=f(exx) = f(e) ' f(X)
C'est-a-diref(e) = €' a cause de l'unicité de I'élément neutre.

Propriété

Soient G,0) et H,V) deux groupes.

Soitf un morphisme de groupe @GeversH. Alorson a :
. vxOG, f(x™) =[f(x)]™*

. vxaG, VneZ, f(x") = [f(X)]"

Démonstration

. e'=f(x*x?) =f(x) Of(x?Y
=f(x**x) = f(x) Of(x)
C'est-a-diref(x™) = [f(X)] * a cause de l'unicité du symétrique.
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. léreétape : sin> 0, on utilise une démonstration par récurrence :

e vrai au rang O : par conventigh= e

e ON SUPpPOSE vrai au rang

FOC) = F(x % X) = (X7 * £() = [f()]" O F(x) = [f ()]
2emeétape : sin<0

fO) = F[(XH)™] = [FOXH]™ = [FO)™ ™ = [F(¥]"

Remarque

En notation additive, cela donne :
o vxOG, f(=x) =-f(X).
o vXOG, VneZ, on af(nx) = nf(x).

Propriété

La composée de deux morphismes est un morphisme.
La composée de deux isomorphismes est un isomanphis

Démonstration

Soient (G1,*1), (Gz,*,) et (Gs,*3) trois groupes.

Soitf un morphisme de groupe Gg versG..

Soitg un morphisme de groupe @g versGs.

Va,bdG,, (fog)(ax:b) =f[g(a*b)]
=f[g(a)*.g(b)] carg est un morphisme
=f[g(a)]*sf [g(b)] carfest un morphisme

Définition

Soit (Gy,*1) un groupe d'élément neuteet soit (5;,*,) un groupe d'élément neute

Soitf un morphisme de groupe @g versG..

On appelle image dect on note Inf I'ensemble image dec'est-a-dire :
f(Gy) = Imf={yldG, /3 xOGy; y = f(X)}.

On appelle noyau deet on note Kdr I'image réciproque deef} c'est-a-dire :
Kerf = {xOG, / f(X) = &}.

Exemples

. f: (z,+) > ({0,1},+)
p—0 sip= 2k keZ

p—1 sip=2k+1 keZ Kerf =27
. frR+)-> [R*x%)
X — expx Imf=Rx

Propriété

Soit (G1,*1) un groupe d'élément neugeet soitH; un sous-groupe ds;.
Soit (Gz,*2) un groupe d'élément neuteet soitH, un sous-groupe ds,.
Soitf un morphisme de groupe @e versG..

Alors f(H,) est un sous-groupe @ et f*(H,) est un sous-groupe .

En particulier, Inf est un sous-groupe @ et Kerf est un sous-groupe ¢.
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Démonstration

O f(H.) sous-groupe dé..
o ei[JH; donc f(e)) = eIf (H1). Doncf(H,) # J.
. Soientb, etb, deux éléments d€H,).
3 a1|:|H1 / b1: f(al) etd a2|:|H1 / sz f(az)
by *; (02)™ = (@) *2 (f(a))™
=f(a) *2f(a™)
=f(ar*: 32—1)
or a; *; a ‘[JH; carH; est un sous-groupe .
Donc b1 *5 (bz)_]'Df (Hl)
0 f(H,) sous-groupe dé;.
. e[1H, et f(e;) = & donce,df*(H,). Doncf(H,)=J.
. Soienta; eta, deux éléments de'(H,).
3 b1|:|H2 / b1 = f(al) etd szHz / bz = f(az)
flaw*1 ") =f(aw) *f(a™?)
= f(ay)*2( f(a))™
=by *; (bz)_l
or by *, (b,)™*H, carH, est un sous-groupe &.
Donca; *; & e f(Hy).

3. Anneaux et corps
Définition

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition metdr et(].
On dit que A, T,0) est un anneau si et seulement si :
i) (A,T) est un groupe abélien.
i) (A,00) est un monoide.
iii ) La loi L est distributive par rapport a la loi T.
c'est-a-dire  distributive a gauch&ix,y,Z1A, xO(yT2) = (XLy) T(xL2)
et distributive a droite: Vx,y,Z1A, (yT2) Lx=(yLX) T (zLX).

Remarques
o Un anneau n'est jamais vide
. Généralement la loi donnant la structure de gragp@otée additivement et l'autre est notée

multiplicativement.

Exemples

(Z,+,x) ou + etx sont I'addition usuelle et la multiplication udael
(D,+,x) ou + etx sont l'addition usuelle et la multiplication udeel
({0,1}, +,x) ou + etx sont les lois définis par les tableaux suivants :

+01 x 01
001 e 00O
110 101

({0}, +,x) ou + etx sont I'addition usuelle et la multiplication udeel
Cet anneau est appelé un anneau nul.
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. Soit E = {fonctions numériques définies drig
(E,+,X) ou + etx sont les lois usuelles :
(f+9()=f(x) +9(x) et
(f x g)(x) = f(X) x g(X) pour tout réek (f etg étant deux éléments &
On pourrait déterminer les éléments neutres poagcieie des lois.....

Notation

Soit (A,+,X) un anneau.

On note généralement O oul@lément neutre dé\(+) et 1 ou 1 I'élément neutre de\(x).

On parlera d'opposé pour le symétrique d'un élépaunt la [oi+.
On noteA* = A\ {04}

Exemple

Pour les matrices, on a dans7{(R),+,x) :

100 000
1=1;3={ 010 |et0=| 000

001 000
Définition

Un anneauA,+,x) est dit commutatif si la lot et commutative.

Exemples
. Les précedents exemples d'anneaux sont des anceaunxutatifs.
. Soit (G,+) un groupe abélien.

SoitEnd(G) = {endomorphismes d&}.

+ et 0 étant I'addition et la composition usuells fimctions.

(End(G),+,0) est un anneau qui n'est généralement pas catifnut
) (. 7n(R),+,X) que nous verrons plus tard n'est pas non plusmdatif.
Propriétés

Soit (A,+,X) un anneau.

a. VXOA, Ox x=xx0=0.

b. Vx,yOA (=X) xy=x%X(=y)=—(XxY).
C. Vx,yOA (=X) x (-y)=xxYV.
Conséquence

0 n'a de symétrique pour la bique si 1= 0.
Démonstration

a. VXOA, Ox x=(0+0)x x

=0xX+0xx
Donc 0x x= 0. Idem pour l'autre égalité.

Francis Wlazinski
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b. Vx,yOA Oxy=0
Oxy= X+ (=X))xy=xxy+ (=X)xy=0 donc £x) xy est le symétrique dexy.
xx0=0
xx0=xx(y+ (-y)) =xxy+xx(-y) =0 doncxx(-y) est aussi le symétrique ga&y.
C. VX, yOA (=X) % (=y) == (xx(=y)) = = (=Xxy) = xxYV.

Remarque importante

Soit (A,+,X) un anneaul.
Si I'élément neutre de la multiplication est le nreéguie celui de I'addition c'est-a-dire- D alors
VXOA, 1x=X car 1 élément neutre de la multiplication.

et Ix=0x=0 d'aprés la propriété précédente.

DoncVxOA, x=0 c'est-a-dird anneau réduit a un seul élément.
Un tel anneau sera appelé un anneau nul.
Les autres anneaux seront dits uniféres.

Définition

Soit (A,+,X) un anneau unifére.

On dit qu'un élément est inversible si et seulermeihadmet un symétrique par rapport a laxoi
c'est-a-dire xOA etxinversible < I XTA/ X x X'=X"'x Xx=1.

On noteu(A) I'ensemble des éléments inversible®\dqui sont appelés aussi des unités).

Exemple

. u(z) ={-1;1} et u(Q) = Q*.

. (E,+,x) ou E= {fonctions numériques définies fRif, + etx sont I'addition et la multiplication
usuelles des fonctions.
u(E) = {fonctions numériques qui ne s'annulent pasRsur

. (End(G),+,0) ou G,+) est un groupe et o sont I'addition et la composition usuelles factions.
U(End(G)) = Aut(G) = {automorphismes dé&}.

Propriété

Soit (A,+,X) un anneau unifére.
L'ensembleu(A) des unités est un groupe pour ladaleA (loi induite).

Démonstration

. Stabilité : évident vx,ye uA) xy(y*xh=1
o Associativité : évident A,x) est un monoide

. Elément neutre : évident =11

. Symétrique : évident par définition déA)
Exemple

(R,+,x) est un anneau dont les éléments inversibleslsenéels non nuls donBf, x) est un groupe.
(z,+,x) est un anneau dont les éléments inversibles—doat 1 donc (£1;1},x) est un groupe.
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Définition

Soit (A,+,X) un anneau unifére. SaitbCJA*.
Siab =0, on dit quea est un diviseur de zéro a gauche etlgest un diviseur de zéro a droite.

Exemples

. (E,+,x) ou E= {fonctions numériques définies fRi}, + etx sont I'addition et la multiplication
usuelles des fonctions.
Soientf etg les fonctions d& définies par :

f(X)=0 six<O0 gx)=1 six<O0
=1 sinon =0 sinon
Onafxg=0.
. DansZ/ez, on a2x3=0 .
01 20| (00
. Dans.///z(]R),ona{o1Jx[1o]—{oo)
Définition

On dit qu'un anneau non nul est intégre si et sgame si il ne possede pas de diviseur de zéro.

Exemples

. (Z,+,x) est un anneau integre.

. (C,+,x) est un anneau integre.

. (Z/s2,+,%) est un anneau intégre étx étant les lois quotients).

. De fagon généralZ{,z,+,X) est un anneau integrepsest premier.
Définition

Soit (A +,x) et A',+,x) deux anneaux.
On appelle morphisme d'anneaux toute applicatiof dansA’ qui vérifie :
Ox,YOA, f(x+y) =f(X)+f(y)

et f(xxy)=f(X)xf(y).

Exemple

f: (C+X%x) > (C+Xx)
Z2— Z

Remarque

L'élément unité dé& n'est pas forcement transformé en I'élément uleits.
o f: A> A

X— 0 f est bien un morphisme d'anneaux et éfip= 0.
. SoientA etB deux anneaux.
i: A> AxB
X +— (x,0) i est bien un morphisme d'anneaux et ofip= (1,0)= (1,1).

Si A etA' sont uniferes et que lI'onfd1) = 1, on dit qud est unitaire.
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Définition

Soit (A,+,X) un anneaul.

On dit qu'une partiB deA est un sous anneau Aesi et seulement si :
(1) (B,+) est un sous-groupe de
(i)  Beststable pour laloi c'est-a-direvx,y(1B, xxyeB

Exemples
o (Z,+,x) est un sous anneau d& £,x).
o (2Z.,+,x) est un sous anneau & +,x).
Remarques
o Soit (A,+,x) un anneau @ un sous anneau de
A unifere B unifére. Par exemple, {pest un sous anneau de tout anneau unifere.
. (2Z.,+,x) est un sous anneau Aenais ne possede pas d'élément neutre pour lapiraation..
Définition

On dit qu'un sous anne&ud'un anneak est unitaire s'il posséde le méme élément unigéAqu
Exemple

Z est le seul sous anneau unitaire 4g-(x).

Remarque

Pour Bourbaki et certains autres, il n'existe pastee sous-anneaux que ceux qui sont unitainés et
n'existe pas d'autre morphisme que ceux qui sot#irgs.

Propriété

Un sous-anneau unitaire d'un anneau est un anneau.
Propriété

Soit (A,+,X) un anneaul.

Soit B)ioi une famille non vide de sous anneaux (resp. Sousaalx unitaires) da.
Alors (] B; est un sous anneau (resp. sous anneaurahiai.

iel

Démonstration

. vill, B est un sous-groupe dedonc( ) B; est un sous-groupe Ale
il

. Stable par multiplication

x,ye() B & Vill, xeB; etyeB,
iel

= Vill, xx yeB = xx ye[ B
iel
. Viel,1ael. Doncls €()B..

iel
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Propriété

Soit (A,+,X) un anneau et sait une partie dé.
On appelle sous anneau engendré}ae plus petit (en terme d'inclusion) sous anrdsA qui contient
le sous-ensemblg.

Démonstration

Soit B)io I'ensemble des sous anneauwAdgui contiennencC.
Cette famille n'est pas vide camppartient a cette famille.
() B; est le plus petit sous anneauAdgui contientC.

iel
Propriété

Soient A +,X) et (A',+,X) deux anneaux.

Soitf un morphisme unitaire d'anneauxAlgersA'.

L'image directe d'un sous anneau (resp. unitagé) €st un sous anneau (resp. unitaire\de
L'image réciproque d'un sous anneau (resp. unita@A’ est un sous anneau (resp. unitaireAde

Démonstration
. Sous-groupe déja fait.
. Stabilité par multiplication évidente.

Dans la partie qui concerne les idéaux, nous cérsidns uniguement des annean¥erescommutatifs

Définition

Soit (A,+,X) un anneau et sditune partie dé\.
On dit quel est un idéal d@& si et seulement si
() (I,+) est un sous-groupe de
(i)  OxOl, vaOA, axxdl.

Exemples
. (2Z,+,x) est un idéal def,+,x)

. De facon plus généralgZ,+,x) est un idéal deZ{,+,x) pour toutpeN.
. A et {0} sont des idéaux da.

Remarques

. Tout idéal est un sous anneau.

. Si A est uniféere le seul idéal dequi contienne I'élément unité estui-méme.

. Z est un sous anneau @ £,x) mais n'est pas un idéal de ce méme anneau.

Propriété

Soit (A+,X) un anneau et soik)-; une famille non vide d'idéaux de Alors( ) I; est un idéal da.
jed
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Démonstration

o vj[dJ, I; est un sous-groupe dedonc( | I; est un sous-groupe Ale
jed
. Stable par multiplication par un élémentAle
xe( 1 < Vi, xel = VjdJ,xxael; ValA
jed
= xxael ;.

jed
Propriété

Soit (A,+,X) un anneau et sat une partie dé.
On appelle idéal engendré [garle plus petit (au sens de l'inclusion) idéaldgui contientC.

Démonstration

Soit B)ioi I'ensemble des idéaux dequi contiennen€. Cette famille n'est pas vide daappartient a
cette famille. L'ensemb| ) B, est le plus petit icah qui contientC.

iel
Remarque (Caractérisation d'un idéal engendré par une pdittieanneau)

Soit C une partie non vide d'un anne#Hx).
SoitE={ca; + G +...... + Cxd, ouneN* et Vi =1,n ¢OC etalA}.

1. Tout élément dE appartient a I'idéal engendré @adansA.
2. On peut vérifier qu& est un idéal dé qui contientC.
Définition

Soit (A,+,X) un anneaul.

Soitl une partie dé.

On dit quel est un idéal principal d& si et seulement sipeut étre engendré par un seul élément (pas
nécessairement unique).

Exemples
. (2Z,+,x) est un idéal principal d&(+,x).
C'est le plus petit idéal d& qui contient 2.
o I = {(X+ 1)Q(X) ouQeR[X]} est un idéal principal d&®(X],+,%)
C'est le plus petit idéal d&[X] qui contientX + 1.
Remarque
On dit qu'un anneau est principal si et seulemigous ses idéaux sont principaux.
Propriété
Soient A +,X) et (A',+,X) deux anneaux.
Soitf un morphisme d'anneaux AesersA'.

L'image réciproque d'un idéal déest un idéal dé.
En particulier, Kef est un idéal dé.
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Remarque

En général, l'image directe d'un idéalAlr'est pas un idéal d¢ mais dd (A).

Démonstration
1. Image réciproque
. Sous-groupe déja fait.
. Stabilité par multiplication par un élémentAle

Soitl un idéal dev, xf (1) < f(x)CI
valA, f(ax) =f(a)f(x) or f(a)JA et f(x)l doncf(a)f(x)Ol.
C'est-a-direaxJf (1).
2. Kerf =f({04}).
{0 x}est bien un idéal dA'.

Définition

Soit (A,+,X) un anneaul.

On définit I'indice d'un élémemtdeA (notéi(a)) par :

Si VneNO na= 0 alorsi(a) = +oo.

Sinon i(a) est le plus petit entier non nutel quepa= 0.
Exemple

DansZ/127,i(2) = 6 eti(3) = 4.

Définition

Soit (A,+,X) un anneaul.

SoitJ I'ensemble des indices des élémenta.de

SiJ est majoré, le ppcm de ces indices est appelétéasiique de I'anneadet est notg(A).
SiJ est non majoré, on dit que I'anneau est de caistdé@e nulle.

Exemples

x(R)=0.
¥ (ZI27Z) = 2.
Définition

On appelle corps tout anneau unifére dont toudlé&rents non nuls sont inversibles.
C'est-a-dire, siA,+,x) est un anneau unifere, on A corps < (A*, x) est un groupe
Si de plus la lok est commutative, on dit que le corps est comnfutati

Exemples

o (Z,+,x) et R[X],+,%) ne sont pas des corps.
o (R,+,x) et R(X),+,x) sont des corps.

o Z/57. est un corps.
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Propriété
Tout corps est integre.
Démonstration

Supposonab =0 aveca=0 etb=0.
Sia=0, alorsa est inversibles a*ab=a'0 = b=0
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