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Exercice 1

Soienta etb deux réels.

SoitF={fO7%R) /f" +af' + bf=0}.

Montrer queF muni de la somme usuelle des fonctions et du produel d'une fonction par un scalaire
est unR-e.v.

Exercice 2

Soitl =[-1,1] l'intervalle fermé d& etE I'espace vectoriel des fonctions numériques coesirsu .
1. SoitE; I'ensemble des fonctions constantesl sur
Montrer quek; est un s.e.v. dE.

1
2. SoitE; I'ensemble des fonctiorisdeE telles quej f(x)dx=0 .
-1

Montrer quek; est un s.e.v. de.
1

3. SoitE; I'ensemble des fonctiorisdeE telles quej f(X) sin(zx) dx =0 .
-1
Montrer quek; est un s.e.v. dE.
4, A-t-onE=E,+E?E=E, O E?
5. A-t-onE=E,+E?E=E, O E5?

Exercice 3

SoientE; etE; deux s.e.v. d'uK-e.v.E.
A guelles conditiong&; O E; est-il un s.e.v. d&?

Exercice 4
SoitE l'espace vectoriel ré®[X] x R[X] muni des lois produits usuelles.
Montrer que l'applicatiop : E -~ E
PQ - (P+P",Q+Q") ouP' etP" sont les dérivées premiere
et seconde de. ( De méme pouR )
est un endomorphisme &e

Exercice 5

L’ensembleE = {POR[X] / f P(t) + (t + 1)P'(t) dt = 0} est-il un s.e.v. d&[X]?
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Exercice 6

SoientE etF deuxK-e.v ouK est un corps commutatif.
Soitfll / (E,F). SoitA une partie d&.
Montrer quef (Vect(A)) = Vect( (A)).

Exercice 7

SoitE unC-e.v. et soif un endomorphisme detel quefof=-Id .

SoientV = {xOE / f(X) = ix} et W= {xUE / f(x) = —ix}.

1. Montrer queV/ etW sont des s.e.v. de

2. Montrer queV/ etW sont supplémentaires daas
(On pourra supposer qu’un élémentidpeut s’écrire comme un élément\det d'un élément
deW, déterminer les formes que ces derniers doiveit puis vérifier que le résultat convient)

Exercice 8
SoitE unR-e.v.
Soitu un élément de/ (E) tel queu?® = Ide.
1. Montrer que les applicatiofigtg définies paf(x) = %u(x) etg(x) = X_TU(X) sont des
endomorphismes de
2. SoientE; =f(E) etE, = g(E).
Montrer que[Jy[lE;, u(y) =y et que,JylE,, u(y) = -v.
Exercice 9
Soit¢ 0/ (R?) définie parp : R? - R?
, _ X7y
. L] X772
Xy —(xy) ouy = —xFy
T2
1. Déterminer Kep, rg¢ et Im¢.
2. Montrer que Kep et Im¢ sont supplémentaires.
3. Montrer que sullim ¢, alorsd(u) = u. En déduire une interprétation géométrique de

Exercice 10

SoitE un espace vectoriel de dimension finie Rur
Soitf un endomorphisme de
Démontrer I'équivalence des trois propriétés suesn
() E = Kerf OO Imf.
(i) Imf2=Imf.
(i) Kerf2=Kerf.
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