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Exercice 1

SoitE un e.v. réel non réduit a {0} et sdifl  (E) telle quef of = — IdE.
Montrer que {JallE a#0, la famille fa,f(a)} est libre.

Exercice 2

Soitr un réel non nul.

1. Montrer que I'ensembl@ des suitesug)nox VErifiant, pour tout entiem, u.., = r u, est une droite
vectorielle suiR.

2. Soitb la suite deG définie patb = (1r,r3r3,.....)= (Mnen.
Quelle est la coordonnée de la suitg.(n dans la baseb}?

Exercice 3

Soit¢ un endomorphisme d'uk-e.v.E.
SoitA un réel, on considére I'ensembBle= { udE / ¢(u) = Au}

1. Montrer que, quelque soit le réelE, # .

2. Montrer que, quelque soit le r@elE, est un s.e.v dE.

3. ExpliciterE, et détermineE, n E, avecA ety deux réels distincts.
Exercice 4

SoitE unK-e.v. non nul. Soiti un élément de/ (E).

On suppose quiexllE, (K /u(x) = ax (cad u(x) etx colinéaires ou linéairement dépendants)
Montrer queu est une homothétie vectorielle.

Exercice 5

SoitE unK-e.v. ouK est un corps. SoieAtetB deux parties dE.
1. Montrer queA [0 B = Vect(A) [ Vect(B)
2. a. Montrer que Vecn B) [ Vect(A) n Vect(B).
b. Donner un exemple montrant que I'on a pas ndcessnt |'égalite.

Exercice 6
SoitF le sous espace vectoriel de(R,R) engendré par les 3 fonctiofisf, etf; définies suiR par :

f1(X) = cos2x cosx, f2(X) = sin2x sinx etfy(x) = cosx.
Quelle est la dimension de
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Exercice 7

SoitE un e.v. réel. On note l&endomorphisme identité de Soits un endomorphisme involutif de
c'est-a-dires 0 s = Ide.
Le but de cet exercice est de montrer que : ¥elfe) [0 Ker(s+ Idg) = E
1. a. Vérifier quauKer(s— Idg) = s(u) = u c'est-a-dire Keq- Idg) = Inv(s).
b. Vérifier quevKer(s + Idg) = s(V) = -V c'est-a-dire Keg+ Ide) = Opp6).
C. Déterminer Keg- Idg) n Ker(s+ Idg).
a Soitx[JE et supposons qu'il existe] Ker(s — Idg) etv [ Ker(s+ Ide ) tels quex=u + v.
Trouveru etv en fonction dex ets(x).
b. Vérifier que lesu etv ainsi obtenus sont respectivement dansdelfe) et Ker€ + Idg).
C. En déduire que Kes¢ Idg) O Ker(s+ Idg) = E.
3. Exemple E=R? et : (x,y) — (¥,X)
Vérifier que ¢ 2= Idg, déterminer Keif — Ide), Ker(¢ + Idg) et conclure.

Exercice 8

SoitE un e.v. suR de dimension fini@ etu un endomorphisme de
Pour tout entiek > 2, on définitw’ = Id, ' =u etu*=uouo...ou ( kfois).
On suppose gueest nilpotent d'ordrp : p est le plus petit entier tel qué= 0.
1. SoitxJE tel queuP™(x) # 0.

Montrer que la famillex,u(x),....u(x)) est libre.
2. En déduire qua" = 0.

Exercice 9

Soitp un projecteur non nul d'uk-e.v.E et soitALIK.
Montrer que Id+ Ap est injectif si et seulementsiz 1.

Exercice 10
Soitf un endomorphisme d'utre.v.E.

1. Montrer que, pour tout entiar Kerf "0 Kerf "™ (rappelf ° = Idg).
2. Montrer que, si Kdri= Kerf ! pour un certaim, alors Keif = Kerf P! pour toutp > g.
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