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Exercice 1

SoitE unC-espace vectoriel.

1. Montrer qudJull ~ ¢(E), u*o u — Id est autoadjoint.
2. Montrer que pour towtl] / ¢(E) tel queu normal et pouAIC, on au — Ald normal.
Exercice 2

SoitMO. Z4(C).

SoientH = M +2M* etk =M _ZM*
1. H etK sont-elles hermitiennes?
2. ExprimerM en fonction déd etK.

3. A quelle condition su¥ a-t-on I'égalitéHK = KH?
Exercice 3

Soit (E,<>) un espace hermitien.
Soitf 0.7 ¢(E).
1. Montrer qu'il existg ethd / ¢(E), g eth autoadjoints tels que=g +ih.
(On pourra supposer I'égalité et trouver les fordeggeth puis vérifier gu'elles conviennent)
2. Trouver une condition nécessaire et suffisantg stih pour qué soit normale.

Exercice 4
On dit qu’'une matric de. 7/,(C) est antihermitienne sM* = - M.
1. Montrer que M antihermitienne= iM hermitienne.
2. SoientA et B deux matrices hermitiennes.
Montrer queAB — BA est antihermitienne.

Exercice 5

Soit Al 7(C) telle que (» + A) soit inversible etly + A) A* = 2A,

1. a. Montrer quelg + A) etA commutent.
b. En déduire quel{+ A)™ etA commutent.
C. En déduire quéA* et A commutent.

2. a. Montrer qué\ est hermitienne.
b. En déduire qua?=A.
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Exercice 6

SoitE unC-espace vectoriel. On dit quél / ¢(E) est anti-adjoint si et seulemenusi= —u.

1. Montrer qudJull ¥ ¢(E), u — u* est anti-adjoint.
2. Montrer que les valeurs propres d'un opératdinadjoint sont imaginaires pures.
3. Montrer que tout opérateur peut s'écrire comns®tame d'un opérateur autoadjoint et d'un

opérateur anti-adjoint.
Exercice 7

Soit (E,<>) un espace hermitien et saifl ~ ¢(E) normal.
1. Montrer que les espaces propres de deux valeapsgs différentes sont orthogonaux.
2. Montrer queu est diagonalisable.

(On pourra montrer que est somme directe des sous espaces proprgs de

Exercice 8

Soit (E,<>) un espace hermitien de dimensioa 1 et soitul] / ¢(E).
1. a. Montrer que u autoadjoint= < u(t),t >0OR OtOE.
b. Que peut-on dire de deux complexetz' tels quez + zOR etiz —iz'R?
C. Montrer que< u(t),t >R OtOE = <y, u(X)> + <X, u(y)>0OR Ox,VIE
(On pourra considéreru(x +Y), X + y>).

d. Montrer que< u(t),t >0R OtOE = u autoadjoint
(On pourra remarquer quedgreste vrai si on remplagepariy)
2. On suppose gueest autoadjoint et que toutes ses valeurs prgomsstrictement positives.

Montrer quelIXOE, [Ju(X) ||* < < x,u(X) > < u(X),u?(x) >.
Exercice 9

Soit [E,< >) un espace hermitien, soit]l~ (E) etu* son opérateur adjoint et s@it u* o u

1. a. Montrer quélxJE, <v(x),x> = 0.
b. En déduire que les valeurs proprey d@partiennent R..
2. Montrer quer est autoadjoint.
3. Montrer que, sil est injective, alors 0 ne peut étre une valeupraraev.
Exercice 10

Soit (€) une base orthonormale d'un espace hermigr>) de dimensiom.
Soitull ¥ ¢(E) /uautoadjoint. On pose7«(u) = A = (&;)i=1n F1n-

1. Montrer queA? est hermitienne.
2. Exprimer les valeurs propres Aeen fonction de celles d&
3. Exprimer trf?) en fonction des|§;|) puis en fonction des valeurs propresAde
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