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Exercice 1

Représenter la fonction définie sur R, par f(z) = E(z).

Correction 1

Exercice 2

Soient z, y € R et n € IN. Les expressions suivantes sont-elles vraies ou fausses?

1. E(x +y) = E(z)+ E(y).

(
(z x y) = E(z)x E(y).
3. E(nz) = nE(x).

4. E(x +n) = E(z) +n.

Correction 2

1. Faux. Sionprend : x =1,7et y =1,8.
E(z) =1, E(y) =1et E(x +y) = 3.

2. Faux. Sionprend: x =1,5et y =1,5.
E(z) =1, E(y) =1et E(z x y) = 2.

3. Faux. Sionprend : x =1,7et n = 2.
E(z) =1, E(nz) = 3 et nE(x) =2

4. Vrai. Par définition E(a) est "'unique entier tel que E(a) < a < E(a) + 1.
OnaE(z) <z < E(xz)+1letdonc E(zx)+n<z+n<E(zx)+n+1.
Mais E(x) +n et E(x) +n + 1 sont des entiers. De par 1'unicité de la partie entiére on a
bien E(z +n) = E(z) +

Exercice 3

E 2
Soit x € R*. Encadrer la fonction f(z) = %

de z.

par deux expressions ne dépendant que
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Correction 3

Va € R, a—1< E(a) <a.
1
Donc 2° + 2 — 1 < E(z* + 1) <2° + 2. Ona — > 0.
T
24+r—1 E(a? 2
z°+z - (x +x)<:v to

D’ou Vx € R,

x? x? x?
Exercice 4
Soient a et b deux réels, on note sup(a, b) le plus grand des deux et inf(a, b) le plus petit.
a+b+a—0|
5 )

1. Montrer que sup(a,b) =
2. Trouver une formule analogue pour inf(a, b).
Correction 4

1. Sia > b, sup(a,b) = a.

- —b 2
Onaa—bEOd’bu|a—b|:a—beta+b+2|a b|:a+b—;a b:Ea.

Si a < b, sup(a,b) = b.

b —b b+b— 2b
Onaa—b<0d’bu\a—b\:b—aeta+ +2|a |:a+ ;— GZE'

a+b—|a—Db
5 :
On a inf(a, b) = sup(a,b) — |a — b|.

2. inf(a,b) =

Exercice 5

Démontrer I'inégalité triangulaire : |z +y| < |z| + |y| Vz,y € R.

Correction 5

& +yl* < (2] + ly|)* car [z +y[ >0
(z+y)* < |2* + 2[z(|y| + [y/?

o? + 2zy +y* < 2% + 2Jzlly| + ¢
2zy < 2[z||y|

zy < |zy| toujours vrai.

lz+y| < [z] + |yl

teeee

Exercice 6
Résoudre dans R :
1. |4z — 1] = 3.
2. |8z — 1| = —x? + 4z — 5.

3. |22 — 5| = |z — 1]
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4. |2 1|>1

5. |z +2| < |1 —2x|.
6. lt+y—3/+jz—y+1=0.

Correction 6

1
1. 4z —-1|=3 & 4dr-1=3oudr—-1=-3 <& $=1OU$=—§.
1
S={-=;1}.
{2’}

2. |8z — 1| = —2% + 4z — 5.
A=16—-4x(-1) x (=5) < 0: donc & = 0.
3. 2c—-5|=Jz—-1 & 2z—-5=z—-1lou2z—-5=-z+1 & zxz=4ouzxz=2.
S ={2;4}.
4. |2 1|>1<:>2 1<1 2 1>1<:> <3 >5
: — — — —— ou 2z — - r<-ouz>-.
! T ! 1 1 g 8
S =| — o0; 5[U]<; :
. lr+2l<|1-22] & |[p+2P<[1-2? & (z+2)?<(l-2)?
& (1-22)2-(2+2?>0 & (B-2)(-1-32)>0 < (z—3)3z+1)>0.
1
S =] — o0 —g] U [3; +o0].
6. [z+y—3|+jz—y+1=0 & |z+y—3=0et|z—y+1=0

& rz4+y—3=0etz—y+1=0
& zr=lety=2.

S ={(1;2)}.
Exercice 7
b b—
1. Soient a et b deux réels tels que a < b. Montrer que: z € [a,b] & |z — a—2i- ‘ < 5 iy

2. Traduire en terme de distance ’expression précedente.

3. Sachant que z € [1;5], montrer que |(z —3)® +z — 4| < 7.

Correction 7

1 x_a-i—b Sb—a N _b—agx_a—i-béb—a
2 2 2 2 2
a—b a+b b—a a+bd
<zr< <x<b
= 2 + 2 <z< 9 + 2 a<Zx

—a B
cad a la moitié de la distance de

: .a+b e . \
2. La distance de = a est inférieure ou égale a

aab.
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3. (z—=3) " +z—4=x —5a:+5:(x—§) I
1<zx<5 = 1<22<25
et 1 <zx<5H & 25<-br<1 : Paslabonne méthode.

1<zx<5}h = 3< 5<5
x ——<z-—-<_
- 22g 2 =79
~ o< (z=2) <2
<( 2)—24
5 52 5
= Z<@x-2) —2<
4—(” 2) 1 S°

Autre méthode : 1§x§5 = 2<z-3<2et-3<z-4<1.
Donc 0< (z —3)2<4et -3<x—-4<1.

Dou —-3<(z—3)?+r—4<5et|(x—3)%+x—4| <5.
Remarque : |z — 3| = d(z, 3) = distance de x au milieu de [1;5].

Exercice 8
1. Démontrer que 1,7 < v/3 < 1,8 puis interpréter cette inégalité en termes de valeurs
approchées de /3.

2+3
3—+3

(a) Encadrer 2 + /3 et 3 — /3 puis en déduire un encadrement de X.

2. Soit X =

(b) Simplifier X et trouver un autre encadrement de X.

Correction 8

1. Ona (1,7)2= 2,89 et (1,8)? = 3,24. Donc (1,7)* < 3 < (1, 8)%
Tous les termes étant positifs, on peut donc passer & la racine cad 1,7 < v/3 < 1, 8.
1,7 est une valeurs approchée de v/3 4 0, 1 prés par défaut. 1,8 est une valeurs approchée
de v/3 40,1 prés par excés.

2443
3—+3
(a) 1,7<v3<1,83,7<2+/3<3,8.

1,7<V3<1,8 —1,8< f<—17(:>1 2<3—\/§<1,3.
10 1 10 2443
Doll — < ——— < — et = et
MBS B 12 13<3_\/§<12e
_2+v3  (2+V3)(B+V3) 9+5\f

DX =35 B-V3)B+v3) 6

17 35
(c) 1,7<f<18(:)3<5\/§<9®7<9+5\/§<18.

9+5\f 9+5V3
Dol oo d— 3
ou 12< 6 6 —6 °
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Exercice 9

On appelle distance entre a et b, le réel positif d(a, b) = |a — b|.
1. Vérifier que 2% — 22 = (z — 2)> + 4(z — 2).

2. En déduire que, si la distance entre x et 2 est inférieure & 0,01, alors la distance entre x?
et 22 est inférieure & 0, 05.

3. Soite € Rete>0. On posen:inf(g;l).

Montrer que, si la distance entre x et 2 est inférieure & 7, alors la distance entre z? et 22
est inférieure a .

Correction 9

L (z—2° 44 —-2) =22 —do+4+40—8=2a> -4 =022

2. d(z,2) = |z —2|.
|z —2/<0,01 « 0<(z—2)%<0,0001.
|z —2/<0,01 & —0,01<z-2<0,01 < —0,04<4(z—2)<0,04
Dot [z — 2/ < 0,01 = —0,04 < (z — 2)* + 4(z — 2) < 0, 0401
= |(z —2)*+ 4(xz — 2)| < 0,0401 < 0, 05.
Cad d(2?,2?%) = |2 — 2%/ <0, 05.

Autre methode : On a |z — 2[? < 0,0001 et 4|z — 2| < 0,04
22 — 2% = |(z — 2)° + 4(z — 2)|
= |o? =2 < [(z - 2)°| + |4(z - 2)|
= |22 -2 < |z — 22+ 4|z — 2|
= |22 — 22 < 0.0401 < 0,05

3. jz-2/<n & \x—?\gget|x—2|§1.
Ona|r—22<n?etd|lr—2]<dp
22 — 22| = |(z — 2)° + 4(z — 2)|
= |22 =22 < |(z — 2)°| + [4(z - 2)|
= |22 -2 < |z — 22+ 4|z — 2|
= |22 -2?|<n?*+4n
= [22-2%<n(n+4)
Orn<1,doncn+4<5
= |x2—22|§5n§5><§§s.
Exercice 10

Démontrer que : Vz,y € R, on a : /22 4+ 12 < |z + |y| < vV2y/22 + 32

Correction 10

Va? + 2 <zl + [yl < V2/2? + ¢
& 24y’ < (|2 + [y <202 +9)
& 22492 < 2?1 2z||y| +y? < 222 + 21?)
& 0<2z|lyl < 2?2+ 92
La premiere inégalité est toujours vraie, il faut donc montrer la deuxieme.
v +y? —2zlly| = (|2 — [y))* > 0.



