UNIVERSITE  Université de Picardie Jules Verne

de Picardie

]w‘m LW

Antenne de Beauvais

Analyse

Niveau 1 : Unité fondamentale (Mias)

Td 3 ler Semestre 2003/2004

Exercice 1

Mettre sous forme trigonométrique et exponentielle les deux complexes suivants : z; =
1+iV3 et 2 = —5i.

Correction 1
o z|=[1+iV3 =\124+V3 =vi=2

1 3 o
21 =2 (— +z£> =2 (cos (E> + 4sin (E)) = 2¢'s.

o |zn|=|-5i=5
20=5(0—1)=5 (cos (—%) +isin (_g)) = 5eiE — 5l

Exercice 2
Déterminer (1 + i\/g)lo.

Correction 2

™ -107 27

10 _ . an _
Ona (1+iv3) = (2¢5)" = 2 x (¢5)" = 1024™ = 10246 = 10247 =

2 2 1
1024 (cos ?W +isin g) = 1024 (—5 - ?) = 512(—1 — V/3i)

Exercice 3

Donner les conjugués des complexes suivants : 2z = 2i — 1, 20 =3 — V2 et 23 = 1 + € ol
6 € R.

Correction 3

e Z7 = —21—1.

e 2, =3 — ﬁ

e Zz=1+¢el=1+¢%,

Exercice 4

(1 _ i)2000

Déterminer les formes algébrique et trigonométrique du complexe z =
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Correction 4

1—1—\/_6 iT et /3 —i=2¢e"s.

00 420007 .
\/E X e toa 21000 % 6—15007r 1 ix .
Donc z = = S = 2 X e =2 X €8 =20
2999 X e ' e 29996 2 6715716(5#

Exercice 5

1. Déterminer la forme trigonométrique de 1 — ¢? ot 6 €]0; 27| (mettre €% en facteur).

2. Méme question avec 6 € |27; 47|.

1 — ¢if
3. Pour 6 # 7[27], simplifier z = T eb
Correction 5

. . . 0
1. 1— ¢ :ezg (e”g etz ) _62 —stm§

€2< 27 sin — )‘

, 6
Or, si 6 €0; 27|, sm2 > 0, donc |1 Z6| :QSini.

i@

Donc|1—ew|— e'?

0
—2isin~| =2
ZSIDQ‘

. 0 . 9 - T s 0 sO—T
Dot 1 — € = 2sin — (—ieZ%> = 2sin — (e’lfezg> = 2sin — (eZGT)
2 2 2
"9‘ = —QSinQ.
2

) 0 . 0/ .x . 0/ .
Donc 1 — e = —2sin 2 (2'61%) = —2sin 2 (6Z5€1%) = —2sin B (ezT).

7
2. Si 0 €2m;4n|, sin§ <0et ‘l—e

3 1—e? eis (—2i sin g) "
. zZ= — = — = —itan =
1+ et e's (2cos 9) 2

Exercice 6

Trouver les racines carrées de 1 + iv/3 en utilisant les formes algébriques dans un premier
temps, puis en utilisant les formes trigonométriques.

Correction 6

e On cherche z = a + b tel que 22 = 1 + V3.
On a 2?2 = (a + ib)? = a® — b? + 2iab et |2|? = a® + b2
Donca?> -0 =1, a> +b>=2¢et 2ab=+/3

D’ol a—\/7 \/7 tb—%—i)ou(a:— g: \g_ tb——%
o 1+iV/3=2¢3

On cherche z = re tel que 2> = 2¢'3.
On a 2% = r2e?9,
Donc r = v/2 et 20 = £[2n] cad r = V2 et § = Z[n].

Cad S = {V2¢'s; ﬂei%}.

NG
)
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Exercice 7

Soit n € N, n > 2.

1.

2.

6.

Déterminer les racines n'*™€ de 'unité.

Donner une interprétation géométrique de ces solutions.

. Etudier le cas particulier n = 3.

. Etudier le cas particulier n = 4.

Que peut-on dire des autres racines n'®™€ d’un complexe non nul Z si I'on en connait
une?

Montrer que la somme des n racines n'*™¢ de 'unité vaut 0.

Correction 7

. On s’intéresse a la résolution d’équations de type 2" = 1 ou z € C et n € IN*. Les

solutions sont appelées racines nitme de 'unité.

On a |2"| = |z|™ d’apres les propriétés du module et on a aussi |z|" = [1| =1 cad |z| = 1.
On a Arg(z™) = n.Arg(z)[2x]. Comme 1 est un nombre réel, son argument est 0 + 2km.
D’ou Arg(z) = 0[%].

En conclusion I’équation 2" = 1 admet n racines distinctes :

2L = COoS (2’“7“) + 7 sin (2'“7”) avec k=0,1,2,...,n — 1.

Ou encore z; = ¢in" pour k € {0,1,2,....,n — 1}.

. Sur le cercle trigonométrique, ce sont les sommets de polygones réguliers.

Cas particulier ou n = 3.

Trois solutions zg = 1, z; = cos 2?”—f—isin %’r = —%—l—i? et z9 = cos 4?”+isin %’r = —%
z1 est tellement courant qu’on lui a attribué un symbole : j.

Ona z =j = j2

Dans le plan complexe, les solutions sont les sommets d’un triangle équilatéral inscrit
dans un cercle de rayon 1.

e[S

—1

Cas particulier ou n = 4. .
Onalt=1,(-1)"=1, =1et (—4)* = 1. Puisqu’il n’y a que 4 racines 4'°™¢ de I'unité,
ce sont obligatoirement 1, —1, 7,et —i qui forment un carré.

On a (z1)" = Z. Soit 2 une racine n'“™¢ de 'unité.
(Z() X Zl)n = (Z())n X (Zl)n =1xZ=7.
Inversement. Soit z, une autre racines n'**™¢ du complexe Z.

Ona<2> zzizgzl.

Z1 z1 " VA

22 . s . ,
Donc == est une racine n**™¢ de 'unité.
21

On cherche 3 déterminer :

12_7r Z4_7r ZQ(n—l)ﬂ'
l1+e'n +¢e'm +.é....+e n
Si on pose z = e'n , on obtient :
1-—2"
142422+ ... —|—z”_1=1 =0.
-z
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Exercice 8
Résoudre 2° = 4(1 + 1) et représenter les solutions dans le plan.

Correction 8

N

A1 + i) = 42615 = 323 ¢' = 23 ¢'5,
Siz=re? 2°=rded

Donc r = v/2 et § = Z[Z].
Exercice 9
Résoudre dans C les équations suivantes:
1. 22+2+1=0.
2. 22+ (1—i)z—i=0.
3. 22— (3+4)r—1+5=0.
4. 2% — 2z cos(f) +1=0o0u 6 € R.
Correction 9

1. 2242+1=0. A=1-4=-3=(iv3)".
-1-4#/3 1 V3 ~1+4/3 1 /3
— =——— —jetyy=——— = —— + —

Donc z; =
2 2 2 2 2

S= {53}
2. 22+ (1—i)z—i=0. A=(1—1)2+4;=2.
On cherche z = a + ib tel que 2% = 2i.
On a 2? = a® — b? + 2ab et |z|*> = a® + b2
Donc a? — b? =0, a? + b? = 2 et 2ab = 2.
Cadda=b=1loua=0>bb=—-1.
Donc A = (1 +14)%
i) - (1 (1 14
On obtient z; = ( 2)2 ( _H):—l et zp = ( Z);_( —H):i.
S ={-1;i}.

3. 42— (344 —1+5i=0. A= (3+40)2—20i +4=—3+4i.
On cherche z = a + ib tel que 22 = —3 + 44.
On a 22 = a® — b? + 2ab et |2|> = a® + V°.
Donc a® — b* = =3, a> + b*> =5 et 2ab = 4.
Cad (a=1letb=2)ou(a=—1etb=-2).
Donc A = (1 + 24)?.
34di—(1+2) 242 | 34 di+ (1+2) 4+6i
2 = 2 =1l4+1et zn= 2 = 2

On obtient z; =

2+ 3i.
S={1+i;2+3i}.

4. 22 — 2z cos(f) +1 =000 0 € R. A =4cos?f —4 = —4sin?0 = (2isin h)2.

2cosf — 2isinf : 2cosf + 2isin 6
Donc z; = 5 = cosf —isind = e et 2y = —g = cosf +
isinf = ew._
S={e e’}
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Exercice 10

Trouver deux complexes z; et zo dont la somme S est 5 — 147 et dont le produit P est
—24 — 10s.

Correction 10

21 et zo sont les solutions de I’équation z? — Sz + P =0 cad 2* — (5 — 144)z — 24 — 10; = 0.
A = (5—144)% + 96 + 407 = 25 — 196 — 140i + 96 + 40i = —75 — 1007 = —25(3 + 41).

On cherche z = a + ib tel que 2? = 3 + 4s.

On a 2? = a®> — b? + 2ab et |z|> = a® + V°.

Donc a? —b?> = 3, a®> + b*> = 5 et 2ab = 4.

Cad (a=2etb=1)ou(a=—-2etb=-1).

Donc A = (5i(2 +1))? = (=5 + 10i).

5— 144 2( 5+ 104) 5 12 et 2, = 5 14z+2( 5+ 10¢)

On obtient z; = = —21.

Exercice 11

En utilisant la formule de Moivre, mettre cos(36) et sin(36) en fonction de cosf et de sin 6.
Correction 11
cos(30) + isin(30) = €3¢ = (e%)’ = (cosf + isin#)® = cos®d + 3icos?@sin — 3 cosfsin 6 —
isin® 6.
D’ot1 cos(30) = cos® § — 3 cosfsin®§ = cos® @ — 3cosO(1 — cos? #) = 4cos®§ — 3cos b et
sin(30) = 3 cos?fsinh — sin®f = 3(1 — sin?#) sin  — sin® § = 3sinf — 4sin> 0

Exercice 12

1. Linéariser a ’aide des formules d’Euler cos* z et sin? z.

2. En déduire une primitive de cos* z.

Correction 12

1T —1T
.. [€F+e
cos"r = | ——
2

(e4ix +4€2iw +6+4672il‘ +674iw)
43 —4ix 21x —2ix
e +e e +e
4 3
(=)
(cosdx + 4 cos2z + 3).

: _im\ 4

4 eiT _ ot

sin“x = | ———
27

22)4 (e4zw _ 462195 +6— 46*2%8 + 674135)
1 e4iw + €f4iw €2ix + e*QiSL‘
( )

l\D|
|r—t%r—t

3

(oIl )

~—~

=_ —4
23 2 2

= — (cosdx — 4cos 2z + 3).

co| =

1 1
/cos4xdx:/g(cos4x+4cos2x+3)dx= 5(sin4x+8sin2x+12x).



