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Exercice 1

est décroissante.

Montrer que la suite v de terme général

Correction 1

1ére méthode

2n+5 2n+3 -1 <0
U = Uy = - =
T 42 n+1 . (n+D(n+2)

2¢éme méthode

Vn €N, u, > 0.

2n+5
Unyi _ n+2 _20°4+Tn+5 1
u, 2n+3  2n24+Tn+6 2n2 +Tn + 6
u n—+1
Donc n+1<1.
un

Seme méthode

On pose f(z) = 20+ 3.

r+1
f est dérivable sur | — 1; +oo[ donc sur [0; +o0].

Vz € [0;+oof, f'(z) = N _i 2 < 0.

Exercice 2
En utilisant la définition de la limite, montrer que :
2 2n? +3
S 2

Correction 2

2
1. On doit montrer que :Ye € Ry, Ing € N / n > ng = — <E&.
n

(O<)2 <e & >\f
s 9 n —.
n2 €
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2
V6€R+,onp0sen0:E( g)—i—l. On a bien n >ng = |u,| <e.
5 [277+3 o
T ln?24+1 S n24+10 n241
1
0< <e & nt>-—1
( )n2+1 c " €

Probléme si % —-1<0.

Méthode 1 : onan® > | —1|=n?>>1-1. Onpeutposern0=E<

1
)
€

, . . . /1
Méthode 2 : soite € Ry. Sie > 1, on pose ng = 1. Sls<1,onp0sen0:E< g—l)—l-
1.

2n? +3

On a bien n > nyg =
0 n?+1

—2‘<e.

A 2
3.3n>A & n>(§>
A 2
Donc VA € R, onposen0:E<(§) )—l—l. On a bien n > ny = 3v/n > A.

Exercice 3

Soit u la suite définie par ug =1 et up11 = V2 + Uy,

1. Montrer par récurrence que u est majorée par 2.

2. Montrer que u est convergente et calculer sa limite.

Correction 3

1. On va montrer en méme temps que u est bien définie.
Pour cela il faut que, pour tout entier n, on ait u, > —2.
On va donc montrer que, Vn € N, 0 < u,, < 2.
e Vrai au rang 1.
e On suppose que u, < 2. Onau, +2 <4 et up1 =2+ u, < V4 =2.

2. x — x + 2 est croissante sur R, z — /z est croissante sur R.
Donc f(xz) =+/x + 2 est croissante sur | — 2; 4+00].
UL = VUg + :\/§>UO.
Donc u est croissante.
Or u est majorée donc u est convergente.
Sa limite est solution de z = f(z) cad z = /2 + .
Onaz>0etz?—2z—2=0.
A=1+8=9=3%2,=-1et 25 =2.
Puisque [ > 0, on obtient [ = 2.
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Exercice 4

n
1
Soit u la suite de terme général u,, = Z o
k=0

1 1
Montrer que Al < oh—1 Vk € N et en déduire que u converge vers une limite e < 3.

Correction 4

Démonstration par récurrence :
e Vrai aux rangs 0 et 1.

1 1 1 1 1
e On suppose vrai au ran et on peut supposer p > 1. = X =< ——X—
P B PR DI PO = ) Tt T Tl
1 1
Onap+1>2donc < -
p+17— 2
1 1 1 1
Donc <X — = —
p+1)!— 2 201 2p
"1 "1 "1
k=0 =1 k=1
n 1 n—1 1
I, = Z o1 = Z oF est la somme de n premiers termes d’une suite géometrique de raison
k=1 k=0

1— —
1
3 et de premier terme 1. Donc [, = 2" _ 9 x (1 — —n>

Donc lim I,=2
n — +oo

La suite I est majoré par 2, puisque u, < 1+ I, la suite u est majorée par 3. La suite u est
clairement croissante (et majorée), elle est donc convergente.

Exercice 5
Déterminer tous les réels a tels que [1;2] soit un voisinage de a (justifier).

Correction 5

Réponse : |1, 2.
) a—1 2—a
e En effet, pour tout a €|1,2], on pose h = inf 5 g
If faut montrer que Yh > o, Ja — h;a+h[C [1,2] cdda—h >1eta+h < 2.

Orh<? “cada—2n>1eth< % cada+2h<2.

Donca—h>a—2h21eta+hh<a+2h§2. )
e Sia€]—o0;1], Vh >0, a—§E]a—h;a+h[eta—§¢[1;2].

h h
e Sia € [2;+o0], Vh >0, at g €la—h;a+h et a+§¢[1;2].
Exercice 6

Soit @ € R. Montrer que Vi, Vo € V(a) = V4 C Vo ou Vo C V4.
Correction 6
Contre-exemple 1: a =0, V; =] — 2;1[ et Vo =] — 1;2].
Contre-exemple 2: a = 400, V; = {0} U]2;00[ et Vo = {1} U]2; 00|

3
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Exercice 7

Soit a € R. La loi U est-elle une loi de composition interne sur V(a)?

Correction 7

Réponse : oui, pour la démonstration, on sépare les cas.
e Sia=+c.
VieV(a) & A >0/ ]A;; +oo[C V.
Vo€ V(a) & A >0/ ]Ag; +00[C Va.
On a, par exemple, |A;; +oo[C V; C V3 U V5.
e Sia= —o00: similaire.
e Sia€eR.
Vi € V(CL) <~ Eih,l >0 / ]370 — hl;l'() +h1[C Vi
‘/2 € V(CL) <~ Eihg >0 / ]370 — hg;l'() +h2[C ‘/2
On a, par exemple, |zg — hi;xo + by [C V3 C ViU Va.

Exercice 8

11
Montrer que 0 est adhérent a U [—2; —].
n?’'n

nelN*
Correction 8

1 1
If faut montrer que Vh > o, | — h; [N U [ﬁ’ ﬁ] + .

nelN*

1
On suffit de montrer que Vh > o, 3n € IN* / - €] — h;hl.

1 1 1
Or—<h < n>—.Onprenddoncn=F -] +1.
n h h

Exercice 9

Pour x4, € R, montrer que :

L lim f(z) =1 & lim f(zo+h) =1 2. lim f(e) =1 & lim f(zo—h) = 1.

T—T0 T—T0

Correction 9

1. lim f(z) =1 & Ve>0,3dn>0/Vz € Dy, |z —xo| <n = |f(z) -] <e.
—T0
}Lin(l)f(x0+h) =0l & Ve>0,dn>0/Vhe R/zg+h € Df,ona |hl <n =
—
|[f(zo+h) —1] <e.
Il suffit donc de poser h = x—x¢ et on a bien |f(zo+h)—I| = | f(zxo+z—20)—l| = |f(2)—1].
2. Idem avec x = xg — h.

Exercice 10

Soit n € IN*. Montrer, par la définition, que :
1. limz" = 0. 2. limaz" =0 VaeR.

z—0 z—0

Correction 10
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1.Ve>0, |z"| <& & |z| < (e)n.
Ve > 0, on pose n = ().
On a bien |z| <n = |2" —0| <e.

2. Si a =0, on a bien toujours Ve > 0, |az™ — 0| < &.

Sta#0,Ve >0, |az"| <e & |z| < <‘%|)n
e\
V6>0,onpose77:<—> .
[e

On a bien |z] <n = |az" — 0| <e.
Exercice 11

En utilisant la définition des limites, montrer que :

1. lim 7 = +oc. 2. lim 2" =400 Vn e N*.
T—+00 T—+00

3. lim Inz = +o0. 4. lim expx = +o0.
T—+00 T—+00

5. lim z" =400 Vn &€ N*etnpair. 6. lim z"=-occ Vn € IN* et n impair.
T—>—00 T——0Q

Correction 11

1. On a Dy = [0; +o0].
VA>0,/z>A & x> A?
On pose B = A% on a bien x > B = /1 > A.

2.VA>0,2">A & 1> A=
1
On pose B=An»,onabienxz >B = z" > A.

3.VA>0,Inz > A & x> expA.
On pose B =exp A, on abienz > B = Inz > A.

4. VA>0,expr > A & > 1n A
On pose B =sup(0,Iln A), on a bien z > B = expzx > A.

5. Si n est pair, VA >0,2" > A & :L'<—(A%) ouz > An
OnposeB:—(A%) <0,onabienx < B = 2" > A.
6. Sin est impair, VA< 0,2" <A & z < —(—A)%
On pose B = —(—A)n, on a bien z < B = z" < A.
Exercice 12

En utilisant la définition des limites, montrer que :

1 1 2 3
1. lim - =0. 2. lim — =0 VneN 3. lim 20
z—+00 I z—~o00 z—+oo x + 1

Correction 12
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1 1
1.Ve>0, |-|<e & |z| > -
X 9

1
2. Ve >0, |:U_”|<E & z| >

1 1
On pose donc A = sup (0, —) =—care > 0.
€ 5

Onabienz > A =

X

<e.

1
(e)n
1 1
On pose donc A = sup (0, 1) = — care > 0.
(€)n (€)n

1
Onabienz > A = ‘—‘<€.
T

3. On a Dy =] —o0; —1[U] — 1; 40o0].
20 + 3 1 1
—2= et <e & r>--1
z+1 z+1 z+1 €
1 2 3
On pose donc A = sup (0;——1) etonabienz > A & Tt —2‘ <e.
€ r+1
Exercice 13
En utilisant la définition des limites, montrer que :
1. lim+v/z = 0.
z—0
. . |z — 4|
2. hn}1 vz = 2. (On pourra, dans un premier temps, montrer que Vz > 0, |\/z—2| < 5 )
r—r
3. lim \/_: v Lo Vaco € R+.
I—T0

Correction 13

1.

Ve >0, |V — x| <e &

On a Dy = [0; +o0].
Pour tout € > 0, on pose n =2, on a bien z > 0 et |z| <n = /z <e.

rz—4
-2 = )
|\/_ | x—i—Q‘
OrVz >0, /zr+2>2douVz >0 L letd Wz 2|<|x_4‘
— — € onc —
PYEs v AVT = 2= 2 =75

On pose donc n = 2¢.
On abien [z —4|<n = |2 -2 <e.

<eg

T — 2y
VT + /Ty
Vrai pour 2o = 0. On suppose maintenant que zo # 0. Or Vo > 0, \/z + /T¢g > /T et

T — Xy r — X
\/iL'()—f—h—i—\/.’L'O v/ Lo
D'oll, x — Zg < £y/Tg = |VZ — /To| <&
On pose donc n = /xe.

On a bien |z — 2| <n = [z — /ZTo| <e.

donc <

6
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Exercice 14
Déterminer 'existence et ’éventuelle limite de f en a dans les cas suivants :

_ sup(z;0)

3r—1 si x<2
2. f(x)_{—x-|—7 S o>2 et a=2.

3r—1 s1 <2

3. fle)=¢q —z+7 si z>2 et a=2.
6 si x =
x
4. f(z) = cos 71 et a=+ooc.
5 f():smx et a=+oo.
x

6. f(x) =z +cos(z?) et a=—o0.

Correction 14

1. f n’est pas définie en 0.
li =1let Li = 0.
g )= Lt g S
2. f est définie sur R et 2 € Dy.
lim f(z) =5et lim f(z) =5. Donc lim f(z) =5
r—2— r—2t T—2

3. f est définie sur R et 2 € Dy.
lim f(z) =5 et lirglJr f(z) = 5 mais f(2) = 6.
T—

T2~
Si la limite existait, elle devrait étre égale & f(2).

1 x 1
4. VY R< — < —=d 0< < = =-.
T & . 241 22 one 22+1 22 =z
Or lim — =0donc lim ZL =0.
z—+o0 I 2400 22 + 1
Or limcosz =1 d’ou lim cos 5 ) =1.
z—0 T—+00 x4 +1
sin x 1
5. Ona0< < |-
z T
Or lim |—|=0donc lim ST 0 et enfin lim ST 0.
T—+oo | T—>+00 xT T—>+00 T
6. —1 < cos(z?) <ldoncx—1<z+cos(z?) <z+1.
Ona lim z—1=-coet lim z+1=—codol lim z+ cos(z®) = —oo0.

T——00 T——00 T——00



