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Exercice 1
Soit n € N et zy € R.

1. Montrer que lim z" = (z)".

T—T0
(On rappelle que (a + b)" = Z CFa™Fpk)
k=0
2. Montrer que lim az™ = a(z9)" Va € R.
T—T0
3. En déduire que lim P(z) = P(x() pour tout polynéme P cad VP € R[X].
T—>T0
4. En déduire que lim R(z) = R(zo) pour toute fraction rationnelle R cad VR € R(X) telle
T—T0
que xy € Dp.

Correction 1

1. On a lim 2" = (x9)" & lim(aco + h)" = (x0)™

T—T0
(2o + h)" ZC{; bFRE - ZC,’; bk
Or ’llln%ahp =0 Va e lR et Vp € IN*. Donc hmxohj =0 Vi,jeN"
%
On a lim Y C¥z27*pkF =0 et lim (g + h)™ — (79)" = 0 cad lim(zq + h)" = (z)"
h—0 1 h—0 h—0

2. Puisque lim awJ et lim 2" 3, on a lim az" = lim a x lim 2" = a(zy)".
T—T0 I—T0 I—T0 I—T0 T—T0
3. Soit P(z) = ap + a1z + asx® + - - - + apa®.
De méme chacune des limites existe et est finie, on a donc :
lim P(z) = lim ao + lim ayz + lim apz® + -+ + lim a,".

T—>T0 T—T0 T—T0 T—>T0 T—T0
. _ 2 p_
mlgglo P(z) = ap + a1z + agxy + - - - + apzf = P(x0).

4. Soit R(z) = gg; avec P,Q € R[X].
On a lim P(z) = P(zy) € R et lim Q(z) = Q(zy) € R*. Donc lim R(z) = Qo) =
T—To T T—To 0

R(.’L'())
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Exercice 2
\/ + 2z
Calculer hm
—V5—z

Correction 2

3—vo+z (B-v5+x)0l+Vb—-2)B+Vb+z) @A-2)(1+v5—-12) 1++/b—ux
1-vo—z (1-v56-2)(1+v5-2)B+Vh+z) (@—-49)B+v5+z) 3+6+z
T 5—1—3:__1
PO = ®
Exercice 3

Soient f et g définies sur R par f(z) = 2% + 522 + 67 et g(x) = z° + 2z.

1. (a) A-t-on lim f(z)= lim g(z)?

T—+00 T—+00
b

(a)
(b)
2. (a) A-t-on lim f(z) = lim ¢()?
(b)

A-t-on f o~ g7

A-t-on f~ g7
Correction 3

Rappel : si lim f(z) =1 et lim g(z) = [ avec [ fini et non nul alors f ~ g.
Tr—a a

T—a

1. (a) lim 2’ =400, lim 5z°=+ocoet lim 6x = +oc.
T — +00 T — +00 T — 400

Donc ml_1>13rloof(:1:) = +o00.

lim z2=4occet lim 2z = +oo.

T — +oo ) T — +oo
Done 1_1)15_1009(.%) = +00.
f(x)  x(x+2)(z+3)

(b)

= = 3et 1 3= .
g(ac) :v(x+2) r+aoe x_l)r}rlooan “+00

Donc f # g en +00.
2. (a) lim f(x) = 0= lim g(x).

- fz)
(b) wh_r)nom = 3. Donc f o g en 0.

Exercice 4

sin x x?
1. En admettant que lim —— = 1, démontrer que 1 — cosx ~ o
z—0 X 2
1 —cosz

2. Déterminer lim ————.
z—0 44 12

1— 2
3. Déterminer lim w
t—>0 g4+ g2
(1 — cosx)?

4. Déterminer lim 1 5
T — +00 Tr*+x
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Correction 4

1. cos2z =1 — 2sin? z donc cosz = 1 — 25sin? (%) et 1 — cosz = 2sin? (%)
72
2

sin x ~ x donc sin (§> ~T et 2sin? (£> ~
0 2/ 0 2 2/ o

9 2t 4 g2 2 g4 1—cosz 1 I l—cosz 1
T TN T T T N w2 T 2
4 2 .2 2
x (1 —cosz)* = (1 —cosz)
(1= 20 ~ — 1 —
3. (1 —cosz)* 1 donc a2 et lim T 0
1 — cosx)?
4. 0 < (1—=cosz)? <4 donc lim ( ) =0
T +oo gzt + 22
Exercice 5
1. Montrer que vz? + z ~ z/x.
z+1
2. Déterminer lim cos|—|.
& = +00 (\/x3+x)
Correction 5
1. 2% + 2 ~ 2° donc Va3 + 2 ~ Va® =1/
z+1 1 z+1
~ 3 ~ 3 = _— A~ —— 1 _— =
2. x4+1~zet Vit +z o~ Vot =a/a. Donc\/eroo xetxgriloo\/m 0.

1
Dou lim cos (L) =1.

T — +0oo A /1‘3 _.|_ €T
Exercice 6
Calculer lim (Va2 —5z+6 —x).
T — +00

Correction 6

2_5 6_ 2
\/x2—5x+6—x=x s x )
Viz—-bx+6+2x

5} 6
Ona\/x2—5x+6+x:x( 1——+—2+1>.
V T T

) 6 vaz -5 6
Or lim 4/1——+4 —+1=2,donc lim i T +x:1(:éd\/x2—5x+6+:r~2x.
T x 2x +oo

T — +00 T — +oo

5
D’ofl—5x+6;:o—5xet lim \/a:2—5x+6—x:—§.

T — 400

Exercice 7

sin bx

Calculer lim — )
z—0 SIn 2z
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Correction 7

sinbr bz 5 . sin5x_5

~N —nr~ — @ = —

. 1 : .
sin2x ° 2x ©° 2 z— 0 8in 2z 2

sin bx ~ 5z et sin 2x ~ 2z. Donc

Exercice 8

sin Tx

Calculer lim — )
z—1 8In27x

Correction 8

. sinmz . sinw(1+ h) ) sin(m + 7h) . —sin7h ) sinh
lim — =lm ———~=1lm ———— = lim ——— = lim —— )
c—1sin2rr  h-0sin27(l4+h) hr-o0sin(2r+27h) hr—-0 sin27h  h—0 sin27h
si 1
Or sinmh ~ mh et sin 2wh ~ 2wh. Donc lim ‘1n o ——.
0 0 z—1 sin27x 2
Exercice 9
. . (1 . . (1
Calculer lim zsin| — ) et lim zsin|— |.
x—0 x xr — 400 T
Correction 9
. . (1 . . (1
e (Attention au cas x < 0) 0 < |zsin | — )} | < |z| donc lim zsin [ — } = 0.
T x—0 T

1 1 in X
e On pose X = —, lim zsin (—) — lim 222 1,
T T — +oo x Xx—-0 X

Exercice 10

Déterminer les limites suivantes :

1. lim xln(l—l). 2. lim \/2:16—1-5111(1—}-#).

T — +00 x T — +00 Vor+5
1 1
. ) .

1
5. lim z’In (1 — )
T — +0oo .Z‘+3

Correction 10

e On pose X = %, wlew zIn (1 — %) :)}iino w =—1.
e On pose X = \/ﬁ, IEIEOO V2r +5In (14—723%%5) :XIiLnO ln(l; X) =1
o OnposeX=2—x2,0111a3x2:;:2xj=1ﬁ).( 3
n(l =
zEﬁl@Blen(l—@) :Xli§0§x%:_§

. 1 . 2¢ 4+ 5 1
e lim (233+5)1n<1+;)— lim : X($_1)1n<1+m—1)'

T — +0o0 T — +oo I —

2 1
lim $+15=2et lim (x—l)ln(1+ 1>=1

r— 400 I — T — 400 xr —
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1 2 1
e lim x21n(1— >= lim — X(x+3)ln(1——>.
+3

T — 400 T+ 3 T — 400 I T+ 3
. 72 . 1
lim =4ocoet lim (z4+3)ln|l—-——)=-1

T 4oo T+ 3 T — +oo T+ 3

1
Donc lim z%In (1 — ) = —00
T — +0o .’13+3

Exercice 11

Calculer lim < v )

z—>4o0 \z+ 1

Correction 11

Rappel : Si lim f(z) =1et lim g(x) = +oc alors lim f(z)%® est une forme indéterminée.
T —a r—a

= . r—a
d = ]_ — 1 = emln(l—mlﬁ).
r+1 r+1
1 1 1
Orln(1- ~ — et zln|1— ~ T )
r+1) t r+1 r+1) e r+1

1 X
Donc lim xln(l— ):—1 et lim ( x ) =e L

T — +00o l’+1

Exercice 12

Calculer lim (cosz)"/*".
z—0

Correction 12
2
x
(Cosx)l/xz = €2 "% On alncosz = In(1+cosz —1). Or cosz — 1 5 et In(1 + ) ~ =,
2

x 1 : _
donc Incosz~ — — et —Incosz~ — =. D’ou lim (COS$)1/$2 =12,
0 2 xr2 0 2

z—0



