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Exercice 1

Montrer que la fonction sinus est continue sur R.
Correction 1
Va € R, sin(a + h) =sinacosh + cosasinh
On suppose connu que lim0 cosh =1 et que lim0 sinh = 0.
Donc hrn0 sin(a 4+ h) = sina cad lim sinz = sina.

T —a
Exercice 2
2 .
. . . (oo 41 stz <1
Soit a € R et soit f, la fonction de R dans R définie par f,(x) = { Ceta s z2>1°

Déterminer suivant les valeurs de a, la continuité de f, en zy = 1.
Correction 2

fa est continue sur | — oo; 1] et sur |1 : +o0.
lim f,(z)=2et lim f,(z)=—1+a.
z—1- z — 1t

Donc f, est continue en 1 si et seulement si —1+a=2cad a =3

Exercice 3

Soit, f une fonction de R dans R définie par f(z) =

In(1 — 2z) + In(1 + 2z)

x

Déterminer Dy.
Peut-on prolonger f par continuité?

Correction 3

Ilfaut1—2x>0 14+2x>0etz#0.
1
Cadx<— x>——etx7é0

Doupf_] H 5|

lim f(z)=—o0 et lim f(z) = —o0

z— -1 T— 1

1 1
Donc f n’est pas prolongeable par continuité en —— et en —.

. In(1 —2z) + In(1 + 2x) )
lim = lim —
z—0 2 z—0 2 z—0 —4x2
Donc f est prolongeable par continuité en 0.

In(1 — 4z?) I In(1 — 42?)

X (—4) = —4.
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Exercice 4

Le produit de deux fonctions discontinues (non continues) est il discontinu?

Correction 4

Non, par exemple, f(zx) :{ (1) si <0 { (1) :i z;g .

Exercice 5

Montrer que tout polynome de degré 3 s’annule au moins une fois sur R.

Correction 5

Soit P un polynome de degré 3.
On note de la méme fagon la fonction polynoémiale associée a P (dfinie sur R).
lim P(z)=— lim P(z).
r— —o0

T — +00

Plus précisement, si P = az® + bz? + cx + d avec a > 0, on a lilil P(x) = +oo donc il existe
T — o

a tel que P(a) > 1. Ona lim P(x)= —oo donc il existe b tel que P(b) < —1.
T — —00

0 est compris entre P(a) et P(b) et P est continue donc il existe  compris entre a et b tel que
P(z) = 0.
On peut généraliser cette propriété : tout polynome de degré impaire s’annule sur R.

Exercice 6

1. Représenter la fonction f définie sur R par f(z) = inf(2, z)
2. Etudier la continuité de f.

3. Etudier la dérivabilité de f.

Correction 6

Siz €] —o0;2[, f(x) =z donc f est continue et dérivable sur | — oo; 2[ et f'(z) = 1.
Si z €]2;+0o0], f(z) = 2 donc f est continue et dérivable sur |2; +oo[ et f'(z) = 0.
On cherche donc a savoir si f est continue en 2.

lim f(z)=2= mli)rr;r f(z) donc f est continue en 2.

T — 27
lim f'(z) =1#0= lim f'(z) donc f n’est pas dérivable en 2.
T — 2" z — 2+

Exercice 7

1. Déterminer le nombre dérivé de la fonction racine carrée en un point xg > 0
2. Etudier la dérivabilité de la fonction racine carrée en 0.

3. Représenter la fonction racine carrée.

Correction 7

Soit f(z) = /z. Ona Dy = R™.
Vi B _ NN 1 1

e lim

som -39 w0 (I — /o) (VT + /To) S”LH‘I”“\/‘EJF\/»T_O:?\/TO'

2
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-0
e lim u: lim — = lim — = +4o0.
z—0t x—0 T =0t X z =0t /T
Donc f n’est pas dérivable en 0.

e Faire un dessin pour la tangente verticale.

Exercice 8

Etudier la dérivabilité de la fonction valeur absolue en 0.

Correction 8

Soit f(x) = |z|.
- |z[— 0] :
/(0) = =1 1=-1
f5(0) mhngi | :U| — |0 | mlm&f
, . z|— 10 .
f4(0) = mllI%+ 0 = mllrré+ 1=1

Donc f n’est pas dérivable en 0.
(Faire un dessin pour la tangente)

Exercice 9

Montrer par la définition que la fonction sin est dérivable sur R et donner sa fonction dérivée.

Correction 9

Soit f(z) =sinz. Ona Dy=RetVa e R:

sin(a + h) —sina sinacosh + cosasinh — sina . cosh—1 sin h ,
= = slng———— 4+ CoSsa = sina X
) h h h

cosh—1 xh—l—cosasmh

e 1 h h—1 1

. sin . cosh —
Or lim == =0et lim ==—=72

) B — i
Donc lim s1n(a+ ) Sma = cosa.
h—0 h

Et enfin (sin)’ = cos.

Exercice 10

Soit u une fonction numérique définie sur R.
En utilisant la regle sur la dérivée d’une fonction composée, déterminer les dérivées suivantes
en précisant les conditions nécessaires sur u :

1. cosu

2. sinu

3. e*

4. v oun €N
5. u oun € Z

6. v ounaeR

7. Vi
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8. In |u|
Correction 10

1. —u'sinu dérivation sur tout intervalle ol u est dérivable.

2. v’ cosu dérivation sur tout intervalle ou u est dérivable.

3. u'e* dérivation sur tout intervalle ou u est dérivable.

4. nu'u™! dérivation sur tout intervalle olt u est dérivable.

5. nu'u™ ! dérivation sur tout intervalle oul u est dérivable et ne s’annule pas.

6. au'u®"! dérivation sur tout intervalle oll u est dérivable et est strictement positive.

ul
7. ——= dérivation sur tout intervalle ol u est dérivable et est strictement positive.

N

!
8. — dérivation sur tout intervalle ou u est dérivable et ne s’annule pas.
u

Exercice 11

2 . - .
Soit la fonction f définie par f(x) = s (x) sioz70 .
0 si =0
Montrer que f est dérivable sur R mais que sa dérivée f’' n’est pas continue.

Correction 11

e [ est dérivable sur | — oo; 0[ et sur |0; +oof car f est la composée de fonctions dérivables sur
ces intervalles. On a : Vz €] — 00; 0[U]0; 00|,
1 1 1 1 1
f'(z) = 2z sin <—> + z? X (——2) Cos (—) = 2z sin (—) — cos (—)
x x x x x
- 1
e En 0, lim M = lim zsin— = 0.
z—0 z—0 z—0 T
donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
. lim0 f'(z) n’existe pas. Donc f’ n’est pas continue en 0.
T —

Exercice 12
Montrer que :  Vz,y € R, |sinz —siny| < |z — y|.
Correction 12

Théoreme des accroissements finis.

d[a, b] intervalle de R tel que z,y € [a, b].

sin est continue et dérivable sur R.

On a de plus Vz € R, |(sin)'z| = |cosz| < 1

On obtient le résultat d’apres un des corollaires du cours.

Exercice 13

b b
Montrer que : Va,bER/O<a<b,ona1—%<ln—<——1.
a a
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Correction 13

Va,be R/ 0<a<b, lnézlnb—lna.
a

D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € Ja,b[ / Inb —Ina = (In)'(c) x (b — a).

b

Donc Jc €a,b[ / Inb—Ina = Ca.

Maisa<c<b = r<tcl o 1—9<b_a<é—1.
b c a b c a

Exercice 14

Soit f une fonction dérivable a gauche et a droite en a.

Montrer que hlgno flat h,)2—hf(a —h) _ f'(a).

Correction 14

f(a+h) f(a—h) 1 flath) = fla) + fla) = fla—h)
h

==X
2
_1 (a+h) fla) | fla) = fla=h)
2 h
1 (a+h) fla) | fla—h)— f(a)
1 (s e~ o)
Donc hll_r>n0 f(a+h)2_hf(a—h) _ % v (f'(a) —|—f'(a)) — f'(a).

Exercice 15

) . 7
Montrer en utilisant le théoreme des accroissements finis que Vz € ]0; 5[ , tanx > .

Correction 15

Méthode 1 : Soit f(r) = tanz — z.
f est dérivable sur}O;g[ et Vxe}() —[, f'(z) =1+tan’z — 1 = tan’z

On a donc f croissante et f(z) > f(0).
D’apres le théoreme des accroissements finis,

Vo€ [0;5 | e €loal / f(2) ~ £(0) = ()~ 0).
Donc tan(—z) = x tan? ¢ > 0.

Méthode 2 : Soit f(z) = tanz.
festdérivablesur}O;g[ethE} [ () =1+tan’z > 1

On a donc f croissante et f(z) > f(0 )
D’apres le théoréeme des accroissements finis,

vz e 05| 3eelo.al/ flz) = F(0) = () (a~0).

Donc tan(z) = x tan? ¢ > z.



