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Exercice 1

Démontrer les formules sur le developpement de ch (a + b), ch (a — b), ch (2a), sh(a + b),
sh (a — b) et sh (2a).

Correction 1
1 1
chachb = Z(ea +e ) (P +e?) = Z(e‘”b + 370 4 ebma 4 emat),

1 1
shashb = Z(@“ —e (e’ —e?) = Z(e‘”” — et —gbma 4 emat),

1
Donc chachb+shashb = 5(6“*” +€797%) = ch (a + b).
On en déduit ch (a — b) = ch (a+ (—b)) = chach (—b) +shash (—b) =chachb— shashb.
Et ch (2a) = ch (a + a) = chacha + shasha = ch?a + sh?a.

1

ShCLChb = Z(ea' _ e*a)(eb + e*b) — Z(ea-{-b + ea*b _ ebfa _ e—afb)'
1 1

chashb = £t e70) (e = e70) = (e840 — er-d  eboo — 7o)

1
Donc shachb+ chashb = E(e““’ —e %% =sh(a+0b).

On en déduit sh (a — b) =sh (a + (—b)) = shach (—=b) + chash (—b) =shachb— chashb.
Et sh (2a) = sh (a +a) =shacha+ chasha = 2shacha.

Exercice 2

Soit u une fonction numérique définie sur R.
En utilisant la regle sur la dérivée d’une fonction composée, déterminer les dérivées suivantes
en précisant les conditions nécessaires sur u :

1. arcsinu 2. arccosu 3. arctanu
4. shu 5. chu 6. thu
7. argshu 8. argchu 9. argthu

Correction 2

!

V1—u?

!

1.

dérivation sur tout intervalle ol u est dérivable et & valeurs dans | — 1;1[.

— dérivation sur tout intervalle ol u est dérivable et & valeurs dans | — 1;1].
—u
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!
dérivation sur tout intervalle ou u est dérivable.

1+ u?

4. u'ch u dérivation sur tout intervalle ou wu est dérivable.

5. u'shu dérivation sur tout intervalle ou u est dérivable.
!
dérivation sur tout intervalle ou u est dérivable.

ch 2u
!
U
7. ——— dérivation sur tout intervalle ou u est dérivable.
V14 u?
ul
8. ——— dérivation sur tout intervalle ol u est dérivable et a valeurs dans |1; +oo].
Vu? -1 I [
!
9. dérivation sur tout intervalle ol u est dérivable et & valeurs dans | — 1;1].

1 —u?
Exercice 3

Etudier la dérivabilité des fonctions f(z) = arctan (th z) et g(z) = arctan (sh 2z). En déduire
une relation entre f et g.

Correction 3

th est dérivable sur R et th (R) =] — 1, 1].
arctan est dérivable sur R.
Donc f est dérivable sur R et
1 —th? h 2z —sh? 1 1
Vi€ R, f'(z) = r ch®z —sh®r

T 1+th2z ch’z+sh2z ch2z+sh?z  chz
sh est dérivable sur R et sh (R) = R.
arctan est dérivable sur R.

Donc g est dérivable sur R et

2ch 22 ch2x 1
"(z) = =2 =2 =2f"(x).
Vo € R, ¢(2) 1+sh?2z ch22x ch2x /@)
Donc Vz € R, g(z) =2f(z) + cou c € R.

Mais ¢g(0) = 0 = f(0) donc ¢ = 0.

Exercice 4

1
Etudier la dérivabilité de la fonction f(x) = arctanxz + arctan —. En déduire la valeur de
x

1
arctan x + arctan — lorsque = > 0 puis lorsque z < 0.
x

Correction 4

arctan est dérivable sur R.
Donc f est dérivable sur | — oo; 0] et sur |0; +oo|.

Sur ces intervalles, f'(z) = + _—2 X e = (),
T

1+ 22 1\2
1+ (-
x

Donc f = este sur | — oo; 0] et sur ]0; +o0|.
fa) = g donc Vz > 0, f(x) = g

f(=1)= —g donc Vz <0, f(z) = —g.



F. Wlazinski - UPJV - Antenne de Beauvais Td Analyse ler semestre Mias 1

Exercice 5

1 a bt+c

1. Déterminer les réels a, b et c tels que ——+ = — + ——.
! T iare) "t T 1y

2. Déterminer / dt sur |0; +o0l.

1
t(1 +12)
arctant

% dt sur |0; +oo[ en utilisant une intégration par parties.

3. En déduire/
Correction 5
bt+c a+at’ +bt* +ct

a
t 1+ 1+
Donca=1,b=—1et c=0.

2. L’application t — est continue sur ]0; 4+o00].

1
t(1+t?)
1 1t
Ona-—— =-__"_|

0y Tt 1+

1 1
Dot —— __dt=1Int — = In(1+#%).
Ou/t(1+t2) nt— o n(1+1¢*)

arctant

s est continue sur |0; +o0.

3. L’application t +—
1 1

Onpose v =— u=——
P 2 ¢

v =arctant v =

1+t

arctant 1 1 1 9
Donc/ m dtz—;arctant—i—/mdtzlnt—iln(l-l—t)—

arctant
t

Exercice 6

A Taide &’ . . . , . o T
aide d’une intégration par parties, déterminer une primitive de sur |——; —|.

cos?t 272

Correction 6

t conti -5 7]
est continue sur |——; —|.
272

t
t—
cos?t

On pose u' =
c

v=t v =1

t sint
Donc/ dt:ttant—/ dt =ttant +In|cost| = ttant + In cost.
cos?t cost

0s2t cost

Exercice 7

A Taide d’une double intégration par parties, déterminer / e’ sint dt.
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Correction 7

t — elsint est continue sur R.
On pose I = /et sintdt

On pose v’ =e! u =el.

v=sint v =-cost
Donc I = e'sint — [ e’ costdt

On pose v’ =e! u =el.
v=cost v = —sint

Donc I = e'sint — e’ cost — /etsintdt =elsint —elcost — I
1

d’out 21 = e'(sint — cost) cad I = iet(sint — cost).

Exercice 8

1
—————dt sur R.
P22

Déterminer /
Correction 8

1
Onat?—2t+2=(t—1)>+1 donc t — PP VS est continue sur R.

1 1
—dt = —dt = t t—1).
/t2—2t+2 /(t—1)2+1 arctan (¢ —1)
Exercice 9

En utilisant le changement de variable v = cost, déterminer : / cos® t sin® t dt sur ]0; [.

Correction 9

cost est continue sur I =|0; 7|
cost est strictement décroissante sur 1.

u est dérivable sur I et v’ = —sint ne s’annule pas sur .
cos(I) =] —1,1]

-1 ! 1
v =1 - = arccos et v = —

V1—1t2
Sur ]0; 7], on a sin®¢ = (/1 — cos? t)3.

On cherche GG une primitive de ———
P V-2
3
B(V1I-8) =t -t

1
———X
V-1

3
x cos®(arccos t) (\/1 — cos?(arccos t)) =—

1 1
On a donc G = =15 — Z¢4.
0 4 1 1
D’ou /(3033 t sin®tdt = 6 cos®t — 1 cos* t.

Exercice 10

t
En utilisant le changement de variable v = ¢?, déterminer : / T dt sur ]0; +o0l.
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Correction 10

u = t? est continue sur I =]0; 4o0.
u est strictement croissante sur I.
u est dérivable sur I et v’ = —2t ne s’annule pas sur 1.
u([) =]0; +o0]
1
v=ult=+tet v = —

2v/t
Vi

1 1
On cherche G' une primitive de X =

1
21 1+ (Vo) 21+t

1
On a donc G = 3 arctant.

t 1
D’ou /m dt = 2 arctan ¢2.

Exercice 11
En utilisant le changement de variable u = arccos ¢, déterminer : / V1—t2dt sur | —1;1].

Correction 11

arccost est continue sur [ =] — 1; 1].
arccost est strictement décroissantle sur 1.

V1—1¢?

u est dérivable sur [ et v’ = — ne s’annule pas sur .

arccos (1) =10, 7]

Sur |0, [, sint > 0.

v=u"!=cosetv = —sint .

On cherche G une primitive de —sint x v/1 — cos2t = —sin?t = —5(1 — cos 2t).

1 1 1 1 1 1
On a donc G = —§(t— §sin2t) = Esintcost— §t: icost\/l —cos?t — Et'

1 1 1 1
D’oul /\/1 —2dt = 5 cos(arccost)y/1 — cos?(arccost) — §arccost = 515\/1 — 12— 5 recos t.

Exercice 12

t _at n b n c
(I+2)(1+t) 1+ 14 1+t

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que

dt sur | — 1; 4o00][.

t
2. En déduire
/ (I+22)(1+1)
tant

T
—dt ]0;—[.
1+ tant Sut 2

3. En utilisant le changement de variable u = tan ¢, déterminer : /

Correction 12

Lo b c  (a+o)t?+(a+bt+ (b+c)
Tre T Tie T1vd (1+2)(1+ 1)
a+c = 0 a+c = 0 a = 1/2
a+b =1 = b—c =1 = b = 1/2
b+c = 0 b+c = 0 c = —1/2
D t IRYAR 1 1
Onc(1+t2)(1+t)_2<1+t2+1+t2 1+t>

5
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¢ 1/(1
2. N e i
/(1+t2)(1+t) dt 5 (2 n(l+4¢°) +arctant — In | +t|>

1/1

=3 <§ In(1 + ¢?) + arctant — In(1 + t))
. 7

3. u =tant est continue sur I = ]0; 5 [

u est strictement croissante sur I.
u est dérivable sur I et u' = 1 + tan?¢ ne s’annule pas sur 1.
u([) =]0; +o0]
v=wu"!=arctant et v' = ——
1+ ¢2
1 tan(arctan t) t

On cherche G imitive d x B .
une primitive de 7——5 X 77 tan(arctant) (1 +1¢2)(1+1)

1/1
On a donc G = 5 (5 In(1 + ¢?) + arctant — In(1 + t))

tant 1/1
Dot [ ———dt =~ -In(1 2 —In(1 .
Ou/l—i—tant 5 <2 n(1+ tan“¢) +¢ — In( —i—tant))

Exercice 13
t3

V1—1¢?

En utilisant le changement de variable u = arcsin ¢, déterminer : / dt sur |0; 1[.

Correction 13

u = arcsin est continue sur I =]0;1].
u est strictement croissante sur I.

u est dérivable sur I et v’ = ——— ne s’annule pas sur [.

VI—12
n=Jo|

Sur |0, 7[, cost > 0.

v=u"! =sint et v' = cost
. (sint)? 3 5 .
On cherche G une primitive de cost X ————= = (sint)° = (1 — cos®t)sint = sint —
V1 —sin?t
sint cos® t.

1
On a donc G(t) = —cost + 3 cos® t.

3 1 1 1
D’oil/ i dt = — cos(arcsin t)+§ cos®(arcsint) = —v/1 — t2+§(\/1 —12)3 = g\/l —12(—-3+

1
1-1) = _5(2 + )WV —12.

Exercice 14

Soit f une fonction deux fois dérivable a gauche et a droite en a.
f(a+h)+f(a_h)_2f(a)_ n
h2 - f (a)

Montrer que lim
h—0
Correction 14
h2
fla+h)= f(a)+ hf'(a) + 5f”(a) + h?e1(h) avec Jim e1(h)=0
_),

fla—h) = f(a) — hf'(a) + h;f”(a) + h%ey(h) avec hh_r)no go(h) =0

6
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Donc f(a + h) —|—j;l(a —h) = %f(a);— R?f"(a) + h?(e1(h)
faxr a1 “ 2@ _ pria) 4 o0

Sg(h).

_l’_
+ e9(h). et le résultat.

On a donc

Exercice 15

Déterminer le développement limité de f en x, a 'ordre n dans les cas suivants :
a. f(x)=2cosz+zsinx z2p0=0 n=3
b.  flx)=222+zx+2 To=2 mn =100
c. flz)=+v1+2? 2g=0 mn=4

Correction 15
a cosx:1—$—2+0(:v3)
) 5

2cosz = 2 — 22 + o(z?)
3
sing =z — m—'—i—o(x?')
zsinz = 2 + o(z®)
Donc 2cosz + zsinz = 2 + o(z?)
b. f(x)=2(x—2)2+82—8+z2+2=2(r—-2)2+92—-6=2(x—2)2+9(z—2)+18 -6
=12+ 9z —2)+2(x —2)2 + 21 x 0 =12+ 9(z — 2) + 2(z — 2)% + o((z — 2)'%).

1 1
c. Vitz=1+-z— §x2+0(x2).

2
1 1
Vi+z2=1+ 5:62 - §x4 + o(z%).

Exercice 16
T—/142
En utilisant les D.L., déterminer lim u.
z—0 1—cosx

Correction 16

1 1
Vitzr=1+g0— §x2 + o(z?).

1
Vi+2z=1+z— 5:62 + o(z?).
1
e =1+z+ 5302 + o(z?).
Donc €* — /1 + 2z = 2% + o(2?).
L, 2

1—cosz = 57 + o(z?).

=1+ 2z 2
Donc¢ lim ———— =" =]

= — =2
z—0 1 —cosz z—>0§;1;2

Exercice 17

. , . ) arcsinx —
En utilisant les D.L., déterminer lim ——.
z—0xCcoST —Sinx

Correction 17

1 1
cosx =1-— 5:612 + ﬂx‘* + o(z?)
TCOST =T — 53:3 + ﬂx5 + o(z9)
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siny =z — 63:3 + o(z?).

Donc zcosx —sinz = ——~z3 + o(z3).
arcsin (0) = 0
1
(arcsin )'(t) = ( )=(1—1#)"Y2 donc (arcsin)'(0) =1
V-1

(arcsin )”(t) = t(1 —t?)=32 donc  (arcsin)"(0) =0
(arcsin )@ () = —(1 —¢2)=3/2 + 3t2(1 — t3)™%/2  donc  (arcsin )®(0) = 1

D’ou arcsinz — z = —x2 + o(z?) et

. arcsinx — x 1
Iim —mM = —.
z—0xLCOST —SInT 2
Exercice 18

T

Déterminer le D.L. de In (1 te ) en 0 a lordre 3.

Correction 18

1 1
e =1+z+ 2?4+ ~2® + o(z?).

2 6
1 1
e$+1=2+x+§$2+6x3+0(x3).
1 o 1 1
ze =1+ §x1+ Z5521+ Ex3 + o(z?).
In(1+h)=h-— §h2 + ghf"’ + o(h?).
On a:
14¢€® 1 1 1 11 1 1 1.1 1 1
1 _T O S N S PRI N ST S NV B0 P P BT SRS 37 3
n( 5 ) T3 ((2a:+4x +12:c) 2(2:c+4.r +12x) +3(2x+4x +12x)>+0(ac)
1 1 1 11 1 11
=—x+ -2+ —23 - (=22 + ~2%) + = (=23) + o(2?)
% 411 12 4 4 3°8
——x+—x2+ix3——xz—lx?’—i—ix?’-l-o(x?’)
% 411 12 8 8 24
:§x+—x2+0(m3)
Exercice 19
|
Déterminer le D.L. de n_2:v en 1 a l'ordre 2.
T
Correction 19
Onposex=1+hcad h=x—1.
Inz In(l1+h)
= =In(l+h) X ———.
2 (L+h)? n(l+h) X o
1
In(14+h)=h— §h2 + o(h?).
1
———— =Try(1 — (2h + h? 2h + h?)? h?) =1 — 2h + 3h? h?).
g = 7= @h )+ Chot 1) + o) + 302+ o(1?)
1
(Autre méthode : { —— ) = (1 — h+ h%)? + o(h?))
1+h
1 1
In(1 = Tryf(h— k) x (1=2 2 2) = h— —h? — 2K 2) =
n( +h)xl+2h+h2 r3[(h 2h)><( h+3h?)]+o(h*) = h 2h h* 4 o(h?)

8
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h— %2 o(h?).
lnx ) 9 9
Donc = (x—l)—i(x—l) +o((z — 1)%).

Autre méthode :
Inz

f(x):?:x_Zlnx f(1)=0
fl(z)=—-2z3Imz+z2% f(1)=1
() =6z 3Inz —bz* f'(1)=-—
Exercice 20
: s . cosz
Déterminer la valeur en 0 des quatres premieres dérivées de f(zr) = ———.
1+x+ 22

Correction 20

feci(R)
1 1
coslx:1—§x2+ﬂac4+o(ac4)
—— =1—h+h2—h3+n! ht).
=5 + + h* + o(h?)
m:1—(x+x2)+(:r+x2)2—(x+x2)3+(x+x2)4+0(x4).
=1-—x—2>+2%+ 223 + 2* — 2% — 32* + z* + o(z*).
=1-—z+2%—2*+ o(z*).
1 1
Donc%:(l—ix + 547 N1 -z + 2% — %) + o(x?)
s Yo, 1 14 4
=l—-z+a®—a2*—=2?+ =23+ —2* + o(z?)
2 2 24
=1—x—1x2+§x3 —z* + o(z?)
2 2 24

Done £(0) = —1, f@(0) = —% < (21) = -1,
FO0) = 3 x (3) =9 et f9(0) = 20 x (41) = 23,
Exercice 21

1
Déterminer le D.L. en +00 de 22 + 22 — 2 de la forme azxz + b + ¢ +o0 (—)
x T

Correction 21

1 1
Onposex——cadh——
x

142 2h? \/1 2 22
Va? 42z — —1/ﬁ+2——2—\/ * h h + h h

OrvI+t=1+ t—8

Donc v1+2h —2R2 =1+ = (2h — 2h?) — g(2h, — 2822 4+ o(h?) =1+ h— th + o(h?)
VI+2h—2R2 1 3

E =—4+1—=-h h).

t . n 5 + of )1

D’oﬁ\/x2+2x—2:x+1—i+o(—).
2z x



