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Exercice 1

SoitZ[i] ={a+ib;ouablZ eti est le nombre complexe tel gide —1}.

Montrer queZ[i] muni de I'addition et de la multiplication usuelles d@rest un anneau commutatif
unifére.

Exercice 2

Soit.# I'ensemble des fonctions affines numeériques définieR sur

1. Montrer quet et 0 sont internes dans.
2. # est-il un anneau lorsqu'il est munitet o ?
Exercice 3

SoitQ[ /2 | = {x+y/2 olix, ydOl.

1.  Montrer que Q[2 ],+x) est un anneau.

2. Montrer que tout élément non rdg Q[ /2 | est inversible.

3. a. Vérifier que, dans ce corps, I'équatich- 2 = 0 admet bien une solution da@[ /2 |.
b. Donner, suivant le méme modéle, une autre écritufe de

Exercice 4

SoitaldR, on poséD[a] = {P(a) ou POQ[X]}.

1. Que peut-on dire d@[a] sia est un nombre rationnel?

2. Quels sont les polyimes @i permettent de mettre en évidence l'inclusi@ii Q[a]?
3. Montrer queQ[a] muni des lois- et x usuelles d® est un anneau commatif.
Exercice 5

SoitA = %4(R) muni de l'addition et la multiplication usuelles des fonctions.
On supposera connu gAesst un anneau.

1. Quels sont les éléments inversibles?@e
2. Montrer quez1(R) est un sous anneau e
3. Soit l'application ¢ : A - R

f - f(1)

Montrer qued est un morphisme d'anneaux.
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Exercice 6

On rgppelle queR[X] muni de I'addition et de la multiplication usuelle des polyndmes est un anneau
commutatifunifére.

1. Quels sont les éléments inversibleRdX].

2. SoientE = {POR[X] / degP < 2} et F = {POR[X] / QUR[X] P(X) = (X - 1)Q(X)}.
a. E etF sont-ils des sous anneauxRIgX]?
b. E etF sont-ils des idéaux d&[X]?

Exercice7

Soit (A,+,X) un anneau. SoiehtetJ deux idéaux dé.
Montrer que lI'ensemble §j / i0l etj0J} notél +Jest un idéal da.

Exercice 8

SoitK un corps. Montrer que les seuls idéauXdmnt {Q} et K.

Exercice9

Une relation est dite compatible avec les lois d'un aneaix] si et seulement si Va,b,c,deA,
a#betcxd 0 (a+c) #(b+d) et @xc) #(bxd).
Soitl un idéal deA,+,x). On définit la relation suivante:#b = a-b[Ol.

1. Montrer que% est une relation d'équivalence.

2. Déterminer la classe d'équivalence de O

3. Montrer que% est compatible avec les lois Ae

4, Cas particulier4,+,x) = (Z,+,x) etl = 6Z.
Expliciter les classes de 0, 1, 2, 3, 4 et 5.
Exprimer les opérations sur les clas0,1,2,3,4 et 5.

5. En déduire qu&/6Z n'est pas un corps.

Exercice 10

Soient E ={A,B,C} etJE) I'ensenble des permtations deE.

1. Enumérer SE).

2. Dans le plan euclidiersoit T un triangle équilatéral de somm#tsB et C.
Enuméer I'ensemblé(T) des transformations du plan qui l@issle tiangle T invariant.

3. Donner les correspondees ente les éléments dé€T) et ceux d&SE)?

4, Donner les tables d'@pation dgS(E),o) et de(I(T),0).

5. Peut-on généraliser ce résulté, &t lensemble des transformations du plan quidaisan carré
invariant?

Exercice 11

Soity=(a; & a; ....a) un cyde de longueuk = 3.

1.
2.

Déterminery? ety?,
Déterminery™ en fonction dgy.
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