Version du 20 décembre 2007
Tous les calculs sont a vérifier...

Exercice 1 : Fonction générattrice
Soit la fonction f définie par f(x) =1+ xf(z) + 222 f(z)

Calculez les termes de la suite récurrente associée.

Exercice 1 : Idées de résolution.

fl@)=1+af(x)+ 227 f(x)
Exprimons f(z) en fonction de x on obtient :

f(z)(1 =z —22%) = 1. Donc

1
flw) = 1—x— 222
En cherchant les racines du polynéme 1 — x — 222 on obtient x; = —1

1
To — 5-
On cherchera donc deux valeurs a et (3 telles que

1 Q@ I}

f<x):1—x—2x2_x+1+x—%

Par exemple en réduisant au méme dénominateur puis en identifiant on
obtient o = —% et 0= %, donc
1 _2 2
3 3
€Tr) = = —|—
/(@) l—x—222 241 z-—

En multipliant par -2/-2 la seconde fraction :
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d’autre part

1
1—2x nz;;
Donc
4 2n+2
=_—— Z A" — Z —
1 - n>0 n>0
Donc
_§ _% n+1 2n+2
x—|—1+1—2x_nz>%( +nz>%_
_2 _ 4 1
3 3 — -1 n+12 - 2n+2 n
x+1+1—2x 3;;0(( ) )@
Donc Uk = —% — 22k+2 et U2k+1 = § - 22];:2

Exercice 2 : Décomposition en éléments simples
Décomposer la fraction

3 —2lx -7
(x+2)(x—1)2(22+x+1)

T(x) =

en éléments simples.

Exercice 2 : éléments de solution

On souhaite écrire T'(z) sous la forme suivante :

o 16} y dox 4+ p
T(z) =
(@) x+2+x—1+(3¢—1)2 224+x+1

Déterminons « :

3 —=2lx -7

Talo) = @+2)T@) = C w1 )

et selon le cours,
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Déterminons 7 :

ﬂ@ﬁ:@“ﬂyT@*:@jéi?i;in

et selon le cours,

1-21-7
vzﬂﬂ%:( =-3

1+2)(1+1+1)

En passant par des valeurs particuliéres : On remarque ensuite que 7°(0) =
55, T(=1) =1, T(2) = 5 donc on en déduit trois équations :

1 6] -3 po =7
ﬂm_2+_1+@”2+1—2
-5 ~7
T(O)= 5 ~B+u=—
5 -7 =2
— e e——1
brm=5+5 =5
p=p-1
B 16} -3 —0+p 13
T U_1+—1—1+p4—92+ 1 4
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T(-1)=1 5-7179 I
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T(2)=—— 2 =
2) ;e 7 28



11 20—9 41
T(Q)Z—f—f—ﬁ*‘ 67 :?8

9 77 36 41
T(Q2)=2f-—-2=—=
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9 113 41
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On en déduit les autres coefficients : § = _3—%7 et u= %.

En passant par les racines complexes : On prend le polynéme 2% + z + 1
et on calcule ses racines A =1 —4 = —3 il n’y a donc pas de racines réelles
mais il existe deux racines complexes x; = _1%“6 et 1y = _1%“/3 donc
22+ x+ 1= (z —x)(x — z2) en concéquence nous allons réécrire T'(z) :

() e I} v n a b

T r+2 35—1+(35—1)2 x—x1+x—x2

Avec :
a b ox +
+ =

rT—x1 X —x9 a24+ax+1

C’est a dire en réduisant au méme dénominateur :

a(x — xg) N b(x — x1) _ or +
(r—x)(x—29) (x—x)(x—29) 2?2+2x+1

Dont on déduit a +b =0 et u = —axy — by
On détermine maintenant les deux coéficients a et b :

3 —21x—7

Ta(as) = (33 — ﬂfl)T(x) = (x + 2)(3; _ 1)2(x — $2)

Et de la méme fagcon que pour les réels, on a :
a="Ty(z)

Je ne me lance pas dans les calculs... On fait ensuite la méme chose pour
calculer b. Une fois les deux coeficients complexes déterminés on calcule ¢ et
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Exercice 3 : Nombre de fibonacci

Soit, (F},)n>0 la suite des nombre de Fibonacc définie par Fy =0, [} =1
et Fio = F,y1 + F,,. Déterminez par la méthode des séries génératrices les
nombres de Fibonacci F;,

Exercice 3 : Eléments de solutions

Posons : . ’
F(CC) = ZEJZ’Z = F0+F1 +ZEZ”L
i>0 i>2
F(z)=Fy+ Fi + Y (Fia + F_y)2’
i>2
F([L‘) = F{) -+ Fl + ZFi,QIBi + ZFifll’i
i>2 i>2
F(JI) = F() + F1 + 132 Z Fi_gxi_Q +x Z F'_ll’i_l
i>2 i>2
F(zx)=F+ [ +$22Fi:vi +ZBZF,~:ITi
i>0 i>1
F(z)=Fy+ Fi + 2°F(z) + () _ Fa') — 2K
i>0

F(z) = Fy+ F + 2°F(z) + oF(z) — o F,
(1—2?—2)F(z) = Fy+ F, — 2F,

_F0+F1—$F0

o 1l-22—x

F(x)
Soit dans le cas qui nous concerne :

Flz) = L 1

S l-22—2 (v —2) (T — x2)

Car 1 — 22 — 2 est un polynéme ayant deux racines réelles : z; = ,

_ 1-v5
To — 5

On veut écrire F'(x) sous la forme d’une somme de fraction simple :

a b

_I_
rT—T X — X

F(zx) =

T(z) = (z — 21) F(2)

T — T



Donc

5_ 1 501
F(x) = V5 V51
= 2 2(1—/5)

Or x1 1+v5 — (1+VE)(1—V5)

1 1

—V5
T 2

—x9 De méme : x12 1

Donc




