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Organisation du cours
n° Date matin/a.m. CM TD Contrôle Lieu

1 Ven. 8 oct. 2021 a.m. CM1 Promeo, salle A120

2 Ven. 22 oct. 2021 matin CM2 TD1 Promeo, salle A13

3 Ven. 22 oct. 2021 a.m. CM3 TD2 Promeo, salle A13

4 Mer. 17 nov. 2021 a.m. CM4 TD3 Promeo

5 Ven. 19 nov. 2021 matin DS Promeo

6 Ven. 17 déc. 2021 matin TP1 Dpt. EEA

7 Ven. 14 jan. 2022 matin TP2 Dpt. EEA

8 Mer. 2 fév. 2022 matin TP3 Dpt. EEA

Note finale = l’arrondi de

Matin: 8h30-12h15, pause 10h20-10h35 − Après-midi: 13h15-17h00, pause 15h10-15h25

Chargé de TD et TP: Julien Ducrocq (laboratoire MIS, UPJV)
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Plan du cours

• Constituants et caractéristiques d’un robot

• Gammes de robots et secteurs d’activités

• Étude de cas: cellule robotisée de soudage

• Actionneurs et capteurs d’un robot

• Introduction

• Repères et transformations homogènes

• Les baies de commandes, le boîtier d’apprentissage,                      
les modes et la programmation d’un robot 
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scalaires

Notation

vecteur colonne de dimension   ,  

matrice avec    lignes et     colonnes

matrice identité

matrice de zéros

transposée de la matrice

inverse de la matrice (de rang plein)

norme euclidienne du vecteur
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• Un manipulateur peut être représenté comme une chaîne cinématique        
de segments reliés par l'intermédiaire d'articulations rotoïdes ou prismatiques

• Le mouvement résultant de la structure est obtenu par composition des 
mouvements élémentaires de chaque segment par rapport au précédent

• Afin de manipuler un objet dans l'espace, il est nécessaire de décrire              
la position et l'orientation (pose) de l'effecteur

base

Objectif final: exprimer la pose de l’effecteur en fonction des variables des            
articulations, par rapport à un repère donné (par ex. le repère de la base) 

Manipulateur
générique

?

Introduction

effecteur
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Positionnement

La pose d'un solide (ou corps rigide) dans l'espace 3D peut être
complètement décrite par 6 paramètres indépendants:

• 3 paramètres indépendants définissent la position d'un 
point, noté O’, du solide dans le repère fixe O-xyz (par ex. 
coordonnées cartésiennes, cylindriques ou sphériques) 

• 3 paramètres indépendants déterminent l'orientation
du solide autour du point O’ (par ex. les angles d’Euler)

solide
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solide

La position du point O’ du solide par rapport au repère fixe O-xyz
s’exprime par l’équation:

où sont les vecteurs unitaires (la norme est 1) des 
axes du repère O-xyz et sont les composants du 
vecteur le long de chacun des trois axes

repère fixe

<latexit sha1_base64="Fnn9VVYptakuAuljaGq7a0c0s4g="></latexit>
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• Afin de décrire l'orientation du solide, considérons un repère attaché au corps
et exprimons ses vecteurs unitaires par rapport au repère O-xyz

• Soit O’-x’y’z’ un tel repère avec origine O’ et soient               les vecteurs 
unitaires des axes

• Ces vecteurs sont exprimés par rapport au repère O-xyz par les équations:

• Sous forme compacte, les vecteurs unitaires qui décrivent
l'orientation du solide par rapport à O-xyz, peuvent être combinés dans
la matrice 3 ✕ 3:

qui est appelée matrice de rotation

<latexit sha1_base64="cTxhqY2i6eBqTjhs8hTfv1dPSR4="></latexit>
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x0 = x0
x x + x0

y y + x0
z z

y0 = y0x x + y0y y + y0z z

z0 = z0x x + z0y y + z0z z
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Rotations élémentaires
• Considérons les rotations qu’on peut obtenir à partir de rotations 
élémentaires autour des axes x, y, z

• Ces rotations sont positives s’ils sont faites autour des axes            
relatifs dans le sens antihoraire

Exemple: le repère O-xyz est pivoté d’un angle autour de l’axe z
et O-x’y’z’ est le repère qui résulte de cette rotation

<latexit sha1_base64="K/YGU3NIoafeEXiHBbg1WD3vP2Q="></latexit>↵
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• Les vecteurs unitaires de O-x’y’z’ peuvent être 
exprimés par rapport au repère O-xyz comme: 

• La matrice de rotation de O-x’y’z’ par 
rapport à O-xyz engendrée est donc: 

Rotations élémentaires

<latexit sha1_base64="I/p2Fnjr5RaYnUj2+ntUMPsS/Gk="></latexit>

Rz(↵) =

2

64
cos↵ � sin↵ 0

sin↵ cos↵ 0

0 0 1

3
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De la même façon, on peut trouver la matrice de rotation autour de 
l’axe y d’un angle et la matrice de rotation autour de l’axe x d’un angle 

Remarque: ces matrices sont très utiles pour décrire des rotations                  
dans l’espace 3D autour d’axes arbitraires
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Matrice de rotation autour
de l’axe x d’un angle

Remarque: 
Pour les rotations élémentaires, la propriété suivante est vérifiée:

Matrice de rotation autour
de l’axe y d’un angle 

Matrice de rotation autour
de l’axe z d’un angle

Rotations élémentaires: sommaire

<latexit sha1_base64="lj/0UaoLHjl5mS6g5RWmsCi+svU="></latexit>
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Représentation d’un vecteur
Hypothèse simplificatrice: l’origine du repère du solide coïncide avec l'origine 
du repère fixe. Donc 

On peut représenter le point 3D 
P comme suit:

par rapport à O-xyz

par rapport à O-x’y’z’

et

<latexit sha1_base64="TDEbhxmQ+1qR2FXFDkOubN21rHI="></latexit>
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Représentation d’un vecteur

Mais cela signifie que (cf. les équations 
précédentes):

représente la matrice de transformation qui 
permet d’exprimer les coordonnées du point P
dans le repère O-xyz, en function des coordonnées
du même point dans le repère O-x’y’z’

Mais et     sont deux représentations du même point P, donc: 

<latexit sha1_base64="0+nb4eCwNEij9Jw/Ahg5sOazUok="></latexit>

p = Rp0

<latexit sha1_base64="/pgBnUlYpS6XLC2pmW684hwAWp4="></latexit>

R

est une matrice orthogonale. Donc la 
transformation inverse est simplement: 

<latexit sha1_base64="kuRpObUbJH0opb41z2q7KzwCn3g="></latexit>

p0 = RTp
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Exemple:

Deux repères avec la même origine et une rotation relative d’un angle 
autour de l’axe z

: vecteurs des coordonnées
du point P dans les repères
O-xyz et O-x’y’z’

Représentation d’un vecteur

On trouve que:

Remarque: 
La matrice représente non seulement l'orientation d'un repère par rapport   
à un autre, mais elle décrit également la transformation d'un vecteur dans un 
repère en un autre avec la même origine

<latexit sha1_base64="MLog5Adv9opG4rFsaMIJnYxLdDE="></latexit>

Rz(↵)
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p, p0
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px = p0x cos↵ � p0y sin↵

py = p0x sin↵ + p0y cos↵

pz = p0z
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Composition de matrices de rotation

Problème: Comment composer plusieurs rotations ?

Considérons trois repères O-x0 y0 z0, O-x1 y1 z1 , O-x2 y2 z2  avec la même origine O

coordonnées d’un point P dans les trois repères

O-x0 y0 z0

O-x1 y1 z1O-x2 y2 z2

O

P

<latexit sha1_base64="TwLrwLrSPUNrhyu5nWCIMKa7onw="></latexit>

p0, p1, p2 2 R3
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Composition de matrices de rotation

Soit la matrice de rotation du repère par rapport au repère

Donc

De la même façon, on obtient

Mais alors: 

<latexit sha1_base64="/bonjGf3DCk5ypAqHBvGf4RdUzc="></latexit>
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p0 = R0
1 p

1

<latexit sha1_base64="NgCDVU9M3WIMFrml6uvRAZWDdD4="></latexit>

p1 = R1
2 p

2

<latexit sha1_base64="Nhq0xtjYWIBJs1BIzIqdHqElvq8="></latexit>

Rj
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Composition de matrices de rotation

Considérons un repère initialement aligné avec O-x0 y0 z0

La rotation définie par       peut être interprétée comme obtenue
en deux étapes:

1. Tourne le repère avec       pour l’aligner avec O-x1 y1 z1

2. Tourne le repère, maintenant aligné avec O-x1 y1 z1, en utilisant
pour l’aligner avec O-x2 y2 z2

Remarque: 
• La rotation d'ensemble peut être exprimée comme une séquence
de rotations partielles
• Chaque rotation est définie par rapport à la précédente
• Le repère par rapport à lequel la rotation se produit est appelé repère courant
• La composition de rotations successives est obtenue par multiplication à droite
des matrices de rotation en suivant l'ordre donné des rotations
• Avec notre notation, on a que:

<latexit sha1_base64="A7UQjMVv7JJFJam1I5f672bFYSI="></latexit>
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i = (Ri

j)
�1 = (Ri

j)
T
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R0
1

<latexit sha1_base64="oyrUZZjvN2JufU0GXYoDF4sr9AA="></latexit>

R1
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Composition de matrices de rotation

Remarque: 
• Les rotations successives peuvent aussi être specifiées toujours
par rapport au repère initial
• On dit donc que les rotations sont faites par rapport au repère fixe
• La composition de rotations successives est obtenue par multiplication             
à gauche des matrices de rotation en suivant l’ordre donné des matrices          
de rotation

Problème de base: le produit matriciel n’est pas commutatif !

• Deux rotations, en général, ne commutent pas et la composition dépend
de l’ordre des rotations individuelles:

<latexit sha1_base64="gaVoB8X6ulHPeuenX2i4v7BdXc4="></latexit>

R0
1 R

1
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0
1
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Composition de matrices de rotation

Exemple:

mais
<latexit sha1_base64="sd5OKEiFBGQB23pEsnZi+ftD4s8="></latexit>

6=
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Composition de matrices de rotation

• Rotations successives d'un objet autour des axes du repère courant

a)

b)
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Composition de matrices de rotation

• Rotations successives d'un objet autour des axes du repère fixe

a)

b)
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• Les matrices de rotation fournissent une description redondante            
de l’orientation d’un corps

• En effet, la matrice de rotation comprend 9 éléments:

• Mais il y a 6 relations indépendantes entre ces éléments (contraintes           
d’orthogonalité et de normalité des colonnes)

Conclusion: 3 paramètres sont suffisantes pour décrire l'orientation d'un corps

Une représentation de l'orientation en fonction de 3 paramètres indépendants 
est dite représentation minimale (par ex. les trois angles d’Euler)

Représentation de l’orientation

<latexit sha1_base64="LMeq7DxABqjPIRxRGAxPri6l1mU="></latexit>

R =

2

64
r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

3

75

<latexit sha1_base64="a11kHW6NtVeOikY9hmTm6EW0EyE="></latexit>

R

<latexit sha1_base64="tWR8dFczXnCeIarSl8R4JQHGGJw="></latexit>

r11r12 + r21r22 + r31r32 = 0

r11r13 + r21r23 + r31r33 = 0

r12r13 + r22r23 + r32r33 = 0

<latexit sha1_base64="MXL2hKUGa5mQcfsGlmhC0sJTqkY="></latexit>

r211 + r221 + r231 = 1

r212 + r222 + r233 = 1

r213 + r223 + r233 = 1
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Propriétés des 4 représentations de l’orientation d’un corps rigide

Représentation
Matrice

de 
rotation

Angles d’Euler
(ZYZ, ZYX, etc.) Angle et axe Quaternion 

unitaire

Globale Oui Non Non Oui

Unique Oui Non Non Non

Minimale Non Oui Non Non

Représentation de l’orientation
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Matrices homogènes

solide

repère fixe

Pour décrire la pose d’un solide dans l’espace 3D, on a besoin de connaître: 

• [Translation] Position d’un point sur le solide (O’) par rapport au repère fixe

• [Rotation] Composants des vecteurs unitaires du repère attaché au corps            
avec origine O’, par rapport au repère fixe 

<latexit sha1_base64="TmfjCpkCbulgn8snyzHL3ETZ5oY="></latexit>

o0

<latexit sha1_base64="vvt3tdAFbU52XnRr1owz+jCePdo="></latexit>

O

<latexit sha1_base64="k+jfmWgWz+IRBP82jIQ34NMn4/M="></latexit>

O
0
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• : point générique dans l’espace 3D 

• : coordonnées du point P par rapport au repère 0 et 1
• : vecteur qui décrit l’origine du repère 1 par rapport au repère 0
• : matrice de rotation du repère 1 par rapport au repère 0

Repère 0

Repère 1

Soit:

Matrices homogènes

<latexit sha1_base64="fd2KklcAGH9FKKiuOXStSEnU9pk="></latexit>

P

<latexit sha1_base64="HxuSx7gJQ2yE+jUzII2VAB036HY="></latexit>

p0
<latexit sha1_base64="4xBbMhZAfBYZaDJtlKxyRl6eLC8="></latexit>

p1

<latexit sha1_base64="/otkxPSpcgKNrTdAIjJfsI64lMo="></latexit>

o0
1

<latexit sha1_base64="whAx+uUEvqq977hdR89IlDFZIw0="></latexit>

o0
1

<latexit sha1_base64="K9dBw6ODwS7LWcK/jUdq8FpBps4="></latexit>

R0
1

<latexit sha1_base64="e7/oyUXsVjRMI8vMu86xfgcG93g="></latexit>

p0, p1
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• On peut écrire la position du point P par rapport au repère 0 comme suit:

Transformation de coordonnées
(translation + rotation) d’un vecteur
entre le repère 0 et le repère 1

Repère 0

Repère 1

Matrices homogènes

<latexit sha1_base64="3nxTKO5P+o0VkmhcxurCJ9X7qIM="></latexit>

p0 = o0
1 + R0

1 p
1

<latexit sha1_base64="HxuSx7gJQ2yE+jUzII2VAB036HY="></latexit>

p0
<latexit sha1_base64="4xBbMhZAfBYZaDJtlKxyRl6eLC8="></latexit>

p1

<latexit sha1_base64="/otkxPSpcgKNrTdAIjJfsI64lMo="></latexit>

o0
1
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• Pour avoir une représentation compacte de la relation entre les coordonnées
du même point P dans les deux repères, nous pouvons introduire la 
représentation homogène d’un vecteur générique  : 

On rajoute une 4e coordonnée
au vecteur, dont la valeur est 1“tilde”

Repère 0

Repère 1

Matrices homogènes

<latexit sha1_base64="hTulwSkUOTqOAJI1FtfHG+n6pLo="></latexit>

p 2 R3

<latexit sha1_base64="OwbHu8XkZgilbrUxaR7G46Lrao8="></latexit>

ep =

"
p

1

#

<latexit sha1_base64="9Ld9Mn21O/bF4eGvwyTt+9ji03w="></latexit>p

<latexit sha1_base64="HxuSx7gJQ2yE+jUzII2VAB036HY="></latexit>

p0
<latexit sha1_base64="4xBbMhZAfBYZaDJtlKxyRl6eLC8="></latexit>

p1

<latexit sha1_base64="/otkxPSpcgKNrTdAIjJfsI64lMo="></latexit>

o0
1
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• Si on utilise cette représentation pour les vecteurs et     , on peut écrire
la transformation de coordonnées en utilisant une seule matrice 4 × 4: 

Matrice de 
transformation 
homogène

• La pose du repère 1 par rapport au repère 0 est définie par le couple:

• La pose est définie par 6 paramètres: 

• 3 définissant la translation 

• 3 définissant la rotation

Matrices homogènes

<latexit sha1_base64="EhFlbR51oIDKomhGurhPGiOe6vk="></latexit>

A0
1 =

"
R0

1 o0
1

01⇥3 1

#

<latexit sha1_base64="Uo21YO8xzWfaWrnnkHeOwqkoy5U="></latexit>

(o0
1, R

0
1)

<latexit sha1_base64="2bzZV9byLjRQQMHdoNsXxz+5VMI="></latexit>

p0
<latexit sha1_base64="ZTNSbM/snydL970OG7HCQUERsTo="></latexit>

p1
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• La transformation d’un vecteur du repère 1 au repère 0 est exprimée par 
une seule matrice qui contient la matrice de rotation du repère 1 par rapport 
au repère 0 et le vecteur de translation de l’origine du repère 0 à l’origine
du repère 1: 

• La transformation inverse entre le repère 0 et 1 est décrite par la 
matrice qui satisfait l’équation:

• En utilisant les propriétés des matrices partitionnées, on trouve que:

Matrices homogènes

<latexit sha1_base64="qsoyHRuQgvvNdgj1jM3iMZB2ujU="></latexit>

ep0 = A0
1 ep1

<latexit sha1_base64="X7E0LWCd6nvi34LP8+E1PTf5czg="></latexit>

ep1 = A1
0 ep0 = (A0

1)
�1 ep0

<latexit sha1_base64="JcUay5iqn5YmipGImS+Zilzp0EY="></latexit>

(A0
1)

�1 =

"
(R0

1)
T �(R0

1)
To0

1

01⇥3 1

#
=

"
R1

0 �R1
0 o

0
1

01⇥3 1

#
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Attention: les matrices homogènes ne satisfont pas la propriété d’orthogonalité. 
Par conséquent, en général: 

En conclusion:

• Une matrice homogène permet d’exprimer la transformation  
de coordonnées entre deux repères sous forme compacte

• Si les repères ont la même origine la matrice homogène se réduit
à la matrice de rotation (4 × 4) définie précédemment 

• Comme pour les matrices de rotation, on peut composer une séquence
de transformations de coordonnées grâce au produit matriciel:

où est la matrice de transformation qui met en relation             
la description d’un point dans le repère avec la 
description du même point dans le repère

Matrices homogènes

<latexit sha1_base64="FXKHsWF2IAVFwc9pvo4lKr9wlaw="></latexit>

A�1 6= AT

<latexit sha1_base64="WfoTV5PPhvBC9VEoOqfuaA8X/Zo="></latexit>

ep0 = A0
1 A

1
2 · · · An�1

n epn

<latexit sha1_base64="RMtsPXFI5qzx6OprpZcnP1lNLeU="></latexit>

Ai�1
i

<latexit sha1_base64="zFA/DNHlAP/7drIoJP+UIsWAfbA="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="0MWpbGO5CRe76yAzsUwozDGuHSI="></latexit>

i� 1
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Exemple 1 (Rotation simple autour de l’axe z) 
y1

x1

O1

z0

y0

x0

O0

x1

O1

z0

y0

x0

O0

z1

Exemple 2 (Translation simple) y1

z1

Matrices homogènes
<latexit sha1_base64="MfKcrPPAej57OVZ++AfliF3oZUU="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="X8OfGqWqdUzK2xyEOkbJn4JqzjU="></latexit>

A0
1 =

"
Rz(↵) 03⇥1

01⇥3 1

#

<latexit sha1_base64="qNB47ydCdhbKPusOXlsaj2c8/R4="></latexit>

A0
1 =

"
I3 o0

1

01⇥3 1

#
<latexit sha1_base64="whAx+uUEvqq977hdR89IlDFZIw0="></latexit>

o0
1


